RETRATO DE ARQUIMEDES pintado
em 1620 por Domenico Fetti
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Arquime

As numerosas anedotas sobre ele valorizam o

cientista e inventor, mas pouco falam do gedmetra.

Seus trabalhos nessa drea, contudo, representam o

primeiro passo na dire¢do do cdlculo integral

m 264 a.C., sob um pretexto fitil, os romanos in-

vadiram a Sicilia e confrontaram os cartagineses, ins-

talados na parte oeste da ilha. A guerra que se se-

guiu — a primeira pinica — durou mais de 20 anos,
e terminou com a derrota de Cartago e o dominio romano sobre
grande parte da Sicilia. Do lado leste, porém, ao redor de Sira-
cusa, o rei Hierdo, que havia se aliado aos romanos, aproveitou
as circunstancias para fazer seu reino prosperar. Ele governou
por 54 anos, até sua morte em 215, aos 92 anos.

Mas os cartagineses desejavam uma revanche e, em 218,
Anibal partiu da Espanha e cruzou os Alpes com seu exército.
Comegava a segunda guerra panica, que terminaria em nova
derrota de Cartago e marcaria o inicio da expansao romana
para fora da peninsula italica. A Sicilia, que ficava a meio ca-
minho entre os dois adversdrios, permaneceu fiel a sua alianga
com Roma até a morte de Hierdo. Depois disso, a oposicao fez
um pacto com os cartagineses. Em 214, o consul romano Mar-
celo atacou Siracusa, com a expectativa de ligiiidar a questao
em poucos dias. Porém, teve de recuar devido as maquinas e
estratégias militares de Arquimedes. O consul sitiou a cida-
de, que tombou em 212; o gedmetra, ji idoso, morreu du-
rante a pilhagem. Virias obras de arte foram transportadas a
Roma. Costuma-se dizer que ai comegou a admiragao roma-
na pela arte grega.

Essas circunstancias draméticas explicam a abundéncia de
testemunhos acerca da morte de Arquimedes, transmitidos por
dezenas de autores de todos os géneros. Em pouco tempo, sua
vida e carater tornaram-se tema de anedotas fantdsticas ou edifi-
cantes. Assim surgiu a lenda de que seria t3o distraido que es-
quecia até de comer ou tomar banho. Absorto em uma demons-
tracdo, nao teria percebido nem mesmo a queda de Siracusa.

WWW.SCIAM.COM.BR

Para alguns episddios, dispomos de varias versoes divergen-
tes: cada autor retém apenas aquilo que serve a seu propésito.
Por exemplo, para o historiador Polibio — nascido uma década
apds os acontecimentos —, a narragao do cerco de Siracusa serviu
para ressaltar o papel decisivo desempenhado por individuos ex-
cepcionais, a0 passo que o escritor e filosofo platonico Plutarco de
Queronéia (46-120) interpretou-0 como a oposicdo entre a alma
(Arquimedes) e o corpo (os outros siracusanos). J4 Cicero, ora-
dor e homem piblico, tentou isentar os romanos pela morte do
sabio, e nada falou sobre a captura de Siracusa.

Ele preferiu evocar dois globos celestes construidos por
Arquimedes (entre os quais um planetdrio moével), e que des-
pertaram grande admiragao. Mesmo assim, mencionou-os
apenas para observar que esses foram os tinicos prémios que
Marcelo aceitou tomar de Siracusa, com o objetivo de con-
sagré-los ao templo da Virtude. O préprio Cicero, que serviu
como questor (magistrado encarregado da gestao dos bens pii-
blicos) na Sicilia, deu uma espécie de licao aos siracusanos:
para servir A gléria de Arquimedes, reencontrou seu tdmulo,
neglicenciado pelos compatriotas. '

Engenheiro ou Gedmetra?

Arquimedes exercitou seus incomparaveis talentos em ao me-
nos quatro especialidades matematicas: geometria, astronomia,
mecanica e optica. Contudo, se o siracusano avulta inconteste
na Antigiiidade como o mais célebre dos sabios, ¢ menos como
gedmetra que como “engenheiro”. Poucos autores, uma dezena
no maximo, e quase todos matemdticos, referem-se a seus tra-
balhos tedricos, principalmente em geometria. Se ele merece,
aos olhos de quase todos, eterna admiracdo, é por causa das
maquinas cuja invengao e/ou fabricagdo costuma ser-lhe atribui-
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ARQUIMEDES E MORTO por soldado romano, em cépia de um mosa
pela escola de Rafael, no século XVI

g

ico feito

da, as vezes de maneira pouco rigorosa: miquinas de guerra
(como catapulta, guindaste e espelhos ardentes), 0 parafuso he-
licoidal, sistemas de polias compostas, a balanga dita “romana’,
o elevador hidrulico, o planetério.

Esse retrato de inventor genial e fecundo ndo agrada a todo
mundo. O biégrafo Plutarco de Queronéia dedica uma de suas
Vidas paralelas a Marcelo, o conquistador de Siracusa. Naobra,
pinta um quadro totalmente diferente, de um Arquimedes
puramente gedmetra, que manifesta desdém pelas realiza-
¢oes técnicas e materiais. A narragao de Plutarco é brilhante
e sedutora. Por ser a mais completa, embora nao a mais pre-
cisa, costuma também ser a mais citada. Esquecem-se, po-
rém, os objetivos que seu autor perséguia: exaltar a matemati-

STADELSCHES KUNSTINSTITUT, FRANKFURT

ca “pura” e desvalorizara técnica e os técnicos. Contudo, Plu-

tarco ndo podia ignorar a historia tradicional, especialmente a-

utilizagio das maquinas de guerra que tanto haviam impressio-
nado seus antecessores. A maneira como ele explica a presen-
ca de numerosas mquinas de guerra em Siracusa merece aten-
¢do. Ele afirma que, para Arquimedes, isso nao passava deuma
brincadeira de gedmetra, resultado de uma ordem do rei Hie-
rao que lhe pedia para vulgarizar sua ciéncia em beneficio do
povo. Plutarco fez entdo uma digressao a respeito da origem
da mecdnica na época de Arquitas e de Platao. Ele confundiu,
ou quis confundir, as soluges por meio de curvas geométricas
com instrumentais aproximadas.

Ao retomar o fio de sua narrativa, Plutarco informa que Ar-
quimedes, certa vez, escreveu o rei, seu parente e amigo. Na
carta, ele disse: “Dé-me um lugar para me firmar e um ponto de
apoio para minha alavanca, que eu deslocarei a Terra™. Ele su-
punha que uma dada forga poderia mover ndo importa qual peso,
por maior que fosse. Era uma maneira, um tanto quanto hiper-
bélica, de contrariar a Fisica de Aristételes, em particular a afir-
magio de que, a partir de certo limite, as forgas mecanicas ndo
tém mais efeito.

Maravilhado, o rei teria pedido a Arquimedes que fizesse uma
demonstracdo de seu principio. Plutarco aproveita para emendar
outra histéria famosa: a do levantamento do navio. Nessa versao,
um imenso navio foi colocado em terra com grande esforco de
uma numerosa mao-de-obra. Depois, foi carregado com homens
e mercadorias. Arquimedes, porém, gragas a um sistema com di-

versas polias que multiplicava sua forca, sentado e com um gesto

trangjiilo de mo, teria conseguido sem esforco puxar o navio,
que deslizou sem solavancos até o lugar onde estava. Tamanho
&xito teria deixado Hierdo boquiaberto, a ponto de pedir a0 ami-
go para construir maquinas de guerra. '

Dois famosos resultados em geometria

1) 0 volume do cilindro circunscrito a esferaS igual auma vez e meia o de
S, e a superficie lateral é igual a de S, ou seja, quatro vezes a superficie de
um grande circulo (por exemplo, ABCD ] da esfera. Essa propriedade seria
usada em cartografia para projetar a esfera sobre um plano, depois de haver
cortado o cilindro ao longo de uma geratriz como EH. 2) A érea sob o seg-
mento de parabola ADBEC [superficie compreendida entre a reta ACe apa-
rdbola] & igual a quatro tergos do triangulo ABC. Dessa propriedade deduz-
se a quadratura da parabola (ver artigo na pdg. 36).

Arquimedes demonstrou esses dois teoremas pela utilizagao do méto-
do por exaustao: no caso da parabola, 0 método foi aplicado pela divisao de
cada segmento de parabola em dois, depois em mais dois etc. No caso do
cilindro e da esfera, Arquimedes aproximou o cilindro com auxilio de pris-
mas com um ndmero cada vez maior de faces, e a esfera de maneira seme-
lhante. A demonstragdo demandava 32 proposicoes introdutérias e ocupa-
va cerca de 60 paginas do tratado A esfera e o cilindro.
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CICERO DESCOBRE a tumba de Arquimedes, pintura de Martin Knoller, de 1775

A narrativa ndo pode ser aceita sem algumas reservas. Para
todas essas anedotas, hd versoes divergentes e é impossivel
saber qual detalhe corresponde ou nio a realidade. Ateneu e
Proclo, por exemplo, contam de outro modo a histéria do
navio: Hierdo teria mania de grandeza e mandou construir o
maior navio da Antigiiidade, que ele desejava enviar ao rei
Ptolomeu, com uma carga de 2 mil toneladas. Todos os sira-
cusanos reunidos nao conseguiram colocar o navio na gua.
Mas com um mecanismo, Arquimedes teria permitido a
Hierdo, sozinho, mové-lo até o porto. Na viagem inaugu-
ral, Hierdo ofereceu seu navio a Ptolomeu: Alexandria era
o inico porto capaz de abriga-lo.

Ateneu descreve o mecanismo como um “parafuso sem
fim”, inventado por Arquimedes e movido por “poucas pes-
soas”. Plutarco coloca Arquimedes como parente do rei, en-
quanto outros ressaltam sua condi¢do modesta. Ele afirma
ainda que Arquimedes nada escreveu sobre suas miquinas e
invengdes, mas ai também contradiz outras fontes, entre as
quais Vitrvio e Pappus. De qualquer modo, parece bastan-
te provavel que Arquimedes tenha solicitado o patronato do
rei, do mesmo modo como mais tarde fariam os inventores
da Renascenga. Esse fato ndo é nada compativel com o su-
posto desdém pelas técnicas.

O retrato esbogado por Plutarco esta de acordo com sua po-
si¢ao no debate que se desenvolveu, na época imperial (séculos
LeII), arespeito do status da mecénica: para ele, erauma degra-
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dagao da geometria. Ao ressaltar o desdém de Arquimedes pe-
las técnicas e a qualidade incomparavel de seus escritos tedri-
cos, Plutarco alinha-o em seu campo.

E surpreendente que os modernos tenham aceito, com ta-
manha confianca, as afirmacdes do filésofo de Queronéia a res-
peito de um dos sabios mais completos de seu tempo, inventor

e gedbmetra. Reconstituir sua biografia a partir dessas anedotas

¢ uma tarefa iluséria. Apenas uma coisa parece certa: tais his-
térias devem ser entendidas como exercicios de “vulgarizagao”
cientifica dos trabalhos feitos em mecanica pelo siracusano.
Contar que Arquimedes pretendia erguer a Terra, ou que cons-
truia maquinas que permitiam o deslocamento de um navio
por uma s6 pessoa, serve para ilustrar a universalidade teérica
do principio da alavanca ou a possibilidade de multiplicagao
da forga com o auxilio de engrenagens. A anedota da coroade
ouro, com seu final singular em que Arquimedes interrompe
um banho e sai nu pela cidade, aos gritos de “Eureca” (“eu
achei”), relembra seus trabalhos em hidrostitica, e a desco-
berta do famoso principio que ainda hoje leva seu nome (ver
quadro na pdg. 75). A lenda tardia a respeito dos espelhos ar-
dentes, que lhe teriam permitido incendiar a frota de Marcelo,
refere-se a suas pesquisas em 6ptica. Dositeu de Pelusa, cor-
respondente de Arquimedes, havia tentado construir tal espe-
Iho, que, colocado sob o Sol, refletisse os raios para um ponto
de convergéncia (ou seja, um espelho parabélico). Essa carac-
teristica permitiria que ele fosse usado para queimar objetos
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distantes. A tradicdo, certa ou errada, ndo hesitou em atribuir
realizacSes do mesmo género ao siracusano, por conta de seu
génio, sem se preocupar com a verossimilhanca.

Arquimedes em Alexandria?
Plutarco nao detém o monopdlio das afirmagoes constesta-
veis ou parciais. Diodoro da Sicilia, historiador do século I
a.C., menciona por duas vezes certa miquina composta por
uma espécie de hélice inserida em um cano cilindrico, desti-
nada a bombear dgua. Segundo ele, elas eram usadas no Egito
para irrigar as partes do delta do Nilo que as inundagdes do
rio ndo alcangavam e em minas da Espanha, para esgotar a
agua do subterrineo. De acordo com Diodoro, sua forga é
tamanha que seria possivel retirar um rio inteiro das profun-
dezas da Terra até a superficie e que tal maquina teria sido
inventada por Arquimedes. Outros autores, como o cientista
Filo de Bizéncio, o arquiteto Vitrivio, apaixonado pela his-
toria das técnicas, e o gedgrafo Estrabdo, também mencio-
naram ou descreveram esse aparelho, mas nenhum atribui
sua inveng¢do a Arquimedes. Para Diodoro, tratava-se de as-
sociar dois elementos, o nome da maquina e o do siracusano.
Ele acrescenta, entdo, que a inven¢do de Arquimedes teria
ocorrido por ocasido de uma viagem ao Egito.

Esse é o tinico testemunho que existe a respeito da suposta
viagem. Contudo, os autores modernos, de maneira geral, aceita-
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SEGUNDO PLUTARCO, Arquimedes teria dito a Hierdo, rei de Siracusa: “Dé-me um pontode

Método por exaustdo

Para compreender o método por exaustao,
consideremos a primeira proposigao da Medida
do circulo, de Arquimedes (ver figura ao lado).
Seja um circulo Q de centro K e raio AK, um
tridngulo retangulo EFG tal que EF =AK e tal -
que o lado EG seja igual a circunferéncia do
circulo. Desejamos mostrar que a area do
circulo € igual a do triangulo EFG.

Suponhamos que o circulo seja maior que
EFG, e chamemos de D a diferenca entre a drea
de 0 e EFG. Seja ABCD um quadrado inscrito no
circulo. A diferenga entre o circulo e o quadrado
é constituida por quatro segmentos de circulo
iguais. Dividamos o arco AB em duas partes
iguais no ponto H, e tracemos os segmentos AH
e HB. Se fizermos 0 mesmo nos outros
segmentos de circulo, iremos obter um
octégono inscrito.

Como o tridngulo AHB é maior que a metade
do segmento de circulo AHB, a diferenca entre o
circulo e o octdgono, composta por oito pequenos
segmentos de circulo, € menor que a metade da
diferenga entre o circulo e o quadrado. De acordo

com o principio de continuidade (Euclides, X-1],
se nés repetirmos a mesma operagao de
dicotomia dos arcos, construiremos um poligono
regular P, inscrito no circulo, tal que a diferenca de
area entre o circulo e P serd tao pequena quanto
se desejar. Suponhamos que nds a tornemos
menor do que a diferenga D. Terfamos entao () -
EFG >0 - P, ouseja, EFG < P. Dessa forma, a drea
do poligono P estaria entre a drea do tridngulo
EFG e a do circulo. Para simplificar, suponhamos
que o poligono P seja 0 nosso octdgono. Ele se
decompde em [oito] triangulos isésceles iguais,
de mesma altura e cujas bases, adicionadas,
constituem o perimetro do octégono. Asua érea
é portanto igual a area de um triangulo retangulo
em que um dos lados do angulo reto € igual 3
altura KL, e 0 outro ao perimetro do octégono (a
area de um tridngulo isésceles € o produto de sua
altura pela meia base).

Finalmente: a altura KL é menor do que o
raio AK, e o perimetro do octégono (ou de
qualgquer outro poligono inscrito] € menor do
que a circunferéncia do circulo. Dessa maneira,

o tridngulo retangulo igual em drea ag nosso
octégono € menor do que EFG, pois cada um
dos lados do angulo reto do primeiro € menor
que o lado correspondente do segundo. Assim,
o octégono € menor do que EFG. Pela sua
construgao, porém, ele era maior. Chegamos
assim a uma contradicao. De modo semelhante,
com auxilio de poligonos regulares circunscritos
ao circulo, podemos demonstrar que a hipétese
“0 circulo € menor do que EFG” conduz auma
contradigao. Conclui-se daf que o circulo € igual
ao triangulo EFG.

Em termos modernos, o raciocinio é
diferente. A formula S = 1/2(Ph) vale para todos
os poligonos inscritos em um circulo, em que S
designa superficie, P o perimetro e h a altura. Se
aumentarmos indefinidamente o nimero de
lados, o poligona se aproxima do circulo e, no
limite, seu perimetro coincidird com a
circunferéncia do circulo, e sua altura com o
raio do circulo. Segue daf o resultado desejado.
0 método de Eudoxo-Arquimedes nao recorre a
essa passagem ao limite. Nao se “exaure” o
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Eureca, eureca!

“Uma questao proposta pelo rei Hierdo ocasionou as descobertas
hidrostéticas de Arquimedes. 0 monarca havia enviado a um ourives
certa quantidade de ouro para fazer uma coroa, mas 0 artesao, deso-
nesto, ficou com parte do ouro, apds té-lo substituido pelo mesmo peso
de prata. A fraude foi descoberta. Como o rei ndo desejava destruiruma
obra que era extremamente bela, solicitou que Arquimedes descobrisse
aquantidade de ouro subtraida. Ele meditou sobre o assuntoe, segundo
se conta, a solugo do problema apareceu-lhe em meio a um banho,
ele saiu totalmente nu, aos gritos de Eureca! —eu achei —palavra que se

Tpoiu para minha alavanca e eu deslocarei a Terra”

Uk

MECHANICS MAGAZINE, 1824

tornou célebre desde entdo.”

Montucla, Histdria das matemdticas, 1758.

Porimersao, Arquimedes conhecia o volume da coroa (igual aovolu-
me de 4gua deslocado). Ele o comparou ao volume da quantidade de
ouro, e depois de prata, de mesmo peso. Por propor¢ao, entao, determi-
nou o tamanho da falcatrua.

ram-no e até o reforcaram: Arquimedes teria passado uma tem-
porada em Alexandria para estudar. E possivel mesmo especular
Pl se teria ou ndo encontrado Euclides. Procurou-se uma confirma-
; ¢do para a estada do siracusano no Egito em sua importante cor-
respondéncia cientifica com trés pessoas, cuja passagem pela ca-
pital dos Lagidas é certa: Cono de Samos, Dositeu de Pelusa e
Eratéstenes de Cirene. Mas basta ler essas cartas para ver que
Arquimedes ndo conhecia nem Dositeu nem Eratostenes antes
do inicio de suas relagdes epistolares. Ele se dirige aos dois por

ter ouvido falar de seu interesse por assuntos matematicos, e de

circulo por meio de poligonos. Utiliza-se 0
principio de continuidade para construirum
poligono intermediario, o qual permite derivar
uma contradi¢ao de cada uma das sub-
hipéteses que se deseja descartar. 0 nome
“método por exaustao”, portanto, & mal
escolhido, mas indica a proximidade que os
mateméticos do século XVl viram entre 0
procedimento dos antigos e suas investigagoes
infinitesimais.

Axioma de Arquimedes
Para obter um tipo de desigualdade
Arquimedes utiliza um lema comparavel,
segundo ele mesmo afirma, a um de Eudoxo. No
H

circulo

caso da esfera e do cilindro, ele o enuncia
assim: “Entre as linhas desiguais, as
superficies desiguais e as figuras sélidas
desiguais, 0 excedente pelo qual a maior supera
a menor, acrescido de si mesmo, é capaz de
ultrapassar qualquer grandeza dada, entre
aquelas que com elas sejam comparaveis”.

Nés ignoramos como Eudoxo formulou seu
lema; nas provas por exaustao do livro XIl dos
Elementos, Euclides usa o seguinte resultado:
“Dadas duas grandezas desiguais, se da maior
é subtraida uma grandeza maior que sua
metade, e depois, do resto, uma grandeza maior
que sua metade, e se isso for sempre
continuado, uma certa grandeza restard, que
sera menor do que a menor das grandezas
iniciais”. Tal resultado havia sido estabelecido

na proposigao X-1, a partir da definigao V-4:
“Diz-se que duas grandezas estéo em relacao
quando s3o capazes, sendo multiplicadas, de
ultrapassaruma a outra”.

Em termos modernos, esses trés
enunciados afirmam que grandezas
geométricas de um mesmo tipo linhas,
superficies, volumes) obedecem ao “axioma de
Arquimedes”: Quaisquer que sejam 0s
elementos x e y desses conjuntos, existe um
ndmero inteiro n tal que nx & maior do'que y. r
[Esse axioma é essencial para a obtengao dos
resultados intermediérios na
demonstragao acima. Para o método por
exaustao, ele se torna essencial por
garantir que a aproximagao se torna tao
pequena quanto desejado. |

ERIKA ONODERA
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A arte de combinar geometria e mecanica

Os matematicos da Renascenga estavam con-
vencidos de que os gedmetras da Antigliidade
mantinham segredo sobre suas descobertas e
publicavam demonstracdes sintéticas. No caso
de Arquimedes e suas provas “por exaustao”,
era necessario que ele tivesse, desde o inicio,
uma idéia do resultado que desejava obter. De
fato, 0 sabio dispunha de um método poderoso,
que combinava consideragdes mecanicas (lei
daalavanca e determinagao dos centros de gra-
vidade) com a decomposic3o das figuras em
componentes “indivisos” méveis. No século XVII,
tais elementos receberiam o nome de “indivisi-
veis”. Vejamos como Aristoteles descobriu que
toda esfera tem o quédruplo do volume do cone
cuja base é um grande circulo da esfera e a al-
tura o raio da esfera.
Seja uma esfera de centro K e raio AK, e AC
e DB dois diamteros perpendiculares. Seja um
cone de vértice Ae eixo AC, com base dada pelo
circulo de diametro BD perpendicular a AC. 0
circulo de diametro EF é aintersecg&o do cone
com o plano tangente, em C, a esfera. Seja um
plano qualquer perpendicular ao segmento AC.
Esse plano corta os trés sélidos em trés circu-
los concéntricos cujo centro S encontra-se so-
bre o eixo AC. De fato, ele corta o cilindro [ver
figura) no circulo de didmetro MN, a esfera no
circulo de diametro 00, o cone AEF no circulo
de didmetro PR. Trata-se de mostrar que a es-
fera é o quadruplo do cone ABD.
0 primeiro passo de Arquimedes foi procurar
uma relagdo entre a posicao do plano MN sobre

o eixo AC e as areas dos circulos de intersecgdo

desse plano com os trés sélidos mencionados.
Ele ndo especifica seu objetivo, mas usa sd re-
sultados geométricos elementares, dos quais
alguns estao contidos nos Elementos, como o
teorema da hipotenusa (I-47) e o fato de que a
proporgao entre as areas de dois circulos é a

F
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mesma que aquela entre as areas dos quadra-
dos descritos sobre seus didmetros (XII-2). Duas
outras propriedades simples de geometria plana,
derivadas dos Elementos, aparecem:

1. Aproporgao entre dois segmentos AB e AC

€ a mesma que a propor¢ao entre o quadrado
sobre AB, ABFD, e o retangulo ABEC, definido pe-
los dois segmentos (Euclides, VI-1). Arquimedes
aplica essa propriedade aos segmentos MS e SP:

MS/SP = MS?/[MS.SP) (1)

2. 0triangulo AQC, inscrito em um semicir-
culo (um de seus lados é o didmetro do circu-
lo), é retangulo em 0 (Euclides, l1-31). Aaltura
QS recorta dois tridngulos 0SA e QSC semelhan-
tes a AQC (Euclides, VI-8). Portanto, AC/AQ = AQ/
AS, ou seja:

AQ?=ACAS (2)

Para estabelecer a relagao entre a posi¢cao
do plano MN e a area das intersecgdes do plano
com os trés sdlidos, Arquimedes parte da igual-
dade AQ? = AC.AS. Gragas as simetrias da figura,
os triangulos APR, ABD e AEF correspondem, por
construgao, a metade de um quadrado. Deduzem-
se dai as seguintes igualdades:

AS=SP=SR (3)

AC=CE=AL=MS=SN (4)

Em consequéncia, AC.AS = MS.SP.

Pela equagao (2], obtém-se AQ? = MS.SP. De
acordo com o teorema dito de Pitagoras (Eucli-
des, 1-47), AQ? = AS? + SQ2. Dai:

AS? + SO? = MS.SP (5)

Além disso, deduz-se das igualdades (3) e

‘ (4) a igualdade AC/AS = MS/SP. Mas, de acordo

com a igualdade (1], MS/SP = MS?/(MS.SP).
Portanto, AC/AS = MS?/(MS.SP), e de acordo
com a igualdade (5), AC/AS = MS?/(AS? + S0?).
Agora, substituimos AS por SP, que lhe é igual, e
tomamos o dobro de cada um dos segmentos MS,
AS, S0. Assim, obtemos:
AC/AS = MN?/(PR? + 00?) (6)

Mas esses segmentos MN, PR e 00 sao justa-
mente os diametros das intersec¢des do plano MN,
perpendicular ao eixo AC, com os trés.sélidos. De
acordo com a proposi¢ao XlI-2 de Euclides, a pro-
porgao entre os circulos de diametro MN, PR e
00 é amesma que entre os quadrados construi-
dos sobre esses diametros. Dessa forma, a equa-
cao (6) equivale 3 equagao (?7) seguinte:

AC/AS=Area /(Area +Area_

circulo MN circulo PR circulo DO] .

Mecanica em cena

Arquimedes encontrou a relagao que procu-
rava. Agora podem entrar em agdo todos os in-
gredientes de seu “método™: Arquimedes intro-
duz o ponto H tal que AH=AC e concebe areta HC
como urna alavanca. Na equagao (7], ele substi-
tui AC por AH e obtém a equagdo (8) a seguir:

AHAS=Area_ . . /[Area. . +Area . ).

Ele interpreta “mecanicamente” esse resulta-
do. Imagina os circulos como discos fines dispos-
tos sobre a “alavanca” AH: o circulo de didmetro
MN € colocado em S, ao passo que os circulos de
diametro PR e 00 sdo colocados em H. De acordo
com a equagao (8), verifica-se entdo um equili-
brio. De fato, segundo a lei das alavancas (de-
monstrada por Arquimedes nas proposigoes 6 e
7 de Equilibrios planos ], os corpos equilibram-se
quando sao colocados de tal maneira que as dis-
tancias ao ponto de apoio [no caso A] s3o inver-

samente proporcionais aos pesos. 0 siracusano
considera, assim, os trés circulos em questao
como elementos dotados de peso, além de ho-- .

mogéneos (para que 0s pesos sejam proporcio-
nais as superficies).

Segunda grande idéia: Esse equilibrio ocor-
re qualquer que seja a posigao do plano MN so-
bre o eixo AC. Arquimedes considera entdo “to-
dos” os planos MN: o conjunto de circulos com
didmetro MN (re]constitui o cilindro EFGL, o
conjunto de circulos de didmetro PR o cone AEF,

circulo 00

circulo PR

- git

A

circulo PR
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e o conjunto de circulos de diametro 00 a esfe-
ra. Como todos esses circulos verificam tanto a
equacdo (8) como sua interpretagdo mecani-
ca, esta Gltima se aplica também a seu conjun-
to: Ao se suspender a esfera e o cone no ponto
H, e o cilindro EFGL em seu centro de gravidade
K, os trés sélidos ficam equilibrados. Em outras
palavras, pela consideragao de uma infinidade
de proporcdes do tipo (8], Arquimedes afirma
que a esfera e o cone, suspensos em H, equili-
bram o cilindro, colocado em K. Como o seg-
mento AH é o dobro de AK, o cilindro é, segun-
do a lei das alavancas, o dobro da soma da es-
fera e do cone AEF. Mas o cilindro EFGL é o tri-
plo do cone, conforme estabelece o resultado
de Eudoxo (“Todo cone € a terca parte do cilin-
dro que tem a mesma base que o cone e a mes-
ma altura”). Assim, por diferenga, o cone AEF
€ o dobro da esfera.

Para chegar ao cone inscrito no hemisfério
daesfera, ABD, basta observarque o diametroda
base do cone AEF é o dobro daquele da base de
ABD, e que sua altura AC é o dobro de AK. 0 cone
AEF equivale entdo a oito vezes o cone ABD. Con-
clui-se dai, portanto, que a esfera é o quadruplo
do cone ABD, cuja base, o circulo de diametro BD,
é um grande circulo da esfera e cuja altura, AK, é
o raio da esfera.

Arquimedes estava convencido de que seu
procedimento permitiria obter outros resultados.
Ele redigiu um conjunto de exemplos da utiliza-
¢ao desse procedimento (entre os quais os teo-
remas acerca da esfera e do cilindro, e também
dapardbola, apresentados no quadro dapdg. 72),
acompanhados de uma interessante carta-pre-
facio. Ele enviou a obra aquele que devia ser en-
tao oterceiro bibliotecdrio de Alexandria. Daivem
o titulo que se costuma dar a essa colegao, “Mé-
todo a Eratdstenes”.

a) Vista em trés dimensdes e corte da figura utilizada por Arquimedes em
sua demonstragao: ABD e AEF sdo o tragado, no plano da pdgina, do cone
de vértice A, com BD e EF o tragado dos cfrculos de didmetro BD e EF. 0
retangulo EFGL é o tragado de um cilindro de eixo AC, cujas bases sdo os
circulos de didmetro GL e EF, A reta MN é o tragado de um plano arbitrério
perpendicular ao eixo AC. b) A proporgao entre dois segmentos ABe ACé a
mesma que entre o quadrado ABFD, construfdo sobre AB, e o retangulo
ABEC. c) A balanga, cujo ponto de apoio € A, fica em equilibrio com o
circulo de didmetro MN suspenso em K e os circulos de didmetro PR e 00
suspensos em H. d) A balanga, cujo ponto de apoio € A, fica em equilfbrio
com o cilindro suspenso em K e a esfera e o cone suspensos em H.
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APARELHO DESCRITO por Herdo
de Alexandria (séc. |) para mover A
um grande peso com pequena
forga: no sistema de
engrenagens, o efeito de
multiplicagao da forga € obtido
pela relagao entre as circunferéncias
das diferentés rodas dentadas
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sua competéncia nesse dominio. Escreve a Dositeu por ocasido
da morte de Cono, um amigo comum. No caso de Eratéstenes,
a escolha de Arquimedes talvez tenha sido motivada por suas
funcoes oficiais como bibliotecério.

Resta, portanto, Cono, que Arquimedes conhecia pessoal-
mente, e de longa data. Teriam eles, ainda estudantes, dividido
os bancos de Alexandria? A hipétese é ociosa, pois é sabido que
Cono viajou para a Sicilia para fazer observagdes astronomicas:
o encontro e amizade entre os dois remonta, provavelmente, a
esse episédio. Como se v&, ndo ha nenhuma razao para acredi-
tar na viagem de Arquimedes a Alexandria.

Discipulo de Eudoxo

Arquimedes, em seus escritos, nada nos diz acerca de seu apren-
dizado. Ele ndo cita nenhum mestre, além de seu pai, o astrono-
mo Fidias. Em seus trabalhos matematicos, porém, ele mencio-
na diversas vezes os “gedmetras antigos” e, entre eles, parece ter
escolhido uma espécie de modelo: Eudoxo de Cnido (primeira
metade do século IV a.C.). Gedmetra, astronomo, gedgrafo e
legislador, esse sdbio teria freqiientado a academia de Platao,
para depois fundar sua prépria escola em Cizico. Em diversos
prefacios, Arquimedes ressalta a importéncia de certos resulta-
dos de Eudoxo. Em especial, ele lhe atribui a primeira demons-
tracdo de dois resultados que, para nés, estdo contidos no livro
XII dos Elementos: “Toda pirdmide ¢é a terca parte do prisma
que tem 2 mesma base da pirdmide e igual altura™ (corolério a
XI1-7) e “Todo cone é a terga parte do cilindro que tem a mesma
base do cone e igual altura” (XII-10). A maneira como Arqui-
medes enuncia esses resultados é tio proxima da formulagdo
que aparece no livro XII que se pode perguntar se ele ndo estd
citando os enunciados de Euclides, ainda que para esclarecer
que seu inventor foi Eudoxo.

Os trabalhos de Arquimedes e Eudoxo mostram-se proxi- -

mos na medida em que atacam o mesmo tipo de problema. Seus
principais resultados sdo sobre a quadratura ou a cubatura de
figuras com elementos curvilineos (circulo, espiral, cone, cilin-
dro, esfera). De maneira anacronica, é possivel interpreta-los
como resultados particulares do célculo integral. Algumas des-
sas quadraturas e cubaturas s3o absolutas — permitem, por si
proprias, avaliar a 4rea ou volume da figura considerada. Assim,
o resultado de Eudoxo sobre a pirdmide permite calcular seu
volume. No mesmo sentido, Arquimedes demonstra que a drea
sob um segmento de parébola é igual a quatro tercos do tridngu-
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parafuso sem fim é

utilizado para mover -
diversos materiais,
tais como dgua, terra
e graos, de um nivel
para o outro, ou

horizontalmente =\ / (K

So - e e R e

ESPELHOS GIGNTES usados por Arquimedes para salvar Siracusa do ataque dos romanos. Refletiam os raios

pintado por Giulio Parigi na Galeria Uffize, Florenga, entre 1599 e 1600

lo que tem a mesma base e a mesma altura (ver quadro na pdg.
72); como a 4rea do tridngulo € conhecida, deduz-se dai a drea
sob o segmento de pardbola.

Contudo, o resultado é expresso de maneira relativa. Caso
se conhega o volume do cilindro (produto da base circular pela
altura, que na época no se sabia calcular, a ndo ser que a drea
da base fosse dada, ou a quadratura do circulo, resolvida), en-
tdo se conhece também o volume do cone: basta tomar sua
terca parte. O siracusano mostra também que o volume do ci-
lindro circunscrito a uma esfera vale uma vez e meia o volume
dela, e que sua supetficie lateral é igual a da esfera — quatro
vezes a de um grande circulo. ;

Também nesses casos, as igualdades ndo conduzem a ava-
liagdo efetiva da superficie ou do volume, sem que antes seja
feita a quadratura do circulo e a cubatura da esfera. Compreen-
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solares e queimavam os navios a distancia. Afresco

de-se, portanto, que Arquimedes tenha atacado o problema
particularmente dificil da quadratura do circulo, conhecido no
minimo desde Hipécrates de Chios. No preficio a sua
Quadratura da parabola, o siracusano faz alusao as tentativas
anteriores, sem citar nomes, mas afirma que elas repousa-
vam sobre lemas inadmissiveis. Ele reconhece que seus pro-
prios resultados apéiam-se sobre um lema (hoje conhecido
como “axioma de Arquimedes”) e ressalta que é comparavel
a um utilizado por Eudoxo. Além do tema das investigacdes,
ha também certo parentesco técnico entre os métodos dos

bALERIA UF-FI-IE; FLORENGA

dois gedmetras: eles utilizam o mesmo procedimento, que a -

partir do século XVII passou a ser denominado “método por
exaustdo” (ver quadro na pag. 74). '

Circulo e Espiral
Além desses exemplos, os resultados mais célebres de Arqui-
medes dizem respeito ao circulo, ao qual consagrou um trata-
do intitulado A medida do circulo. Infelizmente, apenas uma
espécie de resumo modificado chegou até nés. Alguns resul-
tados sobre as secoes circulares, citados por Pappus, desapa-
receram. Também a ordem das proposicoes 2 e 3 foi invertida,
a menos que a proposi¢do 2 nao passe de um interpolagao pos-
terior, feita sem o devido cuidado. Restam, porém, dois resul-
tados essenciais.

A primeira proposigao demonstra que todo circulo ¢ igual
aum tridngulo retdngulo cujos lados do dngulo reto sao iguais,

um 2o raio, o outro i circunferéncia do circulo. A demonstra-

¢do constitui uma espécie de prova por “exaustdo” e utiliza
uma dupla redug@o ao absurdo. Chega-se a uma contradicdo
tanto ao supor que o circulo é maior do que o tridngulo, como
ao supor que é menor. Esse teorema, que provavelmente ndo
foi uma descoberta de Arquimedes, mas uma retomada, cons-
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i também outro exemplo de “redugao”: como se sabe cal-
Jar a 4rea de todo poligono, entre os quais o tridngulo, pode-
calcular a 4rea do circulo — desde que seja possivel deter-
inar esse triangulo. Quando o circulo ¢ dado, seu raio (ou

iimetro) também o é; no entanto, 0 comprimento de sua
ircunferéncia permanecia (na época) desconhecido. F
Em outras palavras, o problema da quadratura do circulo
reduzido a0 problema da “retificacao” da circunferéncia:
Encontrar uma reta [segmento de reta] igual 2 circunferén-
ia de um circulo”. Pode-se ficar convencido da existéncia
Ee tal segmento ao se imaginar um cilindro que rola sobre
um plano. Apés uma volta completa, os pontos de contato
descreveram sobre o plano um segmento cujo comprimento
¢igual A circunferéncia da base do cilindro. Contudo, o pro-

blema ndo é saber se esse
segmento existe, mas de- =
e

terminar seu compri-
s

mento. O problema pode e
. P e

ser fomulado assim: @ =@ .:;5;'%
e - " CH e o3
Encontrar a relacioen- | sEdEe

!

tre o didmetro e a circun- N
feréncia de um circulo”. 1o, evEmsear e

Ou seja, encontrar 0 ni-
mero (real) .

. . % T
Na terceira proposi¢ao S ’-:':r:;% =
de seu tratado, Arquime- SRR
des didmetro e "fm‘“' 5
es compara o diametro E, %%

a circunferéncia de um

s
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mesmo circulo. Para isso, _

ele circunscreve ao circu- oYt :
lo poligonos de 6, 12, 24,
48, 96 lados e, com uma
manipulagdo habilidosa
de desigualdades, obtém que a circunferéncia é inferior ao triplo
do didmetro aumentado de um sétimo. Depois, ele procede da
mesma maneira com poligonos inscritos no circulo, e mostra
que a circunferéncia € superior a0 triplo do didmetro aumenta-
do de 10/71. Ele prova que 3 + 10/71 < <3 + 1/7.

Essa abordagem fornece uma aproximagao bastante atil: a
circunferéncia do circulo é aproximadamente igual a (3 + 1/7)
vezes seu didmetro, ou seja, 22/7 vezes seu didmetro. A preci-
s30 é da ordem de 0,2%, o que ndo é tao mau. A partir dai,
obtém-se também um calculo aproximado para a superficie
do circulo. Pela combinagio dos dois resultados de A medida
do circulo, o leitor verifica que 14 vezes a superficie do circulo
vale cerca de 11 vezes o quadrado descrito sobre o didmetro.
E possivel fazer o mesmo com a superficie da esfera, e portan-
to do cilindro, depois para o volume do cilindro, e portanto da
esfera, do cone, etc. Tais algoritmos aproximados seriam usa-
dos por Herao e Theon de Alexandria.

duplicagdo do cubo
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TRADUCRO GUILHERME DE MOERBEKE (ca. 1270) da obra Da esfera e do cilindro, com
comentérios de Eutécio.-Nestas p4ginas, o comentarista revé o cléssico problema da

No entanto, o tratado nio explica como construir 0 seg-
mento de reta igual 2 circunferéncia de um circulo, o que limi-
ta o alcance da primeira proposigao. Esse fato perturbou o co-
mentador Eutocio de Ascaldo, assim como seus sucessores
medievais. Alguns deles simplesmente postularam a existén-
cia do segmeiito, mas esse nao parece ser um bom caminho. J4
Eutdcio tenta convencer o leitor de sua existéncia. Segundo.
ele, Arquimedes dizia ter descoberto uma maneira de produ-
zir tal segmento com auxilio de espirais. E manifesto, porém,
que Eutdcio nao conseguiu encontrar nem pista desse méto-
do. Isso significa que ele ndo teve acesso ao tratado arquime-
diano Das espirais, obra que ilustra uma das facetas mais sofis-
ticadas da geometria grega, a das curvas.

Arquimedes introduz a espiral com as seguintes palavras:

“Quando uma reta gira unifor-
= memente sobreum plano, com
uma de suas extremidades fi-
xas, até retornar 4 posicao ini-
cial, e simultaneamente, sobre
essa reta que € movida circu-
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tdo a teoria das proporgdes
do livro V dos Elementos,
nao somente as linhas, mas
também as duragdes (inter-
valos) do percurso, o que lhe
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permite comparar dois mo- |

vimentos de espécie distin-
ta, € portanto exprimir as relagdes entre certos arcos de cir-
cunferéncia associados a espiral e alguns segmentos de reta.

Na proposicdo 18, ele introduz a tangente espiral (HF
no quadro) no ponto H, correspondente a primeira revolu-
¢io, e associa a ela outra reta, AF, chamada posteriormente
de “subnormal”. Passagem de génio: Arquimedes demons-
tra que esse segmento AF ¢ igual  circunferéncia do primei-
ro circulo GHK. A espiral permite “retificar” o circulo e fa-
zer sua quadratura.

O que essa solugdo faz é deslocar o problema. Seria legi-
timo recorrer a uma curva tao complexa como a espiral? Em
principio, ela ndo passa da combinagdo de dois movimentos
uniformes simples, um de rotagdo, outro de translagao retili-
nea. Mas como tracar a tangente 3 espiral ou a uma curva? A
questao ndo é tao simples, e reapareceria no século XVII
como um dos problemas centrais que motivou o desenvolvi-
mento do célculo diferencial. (BV) -
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