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move-se, de modo unifo
ponto: a curva descri

m A quadratura da pardbola, Arquimedes pretende

demonstrar que um segmento de paribola ¢ igual a 4/3 do

tridngulo com a mesma base e altura que o segmento (zer

Jigura ao lado). A demonstragio “‘geométrica” ocupa as
proposicoes 18-24 ¢, em termos modernos, se reduz 2 soma de uma
séric. Seja P o segmento de pardbola e T, o tridngulo inscrito; nos dois
segmentos restantes sao inscritos dois outros triangulos, t, ¢ t,,,, de
mesma basc ¢ altura. Seja a soma destes T). Nos quatro segmentos
de parabola formados sio inscritos os tridngulos t, 1, t;5, t; 5, t,4, cuja
soma ¢ T,. Demonstra-se, facilmente, mediante as propriedades
da paribola, que T, = 4T, T, = 4T, ¢ assim por diante, isto ¢, os
“pedacos” que sdo acrescidos ao tridngulo nao s6 se tornam cada
vez menores, mas cada um € igual a %4 do anterior. Nesse ponto,
basta perceber que o poligono construido desse modo se aproxima
cfetivamente do segmento de parabola ¢ que Ty + Ty + T, + Ty +...
= 4/3T,,

Na carta com a qual foi enviada a Dosite, ele enfatizava a novidade
de seu resultado: “Pelo que sei, nenhum de meus predecessores
encontrou a quadratura de um segmento delimitado por uma reta
uma se¢ao de cone retangulo [uma parabola, N.d.A.|, algo que eu
descobri”. Esses predecessores desconhecidos tentaram, segundo
Arquimedes, estudar a quadratura do circulo, de segmentos do
circulo e de secoes do cone, utilizando, porém, “lemas inadmissiveis”.
Arquimedes pede apenas que o seguinte enunciado seja aceito:
“Dadas duas superficies desiguais, o excesso com o qual a maior
supera a menor pode ser somado consigo mesmo até resultar maior
do que qualquer superficie determinada”.

Esse enunciado, presente em quase todas as suas obras, ¢é o
famoso “postulado de Eudoxo-Arquimedes™. Arquimedes afirma
que os geometras que o precederam também empregaram esse
“lema” ¢ dele se serviram para demonstrar que a relacao entre os
circulos ¢ igual a relacao dos quadrados de seus didmetros, para
demonstrar que as esferas estao entre si como os cubos dos didme-
tros, que a pirdmide ¢ 1/3 do prisma de mesma base e altura e que
o cone ¢ 1/3 do cilindro.

A questao dos predecessores, ndo denominados na carta a Dosite,
¢ esclarecida nas cartas a Dosite ¢ Eratéstenes que acompanhavam,
respectivamente, Sobre a esfera e o cilindro ¢ O método: o inventor
da demonstracio daqueles teoremas é Eudoxo. Assim, parece que a
este deve ser atribuida, como notamos anteriormente, a técnica para
demonstrar que uma série de figuras se aproxima de outra determi-
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nada figura (por exemplo, os poligonos regulares
e o circulo). O leitor que recorda a demonstracao
de que os circulos estdo entre si como 0 quadrados
de seus raios (ver A matemdtica grega na época de
Arquimedes), reconhece, nesse ponto, muitos ele-
mentos comuns entre a quadratura arquimediana e o
teorema 2.X11 dos Elementos.

Logo antes da proposigao 18 de A quadratura
da pardbola, Arquimedes define o que significa
base, altura e vértice de um segmento de parabola:
a base é a reta-que interrompe a parabola, a altura
¢ a perpendicular maxima que pode ser tracada da
curva até a base e o vértice o ponto a partir do quala
altura é tracada. Percebe-se facilmente — utilizando
as propriedades elementares da paribola — que,
dado um segmento de parabola, a altura é associada
A reta paralela ao didmetro da paribola tragada desde
o ponto central da base (ver quadro ao lado) (QP.1 8).
Esse teorema permite compreender como devem
ser formadas as figuras Ty, T)...: basta, @ cada vez,
dividir pela metade a base dos segmentos.

Esclarecido como formar o poligono inscrito
na pardbola, prossigamos a analogia com o que
¢ elaborado na proposicao 2.XIL. Este poligono
se aproxima da pardbola, isto &, pode ser insctito
nesta um poligono de tal forma que os segmentos
restantes sejam menores do que qualquer grandeza
determinada. Em 2 XII dos Elementos, essa questao
¢ tratada com abundéncia de detalhes. Vejamos o
que faz Arquimedes. Em QP20 demonstra um fato
quase Sbvio, isto &, que Ty é maior que a metade de
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P. A demonstracdo reproduz as linhas de 2.XI1: se
considerarmos o paralelogramo R circunscrito a Ibs
dado que 2T, = R > P, teremos Ty > P/2 (ver figura
na pdg. 36). :

Baseado nisso, Arquimedes propde, sem
demonstrar, o seguinte coroldrio: “E evidente que

‘nesse segmento [parabdlico] ¢ possivel inscrever

um poligono tal que os segmentos restantes sejam
menores que qualquer superficie determinada. E
claro que se cortarmos continuamente qualquer coisa
que, conforme a demonstracao precedente, € maior
que sua metade, 0s segmentos restantes s¢ tornarao
menores que qualquer superficie determinada”.

Citamos o texto de Arquimedes porque € um belo
exemplodeseuestilo.Oque significaaqui“evidente™?
Talvez fosse claro para os seus correspondentes
alexandrinos que ele estava refazendo o que Eudoxo
demonstrara e sistematizara em relagao aos teoremas
citados acima. Talvez fosse evidente apenas para
os mais versados em geometria, COMO seus amigos
Cénon ¢ Eratostenes (quando escreve a Dosite,
Arquimedes nao demonstra muito entusiasmo pelos
dotes matematicos de seu correspondente). Seja
como for, com a decadéncia dos estudos no mundo
antigo, essa “evidéncia” deve ter se tornado mais
obscura. O que, sim, é evidente € 0 estilo eliptico de
Arquimedes. Note-se que nao ha sequer referéncias
a obras alheias (do tipo “assim como foi demonstrado
para os poligonos inscritos no circulo”).

RELAGOES PROPORCIONAIS

ReTorneMos Ao desenvolvimento da demons-
tracio arquimediana. Uma vez estabelecido que
o poligono formado pela divisio continua da base
aproxima-se do segmento parabolico, Arquimedes
mede esse poligono, isto ¢, estabelece que relagao
mantém com o triangulo inicial Ty. Na proposicao
19 (explorando a propriedade fundamental da para-
bola, ou seja, que os quadrados das ordenadas sao
proporcionais as abscissas — ver quadro ao lado),
Arquimedes demonstra que, a cada vez que repete a
formacdo dos tridngulos, o triangulo do qual parte €

.0 quadruplo dos novos tridngulos construidos sobre

seus lados: Ty = 1/4Ty; To = 1/42 To; T3 = 1/43
Tiges

Depois disso ¢ medido o poligono em relagdo a
Ty O que Arquimedes estabelece (QP.22) ¢, essen-
cialmente, que: o

3

(1) Ty + Tof4 + Ty/d2 + . Tofan = 4/3To ~ 1/3

(To/4m)

Em seguida, demonstra que 0 segmento parabo-
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lico P € 4/3 de T};. No contexto da matemitica grega,  que 4/3 T A igualdade entre uma figura curvilinea
isso ndo pode ser obtido mediante uma demons- e uma retilinea assume um cariter, por assim dizer, .
tragdo direta (algo que exigiria uma soma infinita), negativo.

sendo necessétio recorrer a uma prova por reducio Suponha-se que P > 4/3 Ty Forma-se entio um
a0 absurdo. De fato, por um duplo absurdo: é preciso  poligono
mostrar que P nao pode ser nem maior nem menor 2)O=Ty+T +Ty+..+ T, =Ty + Ty/4 +

A PARABOLA DE ARQUIMEDES

Aquadratura da pardbola é um dos poucos textos que nos permitem examinar a teoria pré-apoloniana das céni-
cas: infelizmente Arquimedes, enunciando nas trés proposicGes iniciais algumas propriedades da parabola, nao
as demonstrou, remetendo o leitor, vagamente, a certos “Elementos relativos as segoes conicas”. Por comodidade
e brevidade de exposicao, nio seguiremos aqui a terminologia arquimediana. Forneceremos alguns elementos,
tomados a terminologia apoloniana, que poderao ser
Gteis para nossa discussao. A parabola, assim como as
outras conicas, é dotada de infinitos diametros, isto é,

Adriana Franga

de retas que cortam em duas partes de mesma medida
todas as cordas paralelas a uma dire¢ao determinada.

No caso da parabola, os diametros sio todos paralelos
entre si [ver figura no alto J. As cordas cortadas ao meio

pelo didmetro sao ditas “tragadas ordenadamente”. A
ordenada ao didmetro é uma semicorda tragada ordena-
damente (ver figura central). O vértice da parabola é o
ponto no qual o didmetro encontra a curva. Note-se que

0s conceitos de didmetro e de ordenada constituem um
par de conceitos: ao assinalar-se o diametro da parabo-
la assinala-se a diregao da ordenada e vice-versa.

A propriedade bésica usada por Arquimedes € aque-
la segundo a qual os quadrados das ordenadas sio pro-
porcionais aos segmentos que estas distinguem sobre
o diametro a partir do vértice da curva (segundo a ter-
minologia moderna, as abscissas) (ver figura central).
A outra propriedade que usaremos é aquela segundo
a qual a tangente a parabola no extremo do didmetro
€ paralela a diregao das ordenadas, e vice-versa [ver
figura embaixo]. Disso segue-se, facilmente, que, dado
um didmetro e a direcdo relativa das ordenadas, para
tragar a tangente no vértice basta tragar a paralela as
ordenadas no vértice; e, vice-versa, segue-se que, dada
a tangente e o diametro, todas as cordas paralelas 3
tangente serao cortadas ao meio pelo diametro,

Apolénio demonstrou essas propriedades basea-
do em consideragdes estereométricas (EEENE
de um diametro, proporcionalidade entre quadrados
das ordenadas e abscissas). A existéncia de infinitos
diametros e as propriedades da tangente as conicas
ocupam, assim, grande parte do livro | de As conicas.
E dificil formar uma idéia precisa de como essas pro-
priedades teriam sido estabelecidas nos Elementos que
Ar
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Ty/4% + ... To/4 _

tal que P - © « P - 4/3T, o que equivale a dizer
que © > 4/3T, mas isto é impossivel. De fato, paraa
relacdo (1) temos:

(3) e =T0 +T0/4 +T0/42 e T0/4n =4/3T0' ]./3 '

(Ty/4n)
isto é, © < 4/3T, .

Resta mostrar que o segmento parabélico ndo
pode ser menor que 4/3T,. Se o fosse, seria formado
um poligono © = T + Tp/4 + To/4% + ... Ty/4n, de
tal modo que Tg/4" = T, seria menor que 4/3T,
- P. Da relacio (1) temos que © = 4/3T; - 1/3T e,
portanto,

(4) 4/3 Ty-© = 1/3T, < T, <4/3T,- P
isto 6, © > P, 0 que é absurdo, pois © é um poligono
inscrito no segmento parabdlico.

Consegiientemente, 0 segmento parablico deve
ser igual a 4/3 do triangulo de mesma base e altura.

Ja a semelhanca entre os métodos de Eudoxo,
que descrevemos, e os de Arquimedes ¢ ainda mais
impressionante se examinarmos rapidamente a pri-
meira proposicdo de A medida do circulo, na qual
Arquimedes demonstra, seguindo essencialmente o
mesmo caminho, que o circulo C ¢ igual ao tridngulo
retangulo T cujos catetos s30 a citcunferéncia retifi-
cada e o raio.

Ele procede mediante uma dupla redugdo ao
absurdo, dando como certo que os poligonos regu-
lares inscritos na circunferéncia se aproximam do
circulo. Se C » T, forma-se um poligono p tal que C
-p < C - T. Assim, o poligono p seria maior que 0
tringulo. Mas isso é absurdo. De fato, o perimetro
do poligono é menor que a circunferéncia retificada
(por qué?). E dado que o poligono ¢ igual a um tridn-
gulo tendo como base o perimetro e altura 0 aptema
(que é menor que o raio do circulo), o tridngulo T
(que tem por base a circunferéncia e por altura o raio)
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resulta maior que o poligono: portanto, o circulo nao
pode ser maior que o tridngulo. Se, em vez disso, C
¢ T, consideremos entdo os poligonos circunscritos
20 circulo. O texto que chegou a n6s alude de forma
bem resumida a uma possivel demonstragao do fato
de que também os poligonos circunscritos se aproxi-

‘mam do circulo. Considere um poligono circunscrito

Ptal que P - C < T - C. P seria assim menor que 0
triangulo T, o que é absurdo. De fato, a altura deTé
o raio e a sua base a circunferéncia: mas o perimetro
do poligono é maior que a circunferéncia (por qué?)
e serd, portanto, igual a um tridngulo maior que Al

Vale lembrar que o texto de A medida do cir-
culo nos chegou deteriorado. Apesar disso, nao hd
diwida de que representa outro exemplo da técnica
demonstrativa arquimediana e de seus vinculos com
a de Eudoxo. E, sobretudo, representa outro exem-
plo daquele estilo eliptico, acessivel apenas aos ini-
ciados, que mencionamos ao tratar da quadratura da
parabola. Varios aspectos s30 pressupostos ou ape-
nas sugeridos. Além disso, a demonstraco empre-
ga, implicitamente, postulados que Arquimedes
estabeleceu em outra parte, mais precisamente em
Sobre a esfera e o cilindro: trata-se dos postulados
que permitem estabelecer relagdes de maior ou
menor entre linhas retas e curvas com 0s mesmos
extremos (e que respondem aos “porqués” que nos
atormentaram acima).

E claro que a demonstragdo da quadratura da
parabola depende do conhecimentoa priori doresul-
tado. Surge assim o problema: como Arquimedes
fez para saber que a pardbola era exatamente 4/3 do.
triangulo? Trata-se de um problema mais geral: todas
as demonstragoes arquimedianasrelativas a geometria
da medida sio efetuadas de forma indireta e exigem
que o resultado seja previamente conhecido. No caso
em questdo, podemos especular que Arquimedes
teria raciocinado mais ou menos da seguinte forma:
o poligono preenche a paribola, entre os seus varios
pedagos ha uma relagdo simples (cada um € um
quarto do precedente), estimemos qual deve ser a
soma desses pedagos (4/3) e depois demonstremos
que é de fato 4/3. Mas além de essa conjectura ndo
ter bases textuais, em outros casos € bem mais dificil
imaginar, com base no texto da demonstragao, qual
teria sido a via heuristica seguida.

Por exemplo, para permanecer no ambito da
quadratura da pardbola, a primeira demonstracao do
texto, a “mecinica”, utiliza propriedades mais ocul-
tas da pardbola e reduz, de modo surpreendente, a
quadratura ao conhecimento do centro de gravidade
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do tridngulo. A situagio ¢ ainda mais complexa em
outros casos, como o de Sobre a esfera e o cilindro ou
0 da determinagdo da relac@o entre hiperboléides de
rotagao e cone inscrito em Condides e esferides ou,
ainda, o da retificacio da circunferéncia obtida em
Sobre as espirais.

Dai a importincia da descoberta de O méto-
do: como veremos em mais detalhe, nessa obra
Arquimedes apresenta a Eratéstenes o procedimento
‘heuristico que seguia. A descoberta desse texto ilu-
minou o “segredo de Arquimedes”, que os matem3-
ticos do Renascimento tardio tentaram desvendar,
inventando ao mesmo tempo métodos e conceitos
que gerariam a matemética moderna. O método per-
mite esclarecer o procedimento, bastante obscuro,
que Arquimedes emprega na quadratura mecénica
da paribola e elucidar as relagdes entre mecanica e
geometria em seu pensamento.

O outro ponto que gostariamos de enfatizar
€ o seguinte: ao avaliar a drea do poligono 6,
Arquimedes demonstra a relacdo (1). E interessante
observar que, utilizando os mesmos meios e a mesma
linguagem de Arquimedes, é possivel demonstrar
facilmente uma relaggo geral do seguinte tipo:

(5) To+ To/k + To/k2 + ... Ty/kn =k/(k- 1) T, - 1/(k
-1) xTy/kn

Na verdade estamos exagerando um pouco. A
linguagem da geometria grega nao é algébrica e, em
certo sentido, nem mesmo ¢é passivel de algebriza-
¢do. Usamos a notagdo algébrica aqui apenas por
comodidade e concisao, mas a tradugio algébrica de
um texto geométrico grego pode ser enganosa. Dito
isso, porém, um enunciado geral do tipo (5) estaria
perfeitamente ao alcance de Arquimedes. Mas ndo
encontramos em sua obra qualquer esbogo ou tenta-
tiva de generalizagdo. A proposi¢ao QP22 ¢ apenas
um lema, com vistas a obter um resultado que serve
para a demonstragdo do teorema principal.

Assituaggo ndo ¢ isolada: Arquimedes (e tampou-
co a geometria grega) nao considera casos gerais. Sua
atitude é diametralmente oposta & do matemético
moderno, que sempre tenta formular o enunciado
nos termos mais gerais possiveis. Essa diferenca ndo
€ casual, mas reflexo de uma distingao mais profunda
entre a matematica antiga e a nossa. Examinamos
extensamente A quadratura da- pardbola, mas nio
poderemos fazer 0 mesmo com as outras obras de
Arquimedes. Mencionaremos apenas seus conteii-
dos e alguns problemas que eles suscitam.

Sobre a esfera e o cilindro contém resultados
relativos a0 “volume™ da esfera e 3 superficie esférica.
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A técnica demonstrativa é, em parte, similar a pre-
sente na obra A medida do circulo, mas aplicada a
situagdes bem mais complexas. Quanto aos aspectos
volumétricos, Arquimedes demonstra que a esfera é
igual a 2/3 do cilindro a ela circunscrito. Para isso,
deve construir aproximagdes 4 esfera, e uma escolha
natural ¢ a de considerar os poligonos inscritos e cir-
cunscritos a um circulo e depois fazer a figura rodar.
A rotagao do circulo produz uma esfera, a rotacio
dos poligonos gera slidos inscritos e circunscritos
a esfera feita de cones e partes de cone. Assim como
os poligonos se aproximam do circulo, esses sélidos
devem se aproximar da esfera. Ou nio?

APARATO DE POSTULADOS
CoM EFEITO, AS COISAS N30 S30 assim tdo sim-
ples. Para aplicar essa intuicdo, Arquimedes precisou
mobilizar um poderoso aparato de postulados, lemas
e teoremas que permitiam avaliar as relacdes entre os
s6lidos obtidos pela rotacdo. Além disso, o problema
era ainda mais complexo. Segundo O método, a
idéia que o guiava era a seguinte. Dado que o circulo
€ associado ao tridngulo retdngulo que tem por base a
circunferéncia retificada e por altura o raio, é razoavel
conjeturar que a esfera seja associada ao cone que
tem como circulo de base a superficie da mesma esfe-
rae como altura o raio da esfera. Pressupondo que tal
conjetura seja valida (e 0 €), a determinagio do “volu-
me” da esfera vincula-se com a da sua superficie.
Essa dupla operagdo heuristica esta implicita na
demonstragdo e a obscurece. De qualquer forma,
tentaremos esbogd-la. Arquimedes determina pri-
meiro a superficie lateral do cone. Note-se que os
resultados relativos ao “volume” do cone remonta-
vam a Eudoxo e, nos Elementos, ndo ha demonstra-
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¢oes relativas 2 superficie conica: trata-se, portanto,
de resultados originais. (Esse fato levanta um proble-
ma: entre Eudoxo e Arquimedes decorreu quase um
século, cabendo assim perguntar de que se ocuparam
os matemiticos alexandrinos nesse periodo.)
Munido desse instrumento, Arquimedes inscre-
ve na esfera um solido semelhante a uma maga des-
cascada por alguém desajeitado: no circulo méximo
é inscrito um poligono de 4n lados e, em tomo do
didmetro AC, a esfera é girada (ver figura acima). A
superficie esférica mudard de aspecto, enquanto o
poligono gerara um sélido feito de cones e partes de
cone, envolvido assim em um soma de superficies

conicas (SC.23.1). Nesse ponto trata-se de mostrar -

que, para esse solido, vale a intui¢do que menciona-
mos, ou seja, cada uma das partes de que € constitui-
do é igual a0 cone que tem por altura a perpendicular
tracada no lado do poligono desde o centro da esfera
e por base a superficie conica que o envolve. A figura
aproximativa resulta, portanto, igual a uma soma de
cones, todos de igual altura, mas de base diferente:
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a soma de todas as bases é a superficie do sélido
“magca descascada”. A intuico sobre a relagao entre
superficie e “volume” é assim verificada para o sélido

‘aproximativo. Ora, o problema ¢ o de calcular esse

cone que tem por altura a perpendicular em um lado
do poligono e por base a superficie da “maga™. Qual
a soma de todas as superficies?

Para calculd-la, Arquimedes descreve cada
supetficie envolvente como um circulo, cujo raio €
a média proporcional entre duas linhas, uma dessas
sendo fixa: se a superficie da “maga” é dada por Sy +
S, + S5 + ... demonstra-se que a superficie S; é igual
a0 circulo de raio r;, em que r; satisfaz r2 =1 < L; e
em que | é o lado do poligono e os L; s3o tais que sua
soma seja igual 3 soma de todas as cordas ay, a, ag...
(ver figura a esq.). Trata-se de uma escolha oportuna,
pois para somar os circulos basta somar os quadrados
de seus raios:

S1 +SZ+S3+...=JE(1'12+1'22+1'32+ )=J'IZ(1 ><L1 +
IxL,+lxLy+..)=
mx(Ly+Ly+Ly+..)=mlx(a; +ay+ a3+ =)

O problema (dificil) de somar as superficies coni-
cas é, assim, reduzido de forma mais ou menos mira-
culosa a um outro, aparentemente ndo menos dificil:
ode somar certas cordas de um circulo. Intervém aqui
um outro deus ex machina. Na proposi¢ao SC.21.1,
utilizando-se somente a propriedade da semelhanga
dos tridngulos e das proporgdes, demonstra-se que -
1% (a, +a, +ay +...) =d x A, em que d é o didmetro
do circulo e A é o segmento de reta que subtende a-
metade dos lados do poligono com excegdo de um.
Dito de outra maneira, a base do cone equivalente 3
“macd mal descascada” é reduzida a um circulo cuja
medida depende somente do didmetro e do niimero
de lados do poligono inscrito. Podemos compre-
ender assim que esses resultados sejam exatamente
o célculo que Arquimedes procurava: de fato, se o
poligono tem um niimero de lados suficientemente
grande, A terd um comprimento pouco menor que o
didmetrod e 7r(d « A) sera pouco menor que r(d ~ d)
= 7u(2r = 2r) = 4mu2. Em outras palavras, a superficie
da “maca descascada” aproxima a superficie esférica
e vale aproximadamente quatro citculos méximos; a
“maga” aproxima a esfera e é pouco menor que qua-
tro vezes o cone que tem por altura o raio e por base
o circulo maximo da esfera. .

Obtido esse valor, resta ainda demonstrar muitas
coisas: que a “maga” se aproxima da esfera e que sua,
superficie se aproxima da superficie esférica; mostrar,
mediante dupla redugao ao absurdo, que a superficie
esférica é igual a quatro circulos maximos (SC.33.
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| I) e, por fim, que a esfera é quatro vezes o cone que

| tem por altura o raio e por base o circulo méximo da
esfera (SC.34.1). Apés isso, é um corolario facil de

| mostrar que a esfera ¢ igual a 2/3 do cilindro a ela
circunscrito.

Nao avangaremos mais no labirinto de Sobre a
esfera e o cilindro. O que importa assinalar é que os
lemas que sustentam todo o edificio demonstrativo
(0s que servem para calcular as somas que descreve-
mos acima) baseiam-se em propriedades do circulo
que intervém de forma inteiramente ad hoc. Trata-se

} de uma caracteristica que Sobre a esfera e o cilindro
tem em comum com a quadratura geométrica da
pardbola: a construgao dos poligonos aproximativos

‘ e o fato de que so dispostos segundo uma progres-
sdo geométrica dependem de propriedades especiais

Adriana Franga
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da paribola. Como veremos adiante, nas obras mais
maduras de Arquimedes essa capacidade de utilizar
de modo genial as propriedades da figura estudada
tenderd a ser substituida por raciocinios mais gerais
ou, pelo menos, generalizaveis.

0 ESTUDO DA ESFERA

SOBRE A ESFERA E O CILINDRO ¢ talvez a obra
mais complexa de Arquimedes. A dificuldade nio é
tanto compreender o objetivo da obra quanto enten-
der o caminho que percorreu para obter seus resul-
tados. Nao surpreende, assim, seu desejo de que o
resultado fosse esculpido em sua tumba. Foi uma
de suas obras mais estudadas, inclusive em razio da
importancia das conclusdes, relativas a figuras bem
conhecidas na tradiao da geometria da medida.

A descoberta dos resultados sobre a esfera abriu
um novo campo de problemas a Arquimedes e aos
gedmetras capazes de acompanhé-lo. Por exemplo,
encontrar uma esfera igual a determinado cone ou
cortar uma esfera de tal modo que os segmentos obti-
dos tenham uma determinada relagio. Esses e outros
problemas sao discutidos no livro I1 de Sobre a esfera
e o cilindro. Mas Arquimedes transmitiu suas idéias
a Cénon sem demonstragio e retardou o envio desta
a Alexandria. Assim estimulava os matemiticos ale-
xandrinos a estudarem os sélidos gerados pela rota-
¢do das segdes conicas. Tais informagdes provéem da
carta com a qual enviava Sobre as espirais a Dosite. O
envio do texto tinha o objetivo de fornecer aos mate-
maticos de Alexandria as demonstracoes relativas a
um problema cujo exame fora proposto a eles.

Esse problema, segundo Arquimedes, dizia res-
peito a outro tipo de questio e “nada tinha em
comum” com aquelas relativas aos sélidos: tratava-se
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de estudar uma nova curva, a espiral. De fato, Sobre
as espirais € uma obra singular. Ap6s expor uma série
de lemas, Arquimedes define a espiral de modo cine-
matico: uma reta de extremidade fixa roda uniforme-
mente; sobre ela move-se, de modo uniforme, um
ponto: a curva descrita por esse ponto serd a espiral
(ver figura acima).

Os resultados mais interessantes relativos a essa
curva sdo dois. O primeiro diz respeito 4 tangente
(ver ilustragdo na pdg. 40): suponha que a reta
que gira tenha realizado uma revolugio completa
€ tome a tangente a espiral neste ponto. Do centro
de rotagdo trace a perpendicular 4 reta: o segmento
de perpendicular compreendido entre o centro de
rotagdo e o ponto de intersec¢do da perpendicular e
da tangente serd igual 4 circunferéncia do “primeiro
circulo”, isto €, o circulo que tem como raio o seg-
mento compreendido entre o centro de rotacdo e o
ponto de tangéncia (Sp.18). O segundo resultado
estabelece que a superficie compreendida entre a
primeira revolug3o da espiral e a reta que gira é igual
a 1/3 do primeiro circulo (Sp.24).

Arquimedes determina aqui a retificacio da
circunferéncia, ou melhor, reduz o problema da
retificagdo ao de tragar a tangente a espiral. Mas
ndo so isso. O que realmente impressiona é como
pdde conceber o resultado e como péde elaborar
a demonstraggo. Infelizmente, em O método nao
se fala de espirais e, assim, qualquer resposta a tais
questdes é mera conjetura.

Essa obra exerceu grande fascinio em homens
como Francois Viéte (1540-1603, inventor da
dlgebra simbdlica e de sua aplicagio a geome-
tria) e Galileu. Além dos resultados obtidos por
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A RETIFICACAQ

do circulo: 0
comprimento da
circunferéncia é
equivalente ao do
eixo vermelho

Arquimedes, a mescla de argumentos cinematicos
e geométricos impressionava Galileu. De fato, as
primeiras duas proposicoes de Sobre as espirais tra-
tam do movimento uniforme: a primeira demonstra
que os espagos percorridos por um ponto que s
move de modo uniforme (isto €, que percorre espa-
cos iguais em tempos iguais) estdo entre si como
os tempos da trajetoria; a segunda demonstra que
os espagos percorridos em tempos iguais por dois
pontos que se movem de forma uniforme so pro-
porcionais entre si.

Essas duas proposigdes constituem uma das pri-
meiras tentativas de construir um modelo matematico
para descrever o movimento. A demonstracao é inse-
rida no esquema da teoria das proporgoes, aplicada
aqui ndo a grandezas geométricas, mas a €spagos
e tempos. Para Galileu, cuja pesquisa girou quase
inteiramente em torno do problema da construgdo de
um modelo geométrico do movimento, 0 exemplo de
Arquimedes é um ponto de referéncia fundamental.

Se-excluirmos O método, a obra Condides e esfe-
réides é, sem divida, a mais madura de Arquimedes.
Seu objetivo é determinar a relaco entre o cone ins-
crito em um segmento de paraboléide ou de hiper-
boléide de rotacdo (condides) ou, ainda, de elipsoide
(esferdide) e o proprio segmento. Nessa obra tardia,
Arquimedes parece voltado  generalizagao das téc-
nicas que utiliza e tende a se concentrar nas proprie-
dades “topologicas” das figuras. Embora seja dificil
inserir essa novidade na evolugdo do pensamento
arquimediano, ndo hd dévida de que os matematicos
modemos extrairam inspiragdes importantes dessa
nova orientacio da obra.

O lema-chave é a proposicio 19. Nela se
demonstra que nos condides e esferdides pode ser
circunscrita e inscrita uma figura em degraus formada
por cilindros, de tal modo que a figura inscrita € a
circunscrita difiram em menos do que qualquer gran-
deza determinada. A demonstragdo é simples: a dife-
renca entre a figura circunscrita e a inscrita é igual ao
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pequeno cilindro da base (aqui € utilizada a “mono-
tonia” do conéide ou do esferdide) e, portanto, essa
diferenca pode ser tio reduzida quanto se queira, ja
que o pequeno cilindro pode ser tragado de forma
a ser menor do que qualquer quantidade prefixada
(ver figura no alto da pdgina ao lado). E importante
notar que, para executar a construgao, proprieda-
de explorada em todos os casos considerados por
Arquimedes ¢ a monotonia da figura em questdo,
isto é, as secoes decrescem constantemente desde a
base até o vértice: ndo por acaso, especifica-se que a
porcao de esfera ou de esferdide nao deve ser maior
do que a metade.

REDUGAQ AD ABSURDO

TRADICIONALMENTE, A novidade atribuida a
essa proposicdo ¢ o fato de que a figura € aproxi-
mada simultaneamente do interior e do exterior.
Enfatizou-se esse aspecto chamando a técnica de
CS.19, “técnica da dupla compressdao”™ (ver em
particular os estudos de Dijksterhuis e de Knorr).
Parece-nos, porém, que esse aspecto foi exces-
sivamente valotizado. Em geral, de fato, quando
se quer determinar uma série de “aproximativas”
_ isto &, figuras “conhecidas” que diferem da figu-
ra a ser determinada em menos do que qualquer
grandeza determinada — sao consideradas figuras
inscritas e circunscritas, j4 que a figura em questac
nio esté ainda determinada. Mesmo quando, comc
na proposicao 2. XII dos Elementos ou em A qua-
dratura da pardbola, as figuras circunscritas parecert
ser negligenciadas, h sempre uma figura extern:
fixa que serve de ponto de referéncia para a constru
¢do das “aproximativas”: nesses dois casos, convén
lembrar, demonstra-se que o tridngulo construido
maior que a metade do segmento de circulo ou d
pardbola e que isso, gragas 3 sistematizaco feita pc
Eudoxo, basta para assegurar que os poligonos s
aproximem da figura.

Nio vemos, no uso que Arquimedes faz d
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proposi¢ao CS.19, um distanciamento em relacio

a essa pratica. Assim, quando ele precisa operar ’ _ T, ::
uma dupla reducio ao absurdo para demonstrar, \\‘\\\\ \\\\\§
por exemplo, que o parabol6ide é metade do cilin- .,\&\‘\\\\\\ ‘

dro circunscrito, sua estratégia é executar duas
demonstragdes separadas, utilizando dois tipos de
aproximativas: primeiro a insctita (o paraboléide
ndo pode ser maior do que a metade do cilindro),

0S CILINDROS
circunscritos ao
parabolgide estao
entre si como os
ndmeros inteiros

depois a circunscrita (para mostrar que ndo pode
ser menor). A verdadeira novidade parece resi-
dir, sim, no fato de que Arquimedes determina,
de uma s6 vez, a construcio das aproximativas
inscritas e circunscritas para trés tipos diferentes
de sélidos: o paraboléide, o hiperboléide e o elip-
soide. E consegue fazé-lo porque abstrai as pro-
priedades particulares, de “posicao” (as equacdes,
diriamos hoje), para se concentrar, em vez disso,
nas propriedades de tipo métrico-topologico: em
CS.19 a propriedade fundamental em jogo é a
“monotonia” das figuras.

TRATAMENTO ELEGANTE

Mas, uma vEz estabelecida a proposicio 19,
trata-se de obter uma avaliacdo caso a caso das
figuras aproximativas feitas de cilindros. No caso
do paraboléide é muito facil: os cilindros de mesma
altura estdo entre si como as bases; mas as bases
sdo circulos, que estdo entre si como os quadrados
dos raios, raios que sio as ordenadas da pardbola
que gera o conide. Os quadrados das ordenadas
de uma pardbola estdo entre si como as abscissas.
Os cilindros da figura inscrita e circunscrita estarao,
portanto, entre si como os niimeros inteiros: 1: 2:
3... O caso do elipséide ¢é ligeiramente mais com-
plexo, mas tratavel, a0 passo que o do hiperboléide
¢ complicadissimo. Nas trés situacoes Arquimedes
descobre a estimativa correta da relagio entre a figu-
ra em degraus (inscrita ou circunscrita) e o cilindro
circunscrito ao conéide ou ao esferside utilizando
lemas aritméticos sobre a soma de progressoes (no
caso do paraboléide, a questdo se reduz a calcular a
soma dos primeiros n inteiros).

Nao entraremos no detalhe da demonstracio:
basta sublinhar como a separago entre o lema de
aproximacdo (CS.19) e o calculo das aproximativas
permite a Arquimedes tratar rapidamente e com
elegancia uma matéria que, de outra forma, seria
bastante complexa. A proposicao CS.27 demonstra
que o semi-elips6ide é igual 4 metade do cone ins-
crito. Dado que o hemisfério é um caso particular
de semi-elipséide, CS.19 e CS.27 demonstram, de
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uma s6 vez, o resultado da proposigio 35 do pri-
meiro livro de Sobre a esfera ¢ o cilindro. Mas, como
dissemos, SC.35.1 nio era extraido, dessa forma
simples, de um lema de aproximacio...

O que teria ocorrido entre Sobre a esfera ¢ o
cilindro e Conéides e esfersides? As cartas a Dosite
que acompanhavam Sobre as espirais e Conéides
e esferdides sugerem que os resultados em ques-
tdo foram obtidos nesta ordem: SC (esfera), CS
(paraboléide), Sobre as espirais, CS (esferéide), CS
(hiperboléide). Como vimos, a secio do parabo-
I6ide é proporcional a abscissa e é natural e facil
caleular o paraboléide (basta saber fazer uma soma
como a + 2a + 3a +.. + na). No caso de Sobre
as espirais, porém, ndo ha propriedades ficeis e
intuitivas. Mas, também neste caso, o problema
de avaliar a drea da espiral em relacdo ao primeiro
circulo se reduz a calcular uma soma: a2 + (2a)2 +

- + (na)2. Arquimedes descobriu que essa soma
podia ser empregada também para o elipséide. O
hiperboléide continuava a desafi-lo, obrigando-o
a elaborar um resultado muito complicado.
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obre o equilibrio dos planos chegou a

nés em dois livros e é um dos textos

que mais circularam no mundo anti-

go. O primeiro livro, que contém 15
proposigoes, trata dos fundamentos da estética
geométrica: com base em postulados relativos
a balanca de bracos iguais é deduzida a lei da
alavanca (EP.6-7.I). Segue-se a determinagdo
do centro de gravidade do paralelogramo, do
tridngulo e do trapézio, tema que fecha o pri-
meiro livro. O segundo abre com uma nova
demonstracio da lei da alavanca, desta vez para
o caso particular em que so associados 4 balan-
ca dois segmentos de paribola. As outras nove
proposicdes sio dedicadas  determinacio do
centro de gravidade do segmento de pardbola
(EP2-8.II) e do trecho de um segmento de
parabola, espécie de “trapézio” parabolico.
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Se o segundo livro parece genuinamente arqui-
mediano (provam-no o estilo e a referéncia constante
a resultados obtidos em A quadratura da pardbola),
ha duavidas em relagao ao primeiro. De fato, esse
texto é iniciado sem nenhuma definicao de alguns
conceitos-chave, como equilibrio, centro de gravi-
dade da figura e igualdade dos pesos. Alguns postu-
lados parecem ter pouca relagdo com o uso que deles
se faz no texto; e, coisa bizarra e contréria ao estilo
de Arquimedes, a proposicao EP.11.I parece nao
ser mais do que um caso particular do postulado 5.
Além disso, a segunda parte da demonstragao da lei
da alavanca (EP7.I) ndo demonstra absolutamente
nada, talvez em razdo da deterioragdo do texto. Por
fim, essa demonstracdo ¢é repetida, para um caso
particular, no inicio do segundo livro.

CRITO MUTILADD

Essas E ouTras consideracoes levaram J. L.
Berggren a sustentar que boa parte do primeiro
livro é esptiria. O problema é muito complexo para
ser tratado aqui. Seja como for, trata-se de um texto
em que falta algo: prova disso é a proposicao 6 de A
quadratura da pardbola, na qual Arquimedes discute
o equilibrio da balanga. Nessa demonstragao, ele faz
referéncia a uma série de teoremas e definicdes relati-
vas a conceitos de equilibrio e de centro de gravidade,
dizendo que “essas coisas foram demonstradas nas
proposicdes mecanicas”. Segundo hipétese plausi-
vel, o texto de que dispomos hoje ¢ uma compilago,
baseada talvez em um escrito mutilado: o compilador
teria feito o melhor possivel para completd-lo.

A produgdo de Arquimedes nesse campo tinha,
de fato, alcance bem maior, como atestam suas
referéncias a obras sobre o equilibrio, suas citagoes
de autores antigos como Herdo e Pappus e a obra
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O método, na qual discute o centro de gravidade de
figuras solidas, e ndo s6 de figuras planas. Os rolos de
papiro continham textos de cerca de 20 mil palavras
e ¢é possivel que tenha sido perdida justamente a
parte em que Arquimedes discutia os principios do
equilibrio e o centro de gravidade dos sélidos. Mas
examinemos melhor o contetido.

Os primeiros trés postulados tratam do equilibrio
da alavanca: pesos iguais se equilibram a distancias
iguais, pesos desiguais ndo (postulado 1); se dois
pesos se equilibram a certa distancia ¢ a um deles é
acrescentado ou subtraido algo, o equilibrio se rompe
(postulados 2 e 3). Com base nisso, deduz-se que as
grandezas se equilibram a uma distincia inversa:
mente proporcional aos pesos: a demonstragdo &
dividida em duas partes, que tratam, respectivamen-
te, do caso em que as grandezas sdo comensurdveis
(EP..I) e incomensuréveis (EP.7.I).

A demonstracio da proposicao 6. tem sido
objeto de intensos debates desde que Ermst Mach
apontou, em 1912, que ela continha uma petigao de
principio. A critica de Mach é a seguinte. Pode-se
exprimir a condigao de equilibrio de pesos diferentes
colocados a distancias diferentes do fulcro dizendo
que 0 “momento estético”, dado algebricamente pelo
produto P x L, é o mesmo para os dois pesos. Ora,
observa Mach, os primeitos trés postulados seriam

satisfeitos também caso o momento fosse dado, nio

pelo produto P « L, como ocorre na realidade, mas
pelo produto P x f(L) do peso vezes uma funcio
crescente qualquer da distancia, por exemplo P
1.2. Todavia, somente a lei P x L garante a validade
de EPG.I; portanto, sua demonstragdo contém uma ,
suposicao substancialmente equivalente & férmula P
« L para o momento P a distancia L. Isto significa
que a demonstragdo da proposicdo 6 envolve uma
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hipdtese oculta que ¢ equivalente propria tese que
se quer demonstrar.

A posicao de Mach suscitou intimeros debates,
cujo balango o leitor pode encontrar no Arquimedes
de Dijksterhuis. Aqui vamos apenas apresentar a

T ——————

tesposta de Dijksterhuis a Mach, o que permitir4,
entre outras coisas, descrever a demonstracio arqui-
mediana.

Sejam A e B duas grandezas comensuraveis (ver
figurana pag. ao lado), cujos centros de gravidade sio,
respectivamente, E e D. Seja C 0 ponto do segmento
ED, tal que EC: DC = A : B. Trata-se de demonstrar
que C € o centro de gravidade da grandeza composta
por A e B. Comega-se duplicando o segmento ED e
acrescenta-se o segmento DK igual a CE a partir de
Deosegmento LE iguala CD a partirde E. Se H é
tal que HD = DK, resultars que LH=2CDe HK =
2CE; temos, assim, HK: LH = A : B.

Em seguida, A e B sio divididas em partes
Z iguais entre si (isto pode ser feito, pois elas sao
comensuréveis) e, analogamente, HK e LH sio
divididos em tantos segmentos N iguais quantas
forem, respectivamente, as partes de A e de B. Cada
parte de Z ¢ colocada entdo no centro de um seg-
mento N. A configuragio resultante, conforme o que
foi demonstrado nas proposicaes precedentes, ter4
como centro de gravidade o ponto médio de LK, isto
é o ponto C.

O sistema dos pesos que incidem sobre o seg-
mento LH, pesos que juntos compdem A, tem seu

centro de gravidade no ponto médio E, enquanto o

sistema composto pelos pesos do segmento HK, que
compoem B, tem seu centro em D: “Por isso — diz
Arquimedes — A seri posto em E ¢ B ém D”. Dado
que o centro de gravidade global é o ponto C, segue-
se que “se Aestiem E e Bem D, os pesos estardo
em equilibrio em C”,

Para obter a conclusdo, portanto, a passagem
fundamental ¢ a que assegura a equivaléncia entre o
sistema de pesos que se encontram no segmento LH
e 0 peso A colocado.em E. Citemos, a este respeito,
Dijksterhuis: “O ponto crucial da demonstragio
consiste no fato de que... 4 alavanca sio suspensas
nao as grandezas iniciais, mas dois sistemas de gran-
dezas que sdo, respectivamente, do mesmo peso que
A e B e cujos centros de gravidade estdo nos pontos
E e D, considerados respectivamente como posicoes
de A e B. Isso significa que a influéneia exercida
sobre 0 equilibrio de um corpo suspenso na alavanca
depende, exclusivamente, da gravidade do corpo e
da posicdo de seu centro de gravidade, a0 passo que
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aforma nio tem importancia”,

Dijsksterhuis considera a estratégia perfeitamen-
te legitima. Segundo ele, a legitimidade da demons-
tragao arquimediana’ (cujo ponto central é €Xpresso
na independéncia do equilibrio em relagdo A forma
das grandezas em jogo) ¢ garantida por um postulado
oportuno, o sexto, que diz o seguinte: “Se deter-
minadas grandezas se equilibram a certa distancia,
grandezas iguais a elas também se equilibrardo a
mesma distancia”. Em outras palavras, o equilibrio
nao ¢ perturbado quando grandezas equivalentes
s30 substituidas as anteriores e colocadas & mesma
distincia. Dessa forma, atinge-se um duplo objetivo:
por um lado, legitima-se a demonstracio arquime-
diana, contra o parecer de Mach, que via nela apenas
uma peticdo de principio; por outro, ganha forma e
substéncia um postulado que, se tomado literalmente
parece, como diz Dijksterhuis, “uma tautologia per-
feitamente supérflua”.

)
NEsse poNTO SERIA preciso avaliar se o signifi-
cado do sexto postulado pode ser entendido como
quer Dijksterhuis ou se a interpretacio que pro-
poe ndo € excessivamente forcada. Isso implicaria
também um estudo detalhado das cinco primeiras
proposicdes, para compreender o papel que desem-
penham nessa demonstracao e como dependem dos
postulados iniciais. Mas nio o faremos. Também
1o entraremos nos problemas suscitados pela pro-
posicao 7, que pretende estender a lei da alavanca
40 caso em que as grandezas em jogo sdo incomen-
surdveis. Acreditamos que os materiais apresentados
podem dar uma idéia dos problemas encontrados
pelos estudiosos modernos no primeiro livro de
Sobre o equilibrio dos planos: definicges que fal-
tam, demonstracdes defeituosas, dificuldade para
compreender quais axiomas estio sendo aplicados

Adriana Franga
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e demonstragdes aparentemente supérfluas. Mas
¢ preciso notar que esses aparentes “defeitos”
foram um importante incentivo a pesquisa quando
Arquimedes foi redescoberto no século XVI. A
dificuldade que o historiador encontra hoje tam-
bém foi enfrentada pelos matematicos humanistas
que leram esse texto: para vérios deles se tornou um
desafio “inventar” uma teoria coerente do equili-
brio e dos centros de gravidade.

Os estudos que Arquimedes faz do centro de
gravidade do tridngulo na proposi¢ao EP13.I e do
centro de gravidade do segmento parabdlico em
EPII apresentam notaveis semelhangas que valem a
pena ser elucidadas, ainda que fosse somente porque
demonstram a existéncia de um nicleo genuina-
mente arquimediano em EP.L

Arquimedes demonstra, usando essencialmente
amesma idéia, que o centro de gravidade do tridngu-
lo e de um segmento de pardbola se encontram, res-
pectivamente, sobre a mediana e o didmetro (EP.13.
I e EP4.II). Apresentemos a esséncia do raciocinio
arquimediano (ver figura na pdg. 45). Uma figura F,
feita de paralelogramos, é inscrita no tridgngulo T. As
demonstragdes precedentes permitem concluir que:
o centro de gravidade da figura inscrita F esta sempre
na mediana; o residuo R = T - F pode ser tornado
tio pequeno quanto se queira tornando a altura
dos paralelogramos suficientemente pequena (isso é
demonstrado recorrendo-se a 1.X dos Elementos e
ao postulado de Eudoxo-Arquimedes).

Suponha agora que o centro de gravidade do
tridgngulo T ndo caia sobre a mediana, mas no
ponto p. Seja f o centro de gravidade da figura ins-
crita F, centro que incidira sobre a mediana. Dado
que F + R =Y, o centro de gravidade r do residuo
R estard no prolongamento da reta fp, de modo que
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tp: pf = F : R. Uma vez que R pode ser tdo peque-
no quanto se queira (isto é, a relagdo F : R pode
ser aumentada 4 vontade) e p é um ponto fixo fora
da mediana, o ponto r (centro de gravidade de R)
seria, com a diminuigdo de R, expulso do tridngulo
ou até mesmo fora do semiplano em que o tridngulo
esta, o que é absurdo.

Quanto a parabola, a construgao das aproxima-
tivas é bem diversa e utiliza poligonos definidos em
A quadratura da pardbola, mas a idéia fundamental
da demonstracio é a mesma (ver figura ao lado).
Assim, as duas demonstragdes de Sobre o equili-
brio dos planos baseiam-se na mesma idéia: para
demonstrar que o centro de gravidade de uma
figura dotada de didmetro ou de eixo incide sobre
o didmetro ou sobre o eixo, basta formar aproxima-
tivas que tenham centro de gravidade sobre o eixo.
Explicitamos esse elemento porque, por um lado,
permite estabelecer a conexao entre os dois livros
de Sobre o equilibrio dos planos e, por outro, a refle-
xdo sobre os dois teoremas serd um dos pontos de
partida das inovagdes que Luca Valerio introduzird
na geometria no final do séc. XVI.

OBVIAMENTE, ENQUANTO a demonstracio de

que o centro de gravidade do tridngulo deve incidir

na mediana leva a conclusio de que este centro

estard no ponto em que as medianas do tridngulo se

intersectam, o fato de que o centro de gravidade do
segmento parabdlico cai sobre o didmetro é somente
um primeiro passo para chegar a sua determinago.

Nio pretendemos, aqui, entrar nos detalhes do

método seguido por Arquimedes para determinar

esse centro de gravidade, mas apresentaremos, em

vez disso, as linhas gerais da demonstragao empre-

gando uma linguagem modernizada.

Arquimedes introduz aproximativas insctitas (os
poligonos inscritos “canonicamente” que vimos na
obra A quadratura da pardbola) e demonstra que:
1) o centro de gravidade do segmento de pardbola
é um limite superior para a sucessao dos centros de
gravidade das aproximativas, no sentido de que estes
se encontram sempre “abaixo” do centro de gravida-
de do segmento (EP5.11); 2) o centro de gravidade
do segmento de parabola é o extremo superior de tal
sucessio, no sentido de que sempre pode ser esta-
belecida uma aproximativa cujo centro de gravidade
estard a uma distincia menor que qualquer grandeza
determinada em relagio ao centro de gravidade do
segmento (EP.6.IT). Estabelecidos esses dois pontos,

GENIOS DA CIENCIA ARQUIMEDES




é facil provar, mediante a habitual demonstragio por
dupla redugdo ao absurdo, que o centro de gravidade
de dois segmentos de parabola divide os respectivos
didmetros na mesma relacio (ER7.1I0).

Pode-se, entdo, demonstrar o centro de gravi-
dade do segmento de parabola. Inscreve-se no seg-
mento o tridngulo T de mesma base e mesma altura.
O segmento P é assim dividido no tridngulo em dois
segmentos, P, e P,. Conforme a proposicio prece-
dente, os centros de gravidade de P, e P, se projetam
sobre 0 mesmo ponto do didmetro do segmento P,
isto €, no ponto p. Seja 7 o centro de gravidade de
P e t o centro de gravidade de T: segundo a lei da
alavanca teremos:

O)tm:mp=(P,+P,): T

A posicao de t é conhecida (se d é o didmetro,
t estard no ponto 2/3d) e a relagio (P, + P,) : T ¢
facilmente determinavel mediante os resultados de A
quadratura da pardbola (sera Py + P, = 1/3T e, por-
tanto, (P + P,): T = 1: 3). Mas a posicio de p ndo
¢ conhecida. Pode-se, porém, explorar o fato de que
os centros de gravidade dos segmentos de pardbola
dividem, simultaneamente, o diametro. Percebe-se,
facilmente, que, sendo 0 comprimento do didmetro
de P; e de P, e d o comprimento do didmetro de P
entao d = 41. Dai ¢ possivel concluir:

(7)[(1/2d-p]: 1/4d = (d - 7) : d

Em outras palavras, obtivemos uma relacio que
liga 7w e p. A relagdo entre (6) e (7) permite concluir
que 7 estd a 3/5 do didmetro, ou seja, que divide
o didmetro “de tal modo que a parte do didmetro
situada desde a parte do vértice do segmento é 3/2
daquela que vai até a base” (EP8.II).

Esta demonstracao do centro de gravidade
do segmento parabdlico é notével pela concisio
e beleza. E interessante ressaltar que nas propo-
sicoes 5 e 6 de EPII Arquimedes discute a con-
vergéncia de sucessdes, ou, pelo menos, é dessa
forma que a descrevemos hoje. Vale enfatizar,
porém, que, se usamos termos como “monotonia”,
“sucessdo” e “convergéncia”, nio sugerimos que
em qualquer parte da obra de Arquimedes concei-
tos desse tipo estejam presentes (e nem mesmo na
obra de seus seguidores do Renascimento, que se
inspiraram nas proposicoes mencionadas). Esses
conceitos s3o cémodos para expor as linhas gerais
de certos procedimentos arquimedianos, mas nio
se confundem com as proposicoes efetivamente
demonstradas por Arquimedes.

Os resultados que hoje nés podemos interpretar
como convergéncia de sucessdes de centros de gra-
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vidade eram, para ele, apenas lemas, introduzidos
para alcangar um objetivo bem preciso e nio para
demonstrar teoremas sobre sucéssaes. Arquimedes
almeja obter um resultado’ especifico: demonstrar
que os centros de gravidade da paribola estio
dispostos de modo similar e poder deduzir da a
posi¢do do centro de gravidade do segmento de
pardbola. A formalizagio de uma teoria da conver-
géncia das sucessdes e o proprio conceito de suces-
sdo como objeto matemitico explicito estavam
reservados para o futuro.

Em Sobre os corpos flutuantes Arquimedes
demonstra seu famoso principio (“um corpo imerso
em um fluido recebe um impulso para o alto igual ao
peso do volume do fluido deslocado”) e determina as
condigdes de equilibrio de um segmento esférico ou
de um segmento de paraboléide flutuante. Esse texto
teve enorme importancia para o desenvolvimento de
novas concepgdes matemdticas e para o inicio da
reflexdo de Galileu sobre a filosofia natural. Assim,
convém salientar alguns aspectos de sua tradiczo.

Como mencionamos anteriormente, até a des-
coberta do Cédice C o conhecimento de Sobre os
corpos flutuantes baseava-se apenas na traduco
latina de Guilherme de Moerbeke. Essa traducio
utilizara um Ginico manuscrito grego (o Codice B,
perdido depois de 1311), que tinha importantes
lacunas. Estavam ausentes, do texto de Moerbeke, a
demonstragdo da proposicao VIII do primeiro livro
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e grande parte da demonstragdo da proposicao I do
segundo livro. Como se ndo bastasse, a longa e dificil
proposicao X do segundo livro tinha erros e lacunas
que tornavam sua leitura quase incompreensivel.
Além dessas falhas principais, havia erros e mal-
entendidos devidos ao escriba do Cédice B ou, tal-

vez, ao proprio Moerbeke. Varios desses problemas -

eram sandveis e foram remediados. por Federico
Commandino em sua edicdo de 1565, mas para
outros ndo havia solugzo.

Um desses erros, de particular relevéncia, dizia
respeito ao postulado inicial que Arquimedes apre-
senta no comego do primeiro livro. Na versdo recu-
perada por Heiberg com base no Cédice C, o
postulado afirma: “Supomos que a natureza de
um fluido é tal que, se suas partes sdo dispostas
de modo uniforme e sendo continuas, aquela parte
que é menos pressionada ¢ impelida pela parte que
¢ mais pressionada; e que cada uma de suas partes
¢é pressionada pelo fluido que estd acima dela numa
relacio perpendicular, a menos que esse fluido esteja
encerrado em algum recipiente ou que seja compri-
mido por qualquer outra coisa”.

No texto de Moerbeke, porém, lemos: “Su-
ponhamos que a natureza de um fluido é tal que, se
suas partes s3o dispostas de modo uniforme e sendo
continuas, aquela parte que € menos pressionada é
deslocada pela mais comprimida; e que cada parte
do fluido é pressionada pelo fluido que estd acima
dela a0 longo da perpendicular, se o fluido for afun-
dado em qualquer coisa-e comprimido por qualquer
outracoisa’.

A ltima frase do postulado, portanto, assume
um sentido completamente diverso no texto original
e no de Moerbeke. O texto grego admite que a
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pressio exercida pelo fluido possa ocorrer também

em diregdes nio perpendiculares, especialmente se 0

fluido esta encerrado em um recipiente; esta clausula-
limitativa no texto que circulou desde a Idade Média

até 0 inicio do século XX desaparece completamente

e o termo “encerrado” torna-se “afundado”, de inter-

pretacao bem dificil.

Citamos esse exemplo para dar umia idéia dos
problemas que a tradugio textual de Arquimedes
suscitou e suscita: quando queremos, hoje, com-
preender as contribuides que Galileu, Stevin, ou
Pascal deram a hidrostatica, convém lembrar que
eles ndo leram Sobre os corpos flutuantes na edicao
de Heiberg, mas na de Moerbeke, com todos os pro-
blemas que trazia. E é provével que, com o progresso
das pesquisas sobre o palimpsesto, tenhamos em
poucos anos um texto novo e diferente, em muitas
passagens, do texto do préprio Heiberg, que, afinal,
foi muitas vezes obrigado a recorrer 4 traducdo de
Moerbeke por ndo conseguir ler partes inteiras do
Cédice C.

O PoSTULADO crrapo afirma que, em um fluido,
o movimento ocorre pelo deslocamento das partes
menos comprimidas, que s3o expulsas por aquelas
que sofrem uma pressao maior. O original arquime-
diano — que exclui o caso de um fluido encerrado
em um recipiente — parece se referir a situacoes
em que hd grande quantidade de dgua, como o
mar. Esta impressdo ¢ confirmada pela proposicao
G.21, na qual Arquimedes demonstra, utilizando
seu postulado, que a superficie de um fluido assume
a forma de uma superficie esférica tendo por centro
o centro da Terra. Uma possivel interpretacio do
sentido desta obra — incluindo os teoremas sobre
condicoes de equilibrio dos segmentos de esfera
e dos paraboldides — é que Arquimedes estava
tentando elaborar uma abordagem matemdtica da
flutuacdo dos navios, problema que devia interessar
a0 Arquimedes engenheiro e tecndlogo legado pelas
historias e lendas.

O primeiro livro é quase inteiramente dedicado
4 formulagio e 2 demonstragdo do principio da
flutuagio. Em G.3.I demonstra-se que corpos
solidos que “tém o mesmo peso” do fluido imergem .
completamente, mas sem ir até o fundo; em G.4-6.1,
que os corpos “menos pesados” que o fluido'ndo
imergem completamente e que a parte imersa € tal
que uma quantidade de fluido igual a ela em volume
tenha o mesmo peso que o corpo inteiro, recebendo,
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quando impelido a forca sob a superficie, um impulso
para o alto equivalente 4 diferenca entre o peso
de uma quantidade de fluido igual a0 volume do
corpo ¢ 0 peso do proprio corpo; em G.7.1, por fim,
demonstra-se que os corpos sélidos “mais pesados”
que o fluido vao ao fundo mas ficam mais leves
conforme o peso do volume do fluido equivalente ao
peso do proprio.

Nao detalharemos as demonstragdes arqui-
medianas destes fatos, que se reduzem, essen-
cialmente, a seguinte idéia (ver ilustragdo acima,).
Suponhamos que o corpo seja mais leve que o flui-
do e, por absurdo, esteja inteiramente submerso,
permanecendo o fluido em repouso. Imaginemos
agora dois espelhos esféricos, em um dos quais
esteja contido o corpo. Tomando uma secdo des-
ses dois espelhos, a superficie que ndo contém
0 corpo ¢ mais pressionada que a outra, dado
que o corpo ¢ mais leve que o fluido e, por-
tanto, deve deslocar esta outra parte, conforme
o postulado inicial: contra, assim, a hipétese de que
o fluido permanece em repouso.

Comentemos algo sobre a terminologia de
Arquimedes, obviamente diferente da empregada
atualmente. Nio ha o conceito de peso especifico:
Arquimedes usa, em vez disso, termos como “pesos
iguais” e similares. E se, em nome da clareza, uti-
lizamos o termo “volume”, convém lembrar que
Arquimedes emprega o termo oykol[] que, literal-
mente, significa “espessura” ou “quantidade”. E
evidente, porém, que quando Arquimedes afirma
que um corpo tem o “mesmo peso” que o fluido
ele quer dizer que volumes iguais do corpo e do
fluido tém o mesmo peso. Mas a auséncia de uma
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terminologia especifica (até mesmo a falta de um
conceito de densidade quantitativamente preciso)
ndo é pouca coisa.

Essa auséncia dificulta, por exemplo, a expo-
si¢ao feita no livro II. De fato, o equilibrio de um
paraboléide depende, além dos pardmetros geomé-
tricos do proprio paraboléide, da relacio entre seu
peso especifico e o peso especifico do fluido em
que flutua. Uma situagao que, matematicamente
bem complexa (o segundo livro de Sobre o5 corpos
flutuantes é um dos textos mais dificeis da geome-
tria grega) ¢ ainda mais complicada pela auséncia
da adequada matematizacio da comparacio entre
corpos de peso e/ou volume equivalentes.

Para nés, modernos, a questdo pode parecer
banal e 6bvia: de fato, estudamos a nogao de peso
especifico na escola secundaria. Mas no contexto
da linguagem da geometria grega nao era facil ela-
borar algo como “o peso especifico é igual a0 peso
pelo volume™. Uma afirmagio desse tipo carece de
significado na linguagem da teoria das proporcdes:
as relagdes s6 sdo estabelecidas entre grandezas
do mesmo género (portanto, ndo pode ser levada
em conta a relagio entre peso e volume) e, além
disso, o processo de mensurago, desvinculado dos
aspectos numéricos possibilitados pela introducio
de uma unidade de medida, envolve sempre gran-
dezas designadas: dois corpos, duas linhas, dois
pesos, dois tons musicais.

O conceito de peso especifico, ausente em
Arquimedes, comecou a ser elaborado, de forma
timida e confusa, na Idade Média e somente com
Galileu serd proposta uma matematizacio comple-
ta dessa grandeza fisica. o
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método é um documento de excepcional

importancia. As demonstragdes arquime-

dianas tendem a ocultar o procedimen-

to heuristico da descoberta. Aqui, porém,

Arquimedes apresenta a Eratostenes o método que

utilizou para estudar os problemas de que se ocupava

e sobre o0s quais enviara, a Alexandria, primeiro os
enunciados e depois as demonstragoes formais.

O tratado tem a forma de carta, mas traz varias
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demonstracdes. Isso é muito importante, pois os

" raciocinios que Arquimedes elabora s3o interrom-

pidos por consideragdes metodolégicas. A impor-
tancia do texto, as circunstincias extraordindrias
em que foi encontrado, a mescla de demonstragdes
rigorosas, consideracdes heuristicas e observagoes
metamateméticas fizeram que boa parte da literatura’
arquimediana do século XX se concentrasse em
O método. Em artigo recente, R. Netz, K. Saito e
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N. Tchernetska mostram que hd, em O método,
muitos elementos a explorar e que poderio mudar
radicalmente as atuais concepgdes sobre as técnicas
demonstrativas do siracusano.

Arquimedes enviara dois teoremas a Erat6stenes,
desafiando-o a descobrir as demonstracoes. O
método que quer descrever nio é demonstrativo,
mas heuristico. Assim, diz Arquimedes, Eudoxo
foi muito auxiliado, na demonstracao dos teoremas
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sobre as relagdes entre cones e cilindros ou entre
pirdmides e prismas, pelo fato de que Demécrito (c.
469-361 a.C.) ja havia descoberto,'sem demonstrar,
que o cone ou a pirdmide sdo 1/3 do cilindro ou do
prisma que tém a mesma base ¢ a mesma altura.
Como descobrira, mediante 0 método em questio,
os dois teoremas cujas- demonstracoes enviava a
Eratéstenes, Arqulmedes comenta: “Decidi divulgd-
o por escrito... porque estou convencido de que serd
muito (til para a matemtica; creio que outros, agora
ouno futuro, poderdo, gracasa esse método, descobrir
novos teoremas que até agora n3o ocorreram nem
mesmo a mim .

HEURISTICA ARQUIMEDIANA
Como saBemos, O método ficou perdido por
séculos e s6 foi redescoberto quando sua utilidade
matematica j era praticamente nula. Mas vejamos
em que consiste a técnica heuristica proposta por
Arquimedes. Ele apresenta como premissa (sem
demonstragdo) s proposicoes uma série de resulta-
dos relativos a estética e aos centros de gravidade: em
particular, como ji mencionamos, alguns resultados
sobre o centro de gravidade do cone, do cilindro e do
prisma. Utilizaremos notagdes algébricas sem seguir
os raciocinios geométricos de Arquimedes, esperan-
do que isso torne mais claro ao leitor 0 método que
empregou. Nao obedeceremos nem mesmo a ordem
com a qual ele apresenta seus resultados, limitando-
nos a expor a técnica que lhe permitiu descobrir o
“volume” e o centro de gravidade do paraboléide.

Consideremos um paraboléide P, cujo eixo tenha
0 comprimento a e o cilindro circunscrito C, com
altura a e circulo de base de raio b. Secionemos o
s6lido com um plano no ponto genérico x do eixo: o
circulo-segao Py, do paraboléide teré raio y, enquan-
to o circulo-se¢do do cilindro C, terd, obviamente,
raio b (ver ilustragdo no alto da pdg. 52). Dado que
os circulos estdo entre si como os quadrados dos
raios, teremos:

(8)PX:CX=y2:b2

Mas y e b sdo as ordenadas que correspondem as
abscissas x e a e, em uma parébola, os quadrados das
ordenadas so proporcionais s abscissas: y2 : b2 = x
: a. Teremos, portanto:

(YR 2 € =xa

ou seja, um circulo-segdo genérico do parabo-
I6ide estd para o circulo-segio do cilindro como
a abscissa do ponto de secgio estd para o eixo do
paraboloide.

Até aqui, Arquimedes ndo fez mais do que

ADETERMINACAO DO
centro de gravidade
da parabola, estudada
por Arquimedes, tem
implicagdes na
engenharia. Acima,

a ponte do porto de
Sidney, na Austrélia
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UMA SECAO DO
paraboléide
usada para
calcular o volume
e o centro de
gravidade

PARA A DETERMINAGAO
do “volume” do para-
boldide imaginamos

a concentragao, em
torno da extremidade
Ada balanga, de todos
os circulos-segao do
paraboléide
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aplicar teoremas bem conhecidos sobre os circulos e
a parabola. Neste ponto, entra em jogo a mecénica.
Imaginemos uma balanga de comprimento 2a e
extremidades A e B; imaginemos ainda que haja,
na extremidade A da balanga, o circulo-segdo do
paraboléide P, e no ponto da abscissa x esteja
o circulo-segao do cilindro Cy (ver ilustragdo na
pdg.53, ao centro). A lei da alavanca afirma que duas
grandezasseequilibramaumadistanciainversamente

LM' it Il
)
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proporcional as proprias grandezas. A balanca que
estamos imaginando tem um brago de comprimento
ae o outrox: a distincia de P em relacdo ao fulcro
da balanga é a e a de C, em relacdo a este fulcro é x.

" Podemos interpretar a relagdo (9) no sentido de que

as grandezas suspensas na balanga sao inversamente
proporcionais as suas distancias do fulcro: portanto,
estardo em equilibrio.

Note-se que a relagdo (9) foi obtida para uma
secao genérica e, assim, a conclusio vale para cada
circulo-secdo individual do paraboléide e para cada
circulo-se¢do individual do cilindro. Essa passagem
também ¢é justificada 2 luz do que Arquimedes
demonstrara em Sobre o equilibrio dos planos.

O passo crucial — aquele que, provavelmente
segundo Arquimedes, invalidava a corregdo formal
do procedimento, mas permitia descobrir a relagao
entre paraboléide e cilindro — é o seguinte: o que
ocorreria se, em vez de imaginarmos a distancia a em
relacio ao fulcro da balanga de cada circulo-secao
individual, considerarmos a distincia de todos os
circulos-segdo juntos? Isto €, e se concentrarmos
em torno da extremidade A da balanca todos os
circulos-segao do paraboléide (ver figura nesta
pagina ao centro)? Cada um desses fard equilibrio a
um circulo-segao individual do cilindro: todos juntos
deverdo fazer equilibrio ao cilindro inteiro. E todos
fardo equilibrio ao cilindro inteiro se imaginarmos
que o peso deste estard concentrado no seu centro

de gravidade e que o centro de gravidade de um L

cilindro estd na metade de seu eixo. Temos, portanto;

duas grandezas suspensas a uma balanga e que se

equilibrardo: no ponto A hd a massa dos circulos-
seao do paraboléide, a uma distancia a do fulcro; no
ponto C ha o cilindro (imaginado suspenso ao seu
centro de gravidade, ou com seu peso concentrado
no centro de gravidade), 2 disténcia a/2 do fulcro.
Conseqiientemente, dado que a alavanca’ests em
equilibrio, as duas grandezas serdo inversamente
proporcionais 3 distancia do fulcro. Teremos,
portanto (identificando o paraboléide com a massa
de seus circulos-segio):

(10)P:C=4a/2:a
isto é, o paraboléide devera ser igual 4 metade do
cilindro. '

Arquimedes também aplicou seu método para
determinar os centros de gravidade dos sélidos.
Vejamos como fez para estabelecer o centro -
de gravidade do paraboldide. Consideremos o
paraboléide P, com eixo de comprimento a, o cone
inscrito K e secionemos o sélido no ponto de abscissa
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abscissa x, como anteriormente (ver figura na pdgina,
no alto). Seja y o comprimento do raio do circulo-
secao Py do paraboléide e z 0 comprimento do raio
do circulo-segdo K. Seja b o comprimento do raio
da base do solido. Utilizamos, para simplificar, uma
linguagem algébrica para expressar as proporcdes
arquimedianas. A pardbola que gera o paraboléide
terd como equagio: y2 = (b%h) x e areta que gera o
coneaequagdoy = (b/a) x. Os circulos-secio do cone
e do paraboléide estardo entre si como os quadrados
dos respectivos raios. Portanto:
(PP e = y2 172 = (b%A) x : (b2A2) x2 =

a:x

Essa relagio vale, obviamente, para cada
par individual de circulos-secio do cone e do
paraboléide e nos diz que, construindo o mesmo
tipo de balanga mencionado, um circulo-secio do
cone, colocado 4 distdncia a do fulcro da balanca,
equilibra o respectivo circulo-segao do paraboléide
posto a distancia x do fulcro (ver figura nesta pdgina,
ao centro). Se colocarmos todos os circulos-secio do
cone 4 distdncia a do fulcro da balanca, essa massa
de circulos-segdo — isto é, o cone — equilibrari o
parabol6ide disposto em tomo de seu centro de
gravidade (ver figura nesta pdgina, embaixo). Tal
centro de gravidade ¢, justamente, o que queremos
determinar. Suponhamos que sua distincia em
relag3o ao fulcro da balanca seja w. Dado que o
cone equilibra o parabol6ide a essa distincia, a lei da
alavanca nos diz que:

(12)K:P=w:a -

Mas a relagdo K : P é conhecida: K = 2/3P (alg
que se conclui imediatamente do fato de que P ¢
a metade do cilindro circunscrito e K é 1/3 deste
cilindro). Portanto, K: P =3: 2 = w: a. E como dizer
que o centro de gravidade do paraboléide estd a uma
distdncia de 2/3 em relagao ao fulcro da balanca ou,
para usar a expressdo de Arquimedes, “divide o eixo
de tal modo que a parte na direcdo do vértice seja o
duplo daquela na direcéo da base” do paraboléide.

Para simplificar a exposicdo, nos limitamos ao
caso do paraboléide (M.4-5). Mas O método é
muito mais rico: trata da quadratura da paribola
(M.1), do volume da esfera e do elipside (M.1),
dos centros de gravidade do hemisfério e do semi-
elipsdide (M.6-7), dos segmentos de elipséide
e seus centros de gravidade (M.8-10) e sugere
que 0 mesmo procedimento pode ser usado para
determinar o “volume” e o centro de gravidade do
hiperboléide (M.11). Todas essas proposigdes sio
tratadas usando a técnica que descrevemos para o
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paraboldide e com variagdes préprias ao caso, mais
ou menos complicadas conforme a figura em jogo.
As proposicdes restantes (M.12-15) sdo
dedicadas a um dos dois teoremas que Arquimedes
enviaraa Eratéstenes. O primeirorefere-se a chamada
unha cilindrica. Considere um prisma reto de base
quadrada no qual é inscrito um cilindro. O prisma é
entao cortado por um plano que passa pelo centro do

ASEGAC DO

- cone inscrito

no paraboldide
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ACIMA, REPRESENTAGAO
geométrica da “unha

cilindrica”

0S DOIS MODELOS
comparam o centro
de gravidade,
respectivamente,
do paraboléide e do
cilindro e do cone

e do paraboldide,
representando 0s
resultados obtidos
por Arquimedes

Shintaro Ono

Eiji Hayashi

circulodeumadasbases docilindroe porumdoslados
do quadrado da face oposta do prisma (ver ilustragdo
acima). E justamente uma dessas proposicoes (a
M.14) que, recentemente “restaurada”, abre novas
possibilidades interpretativas sobre o modo pelo
qual Arquimedes compara as segdes dos solidos.
Nio podemos aqui entrar nos detalhes. Esperamos,
porém, enfatizando a possivel importincia dessa
descoberta, que alguns leitores se animem a consultar
o artigo de Netz, Saito e Tehernetska.

O palimpsesto é interrompido no fim da propo-
sicio 15: o restante do texto estd definitivamente
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perdido. E quase certoque, nasproposicdes seguintes,
Arquimedes tratasse do outro teorema proposto a
Erastétenes: demonstrar que o solido formado pela
interseccdo de dois cilindros inscritos em um cubo
dispostos em cruz € igual a 2/3 do cubo.

Os dois problemas mencionados ultrapassam
o corpus arquimediano e devem ser considerados
como os ltimos resultados que obteve e demonstrou.
Analogamente, os teoremas relativos aos centros de
gravidade dos solidos pertencem, provavelmente,
aos tltimos anos de sua pesquisa matemética. O
método é, assim, um documento precioso também
deste ponto de vista: além de apresentar a heuristica
arquimediana, fornece indicagdes sobre a evolucdo
de sua pesquisa em campos ndo documentados pelo
resto do corpus de sua obra (ainda que em Sobre
os corpos flutuantes ele faga referéncia ao centro de
gravidade do paraboléide).

O que Arquimedes apresenta em O método
também suscita problemas sobre a cronologia da
descoberta e da composicdo das obras conhecidas
antes de 1906. Ja dissemos que, gracas a O método,
conhecemos hoje as intuigdes que o orientaram na
descoberta da superficie da esfera. Um problema
andlogo coloca-se para A quadratura da pardbola.
Sabemos que a quadratura é obtida de dois modos, 0
geométrico e 0 mecanico. E interessante observar que
ademonstracio “mecénica” expostaem QP.4-17 ndo
é sendo a reformulagio rigorosa do que Arquimedes
apresenta na primeira proposigao de O método. Qual
arelacioentreas duas? Teriasidodescoberta primeiro -
a técnica do “método mecanico” que, aplicada a
parébola, fomece a quadratura “mecanica” de QP
e s6 depois teria sido elaborada a demonstracao
geométrica? Ou, inversamente, a demonstragao
primitiva seria a geométrica e posteriormente,
refletindo sobre essa e sobre certas propriedades
da paribola, Arquimedes teria inventado o método
aplicado com tanto éxito & esfera, aos conéides, aos
esferdides e aos centros de gravidade?

No finalde M1, depois de elucidara quadratura
da parabola, Arquimedes escreve: “O que acabamos
de afirmar ndo é demonstrado pelo que precede
[isto &, pela técnica do método mecanico, N.dA.]
mas leva a crer que a conclusdo seja correta. Como
sei que a conclusao nao foi demonstrada, embora
possamos suspeitar que seja verdadeira, fornecerei
no devido tempo a demonstragdo geométrica que ja°
descobri e publiquei”.

O palimpsesto se interrompe depois de M.15
e, portanto, nio sabemos se Arquimedes enviou de
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fato a Eratostenes a “demonstragio geométrica” que
menciona e qual seria esta. A frase suscita, ainda,
outro problema: por que Arquimedes avalia que
os resultados obtidos com seu método nao podem
e ndo devem ser considerados verdadeiramente
demonstrados?

As interpretaces divergem a esse respeito
e remetemos o leitor ao apéndice do livro de
Dijksterhuis. Em nossa opinido, como sublinhado
anteriormente, o ponto delicado da técnica proposta
porArquimedeséapassagem doestudoindividual das
segdes (de dois objetos que estao sendo comparados)
para o estudo coletivo. Afirmar, por exemplo, que o
cilindro é “feito” de todos os seus circulos-segdo é
quase um absurdo no contexto da geometria grega.
O problema vincula-se & questio da composicao do
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continuo: a reta ndo é feita de infinitos pontos, ainda
que contenha infinitos pontos. Isto é, ndo ¢ possivel
reduzir um corpo ao agregado infinito de suas segdes
bidimensionais, ou uma figura plana ao agregado de
suas se¢des unidimensionais.

Toda a teoria das proporgdes e toda a geometria
da medida se baseiam na recusa de uma concepgio
desse tipo. Pensemos, por exemplo, no axioma de
Eudoxo-Arquimedes ou na definicao de grandezas
que tém relagao entre si apresentada nos Elementos
de Euclides: dadas duas grandezas, uma delas pode
ser multiplicada até superar a outra. Ora, por mais
que multipliquemos o circulo-segio do cilindro ja-
mais obteremos um objeto tridimensional. A com-
paracao entre grandezas de dimensdo diferente é
explicitamente excluida pela teoria das proporcoes.
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NAS MARGENS DO MAR
Imbrium, na Lua, a
cratera batizada de
Arquimedes (acima), e
a cratera Eratdstenes .
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