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P. A demonstração reproduz as linhas de 2.Xll: se
considerarmos o paralelogramo R circunscrito a E
dado que'2To = R > P, teremos To > P/2 (zm'$gura
napág..36).

'Baseado nisso, Arquimedes .propõe, sem
demonstrar, o seguinte corolário: "É evidente que
nesse segmento]parabó]ico] é possível inscrever
um polígono tal que os segmentos restantes selar
menores que qualquer superHcie determinada. E
claro que se conamlos continuamente qualquer coisa

que, conforme a demonstração precedente, é maior
que sua metade, os segmentos restantes se tomarão
menores que qualquer supeHície determinada

Citamos o texto de Arquimedes porque é um belo

exemplo de seuestilo. O que signihca aqui "evidente"?
Tãvez fosse claro para os seus correspondentes

alexandrinos que ele estava refazendo o que Eudoxo
demonstrará e sistematizada em relação aos teoremas

citados acima. Talvez fosse evidente apenas pa'a
os mais versados em geometria, como seus amigos

base. altura e vértice dq um segmento de parábola:

a base é a Teta que intenompe a parábola, a altura

é a perpendicular máxima que pode ser traçada da
cuja até a base e o vértice o ponto a partir do qual.a

alara é traçada. Percebe-se facilmente -- utilizando

as propriedades elementares .da parábola -- que
dado um segmento de parábola, a.altura é associada

à teta paralela ao diâmetro da parábolatraçada desde

o ponto central da base (zzr qtzMro ao lado)(QP. 18).
Esse teorema permite compreender como devem
ser formadas as figuras Tp T2-.: basta, a cada vez,

dividir pela metade a base dos segmentos
Esdarecido como formar o polígono inscrito

na parábola, prossigamos a analogia com o que
é elaborado na pn)posição 2.Xll. Este polígono

se aproxima da parábola, isto é, pode ser inscrito
nesta um polígono de tal forma que os segmentos
restantes sejam menores do que qualquer grandeza
determinada. Em 2.Xll dos Elementos, essa questão

é tratada com abundância de detahes. Vejamos o

que faz Arquimedes. Em QP.20.demonstra um fato
quase óbvio, isto é, que To é maior que a metade de

T.

PROCEDIMENTO USADO

por Arquimedes em
A quadratura da paróbo/a

RELAÇÕES PROPORCIONAIS
RrvoKNrmos AO desenvolvimento da demons-

tração arquimediana. Uma vez estabelecido que
o polígono formado pela divisão contínua da base
aproxima-se do segmento parabólico, Arquimedes
mede esse polígono, isto é, estabelece que relação
mantém com o triângulo inicial To. Na proposição

19(explorando a propriedade.fundamental da pará-
bola, ou seja, que os quadrados das ordenadas são
PK)prcionais às abscissas -- ua' quadro ao lado),
Arquimedes demonstra que, a cada vez que repete ?
k)rmação dos triângulos, o triângulo do qual pane é

ÜihlV:mJ:'''r;.?vH:;ni
Depois disso é medido o polígono em relação a

T.. O que Arquimedes estabelece(QP.22) é, essen-
cialmente, que:

(1) To + To/4 + To/42 -- -T0/4n : 4/3To - 1/3

IT./4') . .:
Em seguida, demonstra que o segmento pa'abó-
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hco P é 4/3 de To. No contexto da matemática grega
isso não pode ser obtido mediante uma demons-

tração direta(algo que exigiria uma soma infinita),
sendo necessário recorrer a uma prova por redução
ao absurdo. De fato, por um duplo absurdo: é preciso
mostrar que P não pode ser nem maior nem menor

que 4/3 To. A igualdade entre uma figura curvilínea
e uma retilínea assume um caráter, por assim dizer,
negativo.

Suponha-se que P > 4/3 'Ío. Forma-se então um
polígono

(2) e : To.* Ti ' T2 * ... * T. = T. -- TV4
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T./42 * ... To/4'
tal que P - O < P - 4/3To, o que equivale a dizer

que O> 4/3To mas isto é impossível. De fato, para a
relação (1) temos:

(3) O= To -- To/4 -- To/42 *.- To/4n = 4/3To - 1/3

ITo/4-)
isto é, 0 < 4/3To.

Resta mostrar que o segmento parabólico não
pode ser menor que 4/3To. Se o fosse, seria k)finado
um polígono O= To * To/4 -- To/42 -- - To/4', de
tal modo que To/4' ; T. seria menor que 4/3To
- P. Da relação (1) temos que O : 4/3To - 1/3T. e,
portanto,
(4) 4/3 To - 0 : 1/3T. < T« < 4/3To - P
isto é, O> P, o que é absurdo, pois O é um polígono

inscrito no segmento parabólico.
Conseqiientemente, o segmento parabólico deve

ser igual a 4/3 do triângulo de mesma base e altura.
Já a semelhança entre os métodos de Eudoxo,

que descrevemos, e os de Arquimedes é ainda mais
impressionante se examinarmos rapidamente a pri

medra proposição de A medida do círculo, na qual
Arquimedes demonstra, seguindo essencialmente.o
mesmo caminho, que o círculo C é igual ao triângulo

retângulo T cujos catetos são a circunferência retifi-
cada e orago.

Ele procede mediante uma dupla redução ao
absurdo, dando como certo que os polígonos regu-
lares inscütos na circunferência se aproximam do
círculo. Se C > T forma-se um polígono p tal que C

- P< C - T. Assim, o polígono p seda maior que o

triângulo. Mas isso é absurdo. De fato, o perímetro
do polígono ê menor que a circunferência retificada
(por quê?). ,E dado que o polígono é igual a um triân-

gulo tendo como base o perímeao e altura o apótema
(que é menor que o raio do círculo), o triângulo T
(que tem por base a circunferência e por altura o raio)

resulta maior que o polígono: portanto, o círculo não

pode ser maior que o triângulo. Se, em vez disso: C
< T, consideremos então os polígonos circunscritos
ao círculo. O texto que chegou a nós alude de forma
bem resumida a uma possível demonstração do fato

de que também os polígonos circunscritos se aproxi-
mam do círculo. Considere um polígono circunscrito

P tal que P - C < T - C. P seria assim menor que o

túângulo T o que é absurdo. De fato, a altura de T é
o raio e a sua base a circunferência: mas o perímetro

do polígono é maior que a circunferência(por quê?)
e será, portanto, igual a um tüângulo maior que T.

Vale lembrar que o texto de .A media do dr-
cuZo nos chegou deteriorado. Apesar disso, não há
dúvida de que representa outro exemplo da técnica
demonstrativa arquimediana e de seus vínculos com
a de Eudoxo. E, sobretudo, representa ouço exem-

plo daquele estilo elíptico, acessível apenas aos ini-
ciados, que mencionamos ao tratar da quadratura da
parábola. Vários aspectos são pressupostos ou ape'
nas sugeridos. Além disso, a demonstração empre'
ga, implicitamente, postulados que Arquimedes
estabeleceu em outra parte, mais precisamente em

Sobre a egera e o dZíndro: trata-se dos postulados

que permitem estabelecer relações de maior ou
menor entre linhas netas e curvas com os mesmos

exnemos(e que respondem aos "porquês" que nos
atormentaram acima).

É claro que a demonstração da quadratura da
parábola depende do conhecimento a pHoH do resul-
tado. Surge assim o problema: como Arquimedes
fez para saber que a parábola era exatamente 4/3 do
tüângulo? Trata-se de um problema mais geral: todas
as demonstrações arquimedianas relativas à geometria
da medida são efetuadas de forma indireta e exigem

que o resultado seja previamente conhecido. No caso

em questão, podemos especular que Arquimedes
teria raciocinado mais ou menos da seguinte forma:

o polígono preenche a parábola, entre os seus vários
pedaços há uma relação simples(cada um é um
quarto do precedente), estimemos qual deve ser a
soma desses pedaços(4/3) e depois demonstremos

que é de fato 4/3. Mas além de essa conjectura não
tei: bases textuais, em outros casos é bem mais difícil

imaginar, com base no texto da demonstração, qual
teria sido a via heurística seguida.

Por exemplo, para permanecer no âmbito da
quadratura da parábola, a primeira demonstração do
texto, a "mecânica", utiliza propriedades mais ocul-

tas da parábola e reduz, de modo surpreendente,.a

quadratura ao conhecimento do centro de gravidade
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do triângulo. A situação é ainda mais complexa em
outros casos, como o de Sobre a eHera e o d/ítzdro ou

o da determinação da relação entre hiperbolóides de
rotação e cone inscrito em Co?zóída e es$eró{(bí ou,
ainda, o da retificação da circunferência obtida em

Sobre u espiral.

Daí a importância da descoberta de O méto-
do: como veremos em mais detalhe, nessa obra

Arquimedes apresenta a Eratóstenes o procedimento
heurístico que seguia. A descoberta desse texto ilu-

minou o "segredo de Arquimedes", que os matemá-
ticos do Renascimento tardio tentaram desvendar.

inventando ao mesmo tempo métodos e conceitos
que gerariam a matemática modema. O método per-
mite esclarecer o procedimento, bastante obscuro,
que Arquimedes emprega na quadratura mecânica
da parábola e elucidar as relações entre mecânica e
geomeaia em seu pensamento.

O outro ponto que gostaríamos de enfatizar

é o seguinte: ao avaliar a área do polígono O,
Arquimedes demonstra a relação(1). É interessante
observar que, utilizando os mesmos meios e a mesma

linguagem de Arquimedes, é possível demonstrar

facilmente uma relação geral do seguinte tipo:
(5) To ' To/k . To/k2 . -. To/k" : k/(k - 1 ) To - l/(k
- l) ,T.A-

Na verdade estamos exagerando um pouco. A
linguagem da geometria grega não é algébrica e, em
certo sentido, nem mesmo é passível de algebriza-

ção. Usamos a notação algébrica aqui apenas por
comodidade e concisão, mas a tradução algébrica de
um texto geométHco grego pode ser enganosa. Dito
isso, porém, um enunciado geral do tipo(5) estaria
perfeitamente ao alcance de Arquimedes. Mas não
encontramos em sua obra qualquer esboço ou tenta-

tiva de generalização. A proposição QP22 é apenas

um lema, com vistas a obter um resultado que serve
para a demonstração do teorema principal.

A situação não é isolada: Arquimedes(e tampou-
co a geometüa grega) não considera casos gerais. Sua
atitude é diametralmente oposta à do matemático
modemo, que sempre tcnta formular o enunciado
nos terHOS mais gerais possíveis. Essa diferença não

é casual mas reflexo de uma distinção mais profunda
entre a matemática antiga e a nossa. Examinámos

extensamente A quadratura ü- paüboZa, mas não
poderemos fazer o mesmo com as outras obras de
Arquimedes. Mencionaremos apenas seus conteú-
dos e alguns problemas que eles suscitam.

Sobre a e:s/era e o dZíndro contém resultados
relativos ao "volume" da esfera e à supeúcie esférica.

A técnica demonstrativa é, em parte, similar à pre-
sente na obra Á medíü do círculo, mas aplicada a
situações bem mais complexas. Quanto aos aspectos
volumétricos, Arquimedes demonstra que a esfera é
igual a 2/3 do cilindro a ela circunscrito. Para isso,
deve construir aproximações à esfera, e uma escolha
natural é a de considerar os polígonos inscritos e cir-
cunscritos a um círculo e depois fazer a figura rodar.
A rotação do círculo produz uma esfera, a rotação
dos polígonos gera sólidos inscritos e circunscritos
à esfera feita de cones e partes de cone. Assim como

os polígonos se aproximam do círculo, esses sólidos
devem se aproximar da esfera. Ou não?

MARCO TÜUOCiCCRO

descobrindo a tumba de

.4rquimedes, pintura de
BenjaminWest

AF RATO DE POSTULADOS

Com EFEITO, AS COISAS não são assim tão sim-

ples. Para aplicar essa intuição, Arquimedes precisou
mobilizar um poderoso aparato de postulados, lemas
e teoremas que permitiam avaliar as relações enfie os

sólidos obtidos pela rotação. Além disso, o problema
era ainda mais complexo. Segundo O mãodo, a
ídéia que o guiava era a seguinte. Dado que o círculo
é associado ao triângulo retângulo que tem por base a
circunferência retificada e por altura o raio, é razoável

conjeturar que a esfera seja associada ao cone que
tem como círculo de base a supeúcie da mesma esfe-

ra e como altura o raio da esfera. Pressupondo que tal
conjetura seja válida(e o é), a determinação do "volu-

me" da esfera vincula-se com a da sua superHcie.
Essa dupla operação heuástica está implícita na

demonstração e a obscurece. De qualquer forma,
tentaremos esboça-la. Arquimedes determina pri-
meiro a super6cie lateral do cone. Note-se que os
resultados relativos ao "volume" do cone remonta-

vam a Eudoxo e, nos Elementos, não há demonstra-
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a soma de todas as bases é a superfície do sólido
'maçã descascada". A intuição sobre a relação entre

superfície e "volume" é assim verificada para o sólido
aproximativo. Ora, o problema é o de calcular esse
cone que tem por altura a perpendicular em um lado

do polígono e por base a superHcie da "maçã". Qual
a soma de todas as superHcies?

Para calcula-la, Arquimedes descreve cada
superHcie envolvente como um círculo, cujo raio é
a média proporcional entre duas linhas, uma dessas
sendo fixa: se a super6cie da "maçã" é dada por SI '

S2 + SS + -. demonstra-se que a superfície Si é igual
ao círculo de raio ri, em que ri satisfaz ri2: 1 - Li e

em que lé o lado do polígono e os Li são tais que sua
soma seja igual à soma de todas as cordas al, a2, a3-
(uafgura à aq.,l. Trata-se de uma escolha oportuna,
pois para somar os círculos basta somar os quadrados
deseusraios:

SI ' S2 * S3 ' -. : l (r12 -- r2z . r3: . -.) : H (l " LI --
l x Le + l x L3 + ...; :

al x (L -- L2 -- L3 -- .-) : nl x (al * az ' a3 * -.)
O problema(difícil) de somar as super$cies cóni-

cas é. assim, reduzido de forma mais ou menos mira-

culosa a um outro, aparentemente não menos difícil:
o de somar certas cordas de um círculo. Intervém aqui

um outro dem ex mac;zitta. Na proposição SC.21 .1,

utilizando-se somente a propriedade da semelhança
dos triângulos e das proporções, demonstra-se que
l * (al * a2 ' a3 '-.) : d * A, em que d é o diâmeuo

do círculo e A é o segmento de Teta que subtendê a
metade dos lados do polígono com exceção de um.
Dito de outra maneira, a base do cone equivalente à

'maçã mal descascada" é reduzida a um círculo cuja
medida depende somente do diâmetro e do número
de lados do polígono inscrito. Podemos compre'
ender assim que esses resultados sejam exatamente

o cálculo que Arquimedes procurava: de fato, se o
polígono tem um número de lados suficientemente

grande, A terá um comprimento pouco menor que o
diâmetro d e n(d * A) será pouco menor que n(d * d)
: n(2r * 2r) = 4nr2. Em outras palavras, a superHcie

da "maçã descascada" aproxima a superHcie esférica

e vale aproximadamente quatro círculos máximos; a
maçã" aproxima a esfera e é pouco menor que qua-

tro vezes o cone que tem por altura o raio e por base
o círculo máximo da esfera.

Obtido esse valor, resta ainda demonstrar muitas

coisas: que a "maçã" se aproxima da esfera e que sua

superHcie se aproxima da superHcie esférica; mostrar,
mediante dupla redução ao absurdo, que a superfície

esférica é igual a quatro círculos máximos(SC.33.

ções relativas à superfície cónica: trata-se, portanto,
de resultados oüginais.(Esse fato levanta um proble-

ma: entro.Eudoxo e Arquimedes decorreu quase um
século, cabendo assim perguntar de que se ocuparam
os matemáticos alexand.mos nesse p.'j"'io.)

Munido desse instrumento, Arquimedes inscre-
ve na esfera um sólido semelhante a uma maçã des-

cascada por alguém desajeitado: no círculo máximo
é inscrito um polígono de 4n lados e, em tomo do
diâmetro AC, a esfera é geada (zzr#gzzra adtm,l. A
supeúcie esférica mudará de aspecto, enquanto o
polígono gerará um sólido feito de cones e partes de
cone, envolvido assim em um soma de supeúcies
cónicas(SC.23.1). Nesse ponto trata-se de mostrar
que, para esse sólido, vale a intuição que menciona-
mos, ou seja, cada uma das partes de que é constituí-

do é igual ao cone que tem por altura a perpendicular
traçada no lado do polígono desde o centro da esfera

e por base a superHcie cónica que o envolve. A figura
aproximativa resulta, portanto, igual a uma soma de
cones, todos de igual altura, mas de base diferente:
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1) e, por fim, que a esfera é quatro vezes o cone que
tem por altura o raio e por base o círculo máximo da
esfera(SC.34.1). Após isso, é um corolário faca de

mostrar que a esfera é igual a 2/3 do cilindro a ela
circunscrito.

Não avançaremos mais no labirinto de Sobre a

í?limo e o dZÍndro. O que importa assinalar é quê os
lemas que sustentam todo o ediHcio demonstrativo

los que servem para calcular as somas que descreve-
mos acima) baseiam-se em propriedades do círculo
que intervêm de forma inteiramente ad /zoc. Trata-se

de uma característica que Sobre a elÓHU e o dZíndro
tem em comum com a quadratura geométHca da
parábola: a construção dos polígonos apioximativos

e o fato de que são dispostos segundo uma progres-
são geométrica dependem de propriedades especiais
da parábola. Como veremos adiante, nas obras mais

maduras de Arquimedes essa capacidade de utilizar
de modo genial as propriedades da figura estudada
tenderá a ser substituída por raciocínios mais gerais
ou, pelo menos, generalizáveis.

NA ESPIRAL,O RAIO
é proporcional à

medida do ângulo

de estudar uma nova curva, a espiral. l.)e fato, Sobre

as esp rah é uma obra singular. Após expor uma série
de lemas, Aiquimedes define a espiral de modo cine-
mático: uma teta de exüemidade fixa roda unibrme-
mente; sobre ela move-se, de modo uniforme, um

ponto: a curva descrita por esse ponto será a espiral
l«wfigu,a ad««,).

Os resultados mais interessantes relativos a essa

curva são dois. O pHmeiro diz respeito à tangente
(u iZtíitrução tza /xíg. 40D: suponha que a Teta

que gira tenha realizado uma revolução completa
e tome a tangente à espiral neste ponto. Do centro

de rotação trace a perpendicular à neta: o segmento
de perpendicular compreendido entre o centro de

rotação e o ponto de intersecção da perpendicular e
da tangente será igual à circunferência do "primeiro
círculo", isto é, o círculo que tem como raio o seg-
mento compreendido entre o centro de rotação e o

ponto de tangência (Sp.18). O segundo resultado
estabelece que a superfície compreendida entre a
primeira revolução da espiral e a Teta que gira é igual
a 1/3 do primeiro círculo (Sp.24).

Arquimedes determina aqui a retificação da
circunferência, ou melhor, reduz o problema da
retificação ao de traçar a tangente à espiral. Mas
não só isso. O que realmente impressiona é como
pede conceber o resultado e como pede elaborar
a demonstração. Infelizmente, em O mãos não
se fala de espirais e, assim, qualquer resposta a tais
questões é mera conjetura.

Essa obra exerceu grande fascínio em homens
como François Vinte (1540-1603, inventor da

álgebra simbólica e de sua aplicação à geome-
tüa) e Galileu. Além dos resultados obtidos por

O ESTUOB DA ESFERA
SOBnx A ESFERA E o CiUNnRO é talvez a obra
mais complexa de Arquimedes. A dificuldade não é

tanto compreender o objetivo da obra quanto enten-
der o caminho que percorreu para obter seus resul-

tados. Não surpreende, assim, seu desejo de que o
resultado fosse esculpido em sua tumba. Foi uma
de suas obras mais estudadas, inclusive em razão da

importância das conclusões, relativas a figuras bem
conhecidas na tradição da geometria da medida.

A descoberta dos resultados sobre à esfera abriu

um novo campo de problemas a Arquimedes e aos
geõmetras capazes de acompanha-lo. Por exemplo,
encontrar uma esfera igual a determinado cone ou

cortar uma esfera de tal modo que os segmentos obti-
dos tenham uma deteminada relação. Esses e outros

problemas são discutidos no limo ll de Sobre a eÓera
e o d/í?zero. Mas Arquimedes transmitiu suas idéias
a Cõnon sem demonstração e retardou o envio desta
a Alexandria. Assim estimulava os matemáticos ale.

xandrinos a estudarem os sólidos gerados pela rota-
ção das sêções cónicas. Tais ink)rmações provêem da

carta com a qual enviava Sobre espíraü a Dosite. O
envio do texto tinha o objetivo de fomecer aos mate-

máticos de Alexandda as demonstrações relativas a

um problema cujo exame bra proposto a eles.
Esse problema, segundo Arquimedes, dizia res-

peito a outro tipo de questão e "nada tinha em
comum" com aquelas relativas aos sólidos: tratava-se
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A RETIFICAÇAO
do círculo: o

comprimento da
circunferência é

equivalente ao do
eixo vermelho

meias tentativas de construir um modelo matemático do que a metade.

dela determinada. A demonsü.ação é simples: a dize- aproximem da figura. . .
vença entre a figura circunscrita e a inscrita é igual ao Não vemos, no uso que Arqutmeaes iaz ']
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proposição CS. 1 9, um distanciamento em relação
a essa prática. Assim, quando ele precisa operar
uma dupla redução ao absurdo para demonstrar,
por exemplo, que o parabolóide é metade do cilin-

dro circunscrito, sua estratégia é executar duas
demonstrações separadas, utilizando dois tipos de
aproximativas: primeiro a inscrita (o parab(ilóide
não pode ser maior do que a metade do cilindro),

depois a circunscrita (para mostrar que não pode
ser menor). A verdadeira novidade parece resi-
dir, sim, no fato de que Arquimedes determina,
de uma só vez, a construção das aproximativas
inscritas e circunscritas para três tipos diferentes
de sólidos: o parabolóide, o hiperbolóide e o elip-
sóide. E consegue fazê-lo porque abstrai as pro-
priedades particulares, de "posição"(as equações,
diríamos hoje), para se concentrar, em vez disso.

nas propriedades de tipo métrico-topológico: em
CS.19 a propriedade fundamental em logo é a
monotonia" das figuras.

OS CILINDROS

circunscritos ao

parabolóide estão
entre si como os
números inteiros

TRAmMENTO ELEGANTE
MAS, UMA VEZ estabelecida a proposição 19,
trata-se de obter uma avaliação caso a caso das
figuras aproximativas feitas de cilindros. No caso
do parabolóide é muito fácil: os cilindros de mesma

altura estão entre si como as bases; mas as bases

são círculos, que estão entre si como os quadrados
dos raios, raios que são as ordenadas da parábola
que gera o convide. Os quadrados das ordenadas
de uma parábola estão entre si como as abscisgàs.
Os cilindros da figura inscrita e circunscrita estarão.
portanto, entre si como os números 'inteiros: 1: 2:
3.- O caso do elipsóide é ligeiramente mais com-

plexo, mas- tratável ao passo que o do hiperbolóide

é complicadíssimo. Nas três situações Arquimedes
descobre a estimativa correra da relação entre a figu-
ra em degraus(inscrita ou circunscrita) e o cilindro
circunscrito ao conóide ou ao esferóide utilizando

as aritméticos sobre a soma de progressões(no
caso do parabolóidç, a questão se reduz a calcular a
soma dos primeiros n inteiros),

Não entraremos no detalhe da demonstração:
basta sublinhar como a separação entre o lema de
aproximação (CS. 1 9) e o cálculo das aproximativas
permite a Arquimedes tratar rapidamente e com
elegância uma. matéria que, de outra forma, seria

bastante complexa. A proposição CS.27 demonstra
que o semi-elipsóide é igual à metade do cone ins-
crito. Dado que o hemisfério é um caso particular
de semi-elipsóide, CS. 19 e CS.27 demonstram, de

uma só vez, o resultado da proposição 35 do pri-
meiro livro de Sobre a esfera e o cíZÍlzdro. Mas, como
dissemos, SC.35.1 não era extraído, dessa forma
simples, de um lema de aproximação...

O que teria ocorrido entre Sobre a eiÓma e o
d/índio e CotzóÍdei e e:#eróídes? As cartas a Dosite
que acompanhavam Sobre eípiruü e ConóÍder
É? eilÓmóídes sugerem que os resultados em ques-
tão foram obtidos nesta ordem: SC(esfera), CS
(parabolóide), SoZ)re w espÍrah, CS(esferóide), CS

(hiperbolóide). Como vimos, a seção do parabo-
lóide é proporcional à abscissa e é namral e fácil
calcular o parabolóide(basta saber fazer uma soma

como a -- 2a -- 3a .... + na). No caso de Sobre
w esPírniç, porém, não há propriedades fáceis e

intuitivas. Mas, também neste caso, o problema
de avaliar a área da espiral em relação ao' primeiro
círculo se reduz a calcular uma soma: a2 + (2a)2 +

* (na)2. Arquimedes descobriu que essa soma

podia ser empregada também para o elipsóide. O
hiperbolóide continuava a desafia-lo, obrigando-o
a elaborar um resultado muito complicado' M
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oZn'e o equiZíbt'io doi phnoi chegou a
nós em dois livros e é um dos textos
que mais circularam no mundo anti-
go. O primeim livro, que contém 15

proposições, trata dos fundamentos da estática
geométrica: com base em postulados Klativos
à balança de braços iguais é deduzida a lei da
alavanca(EP.6-7.1). Segue-se a determinação
do centro de gravidade do paralelogramo, do
triângulo e do trapézio, tema que fecha o pri-
meiro livm. O segundo abre com uma nova
demonstração da lei da alavanca, desta vez para
o caso particular em que são associados à balan-
ça dois segmentos de parábola. As outras nove
proposições são dedicadas à determinação do
centro de gravidade do segmento de parábola
(EP.2-8.11) e do tacho de um segmento de
parábola, especie de "trapézio" parabólico.



AS PROPOSIÇÕES

''q
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A LEI DA ALAMNCA
na demonstração

de Arquimedes

Se o segundo livro parece genuinamente arqui-

mediano(provam-no o estilo e a referência constante
a resultados obtidos em A quadratura & parábola),

há dúvidas em relação ao primeiro. De fato, esse
texto é iniciado sem nenhuma definição de alguns

conceitos-chave, como equilíbrio, centro de gravi-
dade da figura e igualdade dos pesos. Alguns postu-
lados parecem ter pouca relação com o uso que deles
se faz no texto; e, coisa bizarra e conaária ao estilo

de Arquimedes, a proposição EPll.l parece não
ser mais do que um caso particular do postulado 5.
Além disso, a segunda parte da demonstração da lei
da alavanca(EP.7.1) não demonstra absolutamente
nada. talvez em razão da deterioração do texto. Por

fim, essa demonstração é repetida, para um caso
particular, no início do segundo livro

O método, na qual discute o centro de gravidade de

figuras sólidas, e não só de figuras planas. Os rolos de

papiro continham textos de cerca de 20 mil palavras
e é possível que tenha sido perdida justamente a
parte em que Arquimedes discutia os princípios do
equilíbrio e o centro de gravidade dos sólidos. Mas
examinemos melhor o conteúdo.

Os primeiros três postulados tratam do equilíbrio
da alavanca: pesos iguais se equilibram a distâncias
iguais, pesos desiguais não(postulado 1); se dois
pesos se equilibram a certa distância e a um deles é
acrescentado ou subtraído algo, o equilíbrio se rompe

(postulados 2 e 3). Com base nisso, deduz-se que as
grandezas se equilibram a uma distância inversa:
mente proporcional aos pesos: a demonstração é
dividida em duas partes, que tratam, respectivamen-

te, do caso em que as grandezas são comensurávêis
(EP.6.1) e incomensuráveis(EP.7.1).

A demonstração da proposição 6.1 tem sido

objeto de intensos debates desde que Emst Mach
apontou, em 1912, que ela continha uma petição de

princípio. A crítica de Mach é a seguinte. Pode-se
exprimir a condição de equilíbrio de pesos diferentes
colocados a distâncias diferentes do fulcro dizendo

que o "momento estático", dado algebricamente pelo

produto P - L é o mesmo para os dois pesos' Ora,
observa Mach, os primeiros três postulados seriam
satisfeitos também caso o momento fosse dado, não

pelo produto P * L como ocorre na realidade, mas
pelo produto P * f(L) do peso vezes uma função
crescente qualquer da distância, por exemplo P *
LZ. Ttxlavia, somente a lei P * L garante a validade

de EP.6.1; portanto, sua demonstração contém uma
suposição substancialmente equivalente à fórmula P
* L para o momento P à distância L. Isto significa

que a demonstração da proposição 6 envolve uma

ESCRITO MUTILADO
EssAS E ouTRAS considerações levaram J. L.
Berggren a sustentar que boa parte do primeiro
livro é espúria. O problema é muito complexo para
ser tratado aqui. Seja como for, trata-se de um texto

em que falta algo: prova disso é a proposição 6 de A

qtz(üru ura ciz lmláboh, na qual Arquimedes discute
o equilííbrio da balança. Nessa demonstração, ele faz
referência a uma série de teoremas e definições relati-

vas a conceitos de equilíbrio e de centro de gravidade,

dizendo que "essas coisas foram demonstradas nas
proposições mecânicas". Segundo hipótese plausí-
vel o texto de que dispomos hoje é uma compilação,
baseada talvez em um escrito mutilado: o compilador

teria feito o melhor possível para completa-lo.

A produção de Arquimedes nesse campo tinha,
de fato, alcance bem maior, como atestam suas

referências a obras sobre o equilíbrio, suas citações
de autores antigos como Herão e Pappus e a obra
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hipótese.oculta que é equivalente à própria tese que
se quer demonstrar.

A posição de Maca suscitou inúmeros debates

cujo b:lanço o leitor pode encontrar no Arqtzíme&T
de Dijksterhuis. Aqui vamos apenas apresentar a

resposta de Dijksterhuis a Mach, o que permitirá,
enfie outras coisas, descrever a demonstração arqui-
mediana.

Secam A e B duas grandezas comensuráveís (uer
#8uru na /üg. ao &z(b), cujos centros de gravidade são:

resFctivamente, E e D. Seja C o ponto do segmento
ED, tal que EC : DC = A : B. Tuta-se de demonstrar

que C é o centro de gravidade da grandeza composta
por A e B. Começa-se duplicando o segmento ED e
acrescenta-se o segmento DK igual a CE a partir de
D e o segmento LE igual a CD a partir de E. Se H é
tal que HD = DK, resultará que LH = 2CD e HK :
2CE; temos, assim, HK : LH :A : B.

Em seguida, A e B são divididas em partes
Z iguais entre si (isto pode ser feito, pois elas são
comensuráveis) e, analogamente, HK e LH são

sistema de pesos que se encontram no segmento LH

e o peso A.colocado.em E. Citemos, a este respeito,
Dijksterhuis: "0 ponto crucial da demonstração

consiste no fato de que-. à alavanca são suspensas
não as grandezas iniciais, mas dois sistemas de gran-
dezas que são, respectivamente, do mesmo peso que
A e B e cujos censos de gravidadeestão nos pontos
E e D, considerado)s respectivamente como posições
de A e B. Isso significa que a influência exercida

sobre o equilíbrio de um corpo suspenso na alavanca

depende, exclusivamente, da gravidade do corpo e
da posição de seu centro de gravidade, ao passo que

a turma não tem importância:

Dijsksterhuis considera a esüatégia peHeitamen
te legítima. Segundo ele, a legitimidade'da demons

tração. arquimediana'(guio ponto central é expresso
na independência do equiHbrio em relação à forma

das grandezas çm jogo).é garantida por um postulado
oportuno, o sexto, que diz o seguinte: "Se deter.
minadas grandezas se equilibram a certa distância.

grandezas iguais a elas também se equilibrarão à
mesma distância". Em outras palavras, o equilíbrio
não é permrbado quando grandezas equivalentes
são substituídas às anteriores e coloc,das à mesm,

distância. Dessa forra, atinge-se um duplo objetivo:

por um lado, legitima-se a demonstração arquíme-
diana, contra o parecer de Mach, que via nela apenas
uma petição de princípio; por outro, ganha fonna e
substância um postulado que, se tomado literalmente

parece, como diz Dijksterhuis, "uma tautologia per-
feitamente supéHlua

DEMONSTRAÇÕES DEFEITUOSAS

A DEMONSTRAÇÃO DO
centro de gravidade
do triângulo
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rp : pf: F : R. Uma vez que R pode ser tão peque-
no quanto se queira(isto é, a relação F : R pode
ser aumentada à vontade) e p é um ponto fixo fora
da mediana, o ponto r(centro de gravidade de R)
seria, com a diminuição de R, expulso do triângulo

ou até mesmo fora do semiplano em que o triângulo

está, o que é absurdo.
Quanto à parábola, a consaução das aproxima-

tivas é bem diversa e utiliza polígonos definidos em

A qzzadratzzra (ü parábola, mas a idéia fundamental
da demonstração é a mesma (uer #gura ao hdo).
Assim, as duas demonstrações de Sobre o equiZí-
bHo doi phtloi baseiam-se na mesma idéia: para
demonsnar que o centro de gravidade de uma
figura dotada de diâmetro ou de eixo incide sobre
o diâmetro ou sobre o eixo, basta formar aproxima-

tivas que tenham centro de gravidade sobre o eixo.
Explicitamos esse elemento porque, por um lado,
permite estabelecer a conexão entre os dois livros

de Sobre o equiiíbHo doi pianos e, por outro, a refle-
xão sobre os dois teoremas será um dos pontos de
partida das inovações que Luca Valerão introduzirá
na geometria no final do séc. XVI.

.0DEMONST

geométrica do centro de
gravidade da parábola

e demonstrações aparentemente supérfluas. Mas
é preciso notar que esses aparentes "defeitos
foram um importante incentivo à pesquisa quando
Arquimedes foi redescoberto no século XVI. A
dificuldade que o historiador encontra hoje tam-
bém foi enfrentada pelos matemáticos humanistas

que leram esse texto: para vários deles se tornou um
desafio "inventar" uma teoria coerente do equilí-

brio e dos centros de gravidade.
Os estudos que Arquimedes faz do centro de

gravidade do triângulo na proposição EP. 13.1 e do
centro de gravidade do segmento parabólico em
EPll apresentam notáveis semelhanças que valem a

pena ser elucidadas, ainda que fosse somente porque
demonstram a existência de um núcleo genuina-

mente arquimediano em EPI.
Arquimedes demonstra, usando essencialmente

a mesma idéia, hue o centro de gravidade do triângu-
lo e de um segmento de parábola se encontram, res-
pectivamente, sobre a mediana e o diâmetro(EP. 13.

l e EP.4.11). Apresentemos a essência do raciocínio
arquimediano (ua'#gura na pág. 45).Uma figura E
feita de paralelogramos, é inscrita no triângulo T. As

demonstrações precedentes permitem concluir que:
o centro de gravidade da figura inscrita F está sempre
ha mediana; o resíduo R = T - F pode ser tomado
tão pequeno quanto se queira tomando a altura
dos paralelogramos suficientemente pequena(isso é
demonstrado recorrendo-se a l.X dos EZe7?zmtos e

ao postulado de Eudoxo-Arquimedes).
Suponha agora que o centro de gravidade do

triângulo T não caia sobre a mediana, mas no
ponto p. Seja f o centro de gravidade da figura ins-
crita E centro que incidirá sobre a mediana. Dado
que F . R: L o centro de gravidade r do resíduo
R estará no prolongamento da rega fp, de modo que

APROXIMmlV S INSCRIUS
OBVIAMENTE, ENQUANTO a demonstração de

que o centro de gravidade do triângulo deve incidir
na mediana leva à conclusão de que este centro
estará no ponto em que as medianas do tüângulo se

intersectam, o fato de que o centro de gravidade do

segmento parabólico cai sobre o diâmetro é somente
um primeiro passo para chegar à sua determinação
Não pretendemos, aqui, entrar nos detalhes do
método seguido por Arquimedes para determinar
esse centro de gravidade, mas apresentaremos, em
vez disso, as linhas gerais da demonstração empre-

gando uma linguagem modemizada.
Arquimedes introduz aproximativas inscritas(os

polígonos inscritos "canonicamente" que vimos na
obra A quadrattzra & parábola) e demonstra que:
1) o centro de gravidade do segmento de parábola
é um limite superior para a sucessão dos centros de

gravidade das aproximativas, no sentido de que estes
se encontram sempre "abaixo" do centro de gravida-
de do segmento(EP.5.11); 2) o centro de gravidade
do segmento de parábola é o exüemo superior de tal
sucessão, no sentido de que sempre pode ser esta-

belecida uma aproximativa cujo centro de gravidade
estará a uma distância menor que qualquer grandeza

determinada em relação ao centro de gravidade do

segmento(EP6.11). Estabelecidos esses dois pontos,
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é fácil provar, mediante a habitual
dupla redução ao absurdo,

de dois segmentos de

diâmetros na mesma relação (EP7.11).
Pode-se, então, demonstrar o centro de

dade do segmento de parábola. Inscreve-se

mento o triângulo T de mesma base e mesma
O segmento P é assim dividido no

segmentos, PI e P2. Consome a
dente, os centros de gravidade de
sobre o mesmo ponto do
isto é, no ponto p. Sela n o centro de

P e t o centro de gravidade de T
alavanca teremos:

(6) t H : a p : (PI ' P:) : T
A posição de t é conhecida(se d é o diâmetro.

t estará no ponto 2/3d) e a
facilmente determinável

quadratura ü parábola(será PI '
tanto, (PI * P2) : T : 1 : 3). Mas a
é conhecida. Pode-se, porém.
oscentros de gravidade dos
dividem, simultaneamente. o

facilmente, que, sendo l o .

de Pi e de P2 e d o
então d = 41. Daí é possível concluir:

(7) [(1/2d - p] : i/4d : (d - n) : d
Em outras palavras, obtivemos uma

liga n e p. A relação entre (6) e (7) permite
que n está a 3/5 do diâmetro. ou
o diâmetro "de tal modo

situada desde a pane do
daquela que vai até a base" (EP8.11).

Esta demonstração do centro de
do segmento parabólico é notável
e beleza. É interessante ressaltar
lições 5 e 6 de EPll
vergência de sucessões, ou,
forma que a descrevemos

porem, que, se usamos termos como "monotonia:
sucessão" e convergência"i não

em qualquer pane da obra de

tos desse tipo estejam presentes

ra de seus seguidores do Renascimento, que se
inspiraram nas proposições mencionadas). Esses
conceitos são cómodos para
de certos procedimentos
se confundem com as
demonstradas por

Os resultados que hoje nós podemos
como convergência de sucessões de centros

demonstração por
queocentrodegravidade

parábola divide os

vidade eram, para ele, apenas lemas, introduzidos
para alcançar um objetivo bem precuso e não para
demonstrar teoremas sobre sucéssões. Arquimedes
almeja obter um resuItado'específico: demonstrar
que os centros de gravidade da parábola estão
dispostos de modo similar e poder deduzir daí a
posição do centro de gravadade do segmento de
parábola A formalização de. uma teoria da conver
gência das sucessões e o próprio conceito de suces
são como objeto matemático explícito estavam
reservados para o futuro.

Em Sobre Of corPoi .#üfuanfei Arquimedes
demonstra seu famoso princípio ("um corpo imerso
em um fluido recebe um impulso para a altoigualao

do deslocado") e determina aspeso do volume do flu

condiçõesdeequilíbrio de um segmento esféricoou
de um segmento de parabolóide flutuante. Esse texto

teve enorme importância para o desenvolvimento de
novas concepções matemáticas e para o vício da
reflexão de Galileu sobre a filosofia natural. Assim.

convém salientar alguns aspectos de sua tradição
Como mencionamos anteriormente, até a des

coberta do Códice C o conhecimento de Sobre o.r
corPoS /Zu zíanter baseava-se apenas na tradução
latina de Moerbeke. Essa traduçãode Guilherme

um unico manuscrito grego (o Códice B,
U

que tinha importantesperdido depois de 1311
lacunas. Estavam ausentesdo texto de Moerbeke, a

io da proposição Vlll do primeiro limo

grava

no seg
alara

triângulo em dois
proposição prece

PI e P2 se proletam
diâmetro do segmento E

gravidade de
segundo aleida

O EMPUXO DE

Arquimedes é a mais
conhecida contribuição
do sábio de Siracusa
à hidrostática

relação que
concluir

seja, que divide
que a parte do diâmetro

vértice do segmento é 3/2

gravidade
pela concisão

que nas propo-
Arquimedes discute a con

pelo menos, é dessa
hoje. Vale enfatizar

sugerimos que
Arquimedes conce

íe nem =pqmn n a

expor as linhas gerais
arquimedianos, mas não

proposições efetivamente
Arauimedes

=.#
e'

J

P
.l#'

tnteipretar

de gra-
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e grande parte da demonstração da proposição ll do
segundo livro. Como se não bastasse, a longa e difícil

proposição X do segundo livro tinha erros e lacunas
que tomavam sua leitura quase incompreensível.

Além dessas falhas principais, havia erros e mal:
entendidos devidos ao escriba do Códice B ou, tal-

vez, ao próprio Moerbeke. Vários desses problemas
eram sanáveis e foram remediados. por Federico
Commandino em sua edição de 1565, mas para
ouros não havia solução.

Um desses entes, de particular !elevância, dizia

respeito ao postulado inicial que Arquimedes apõe'
senta no começo do primeiro limo. Na versão recu-

perada por Heiberg com base no Códice C, o
postulado afirma: "Supomos que a natureza de
um fluido é tal que, se suas partes são dispostas
de modo uniu)rme e sendo contínuas, aquela parte
que é menos pressionada é impelida pela parte que
é mais pressionada; e que cada uma de suas partes
é pressionada pelo fluido que está acima dela numa
relação perpendicular, a menos que esse fluido esteja

encerrado em algum recipiente ou que seja compri-
mido por qualquer outra coisa

No texto de Moerbeke, porém, lemos: "Su-

ponhamos que a natureza de um fluido é tal que, se
suas partes são dispostas de modo unir)rme e sendo
contínuas, aquela parte que é menos pressionada é
deslocado pela mais comprimida; e que cada parte
do fluido é pressionada pelo fluido que está acima
dela ao longo da perpendicular, se o fluido for afun-
dado em qualquer coisa e comprimido por qualquer
ouça coisa

A última frase do postulado, portanto, assume
um sentido completamente diverso no texto original
e no de Moerbeke. O texto grego admite que a

pressão exercida pelo fluido possa oconer também
em direções não perpendiculares, especialmente se o
fluido está encerrado em um recipiente; esta cláusula-
limitativa no texto que circulou desde a Idade Média
até o início do século XX desaparece completamente
e o termo "encerrado" toma-se "afundado", de inter-

pretação bem difícil.
Citamos esse exemplo para dar uMa idéia dos

problemas que a tradução textual de Arquimedes
suscitou e suscita: quando queremos, hoje, com-
preender as contribuições que Galileu, Stevin, ou
Pascal deram à hidrostática, convém lembrar que

eles não leram Sobre oi corpos /Ztitaantes na edição

de Heiberg, mas na de Moerbeke, com todos os pro'
blemas que fazia. E é provável que, com o progresso
das pesquisas sobre o palimpsesto, tenhamos em
poucos anos um texto novo e diferente, em muitas
passagens, do texto do póprio Heiberg, que, afinal,
foi muitas vezes obrigado a reconer à tradução de

Moerbeke por não conseguir ler partes inteiras do
Códice C.

ABORDAGEM MMEMATICA
O posTULADO CITADO afirma que, em um fluido,

o movimento ocorre pelo deslocamento das partes
menos comprimidas, que são expulsas por aquelas

que sofrem uma pressão maior. O original arquime-
diano -- que exclui o caso de um fluido encenado
em um recipiente -- parece se referir a situações

em que há grande quantidade de água, como o
mar. Esta impressão é confirmada pela proposição
G.21, na qual Arquimedes demonstra, utilizando
seu postulado, que a supeúcie de um fluido assume

a forma de uma superfície esférica tendo por centro
o centro da leria. Uma possível interpretação do
sentido desta obra -- incluindo os teoremas sobre

condições de equilíbrio dos segmentos de esfera
e dos parabolóides -- é que Arquimedes estava
tentando elaborar uma abordagem matemática da
flutuação dos navios, problema que devia interessar

ao Arquimedes engenheiro e tecnólogo legado pelas
histórias e lendas.

O primeiro livro é quase inteiramente dedicado
ã fomlulação e à demonstração do princípio da
flutuação. Em G.3.1 demonstra-se que corpos
sólidos que "têm o mesmo peso" do fluido emergem
completamente, mas sem ir até o fundo; em G.4-6.1,

que os corpos "menos pesados" que o fluido não
emergem completamente e que a parte imersa é tal
que uma quantidade de fluido igual a ela em volume
tenha o mesmo peso que o corpo inteiro, recebendo,
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NA ESPIRAL,O RAIO
é proporcional à

medida do engula

quando impelido à força sob a supeúcie, um impulso
para o alto equivalente à diferença entre o peso
de uma quantidade de fluido igual ao volume do
corpo e o peso do próprio corpo; em G.7.1, por âm,

demonstra-se que os corpos sólidos "mais pesados
que o fluido vão ao fundo mas âcam n)ais leves
conforme o peso do volume do fluido equivalente ao
pesodopróprio.

Não detalharemos as demonstrações arqui-
medianas destes fatos, que se reduzem, essen-
cialmente, à seguinte idéia (uer ÍZt ração acima).
Suponhamos que o corpo seja mais leve que o flui-
do e, por absurdo, esteja inteiramente submerso,
permanecendo o fluido em repouso Imaginemos
agora dois espelhos esféricos, em um dos quais
esteja contido o corpo. comando uma seção des-
ses dois espelhos, a supeúcie que não contém
o corpo é mais pressionada que a outra, dado
que o corpo é mais leve que o fluido e, por-
tanto, deve deslocar esta outra parte, conforme
o postulado inicial: contra, assim, a hipótese de que
o fluido permanece em repouso.

Comentemos algo sobre a terminologia de
Arquimedes, obviafnente diferente da empregada
atualmente. Não há o conceito de peso específico:

Arquimedes usa, em vez disso, temos como "pesos
iguais" e.similares. E se, em. nome da clareza. uti-

lizamos o termo "volume", convém lembrar que
Arquimedes emprega o termo ayKoÍ] que, literal-
mente, significa "espessura" ou "quantidade". É
evidente, porém, que quando Arquimedes afirma
que um -corpo tem o "mesmo peso" que o fluido
ele quer dizer que volumes iguais do corpo e do
fluido têm o mesmo peso. Mas a ausência de uma

terminologia específica(até mesmo a falta de um

conceito de densidade quantitativamente preciso)
nao e pouca coisa.

Essa ausência dificulta, por exemplo, a expo-
sição feita no livro 11. De fato, o equilíbrio de um
p'rabolóide depende, além dos parâmetros geomé-
tricos do próprio parabolóide, da relação entre seu

peso específico e o peso específico do fluido em
que flutua. Uma situação que, matematicamente

bem complexa(o segundo livro de Sobre oi corpos
/Zutzzantes é um dos textos mais difíceis da geome-
tria grega) é ainda mais complicada pela ausência
da adequada matematização da comparação entre
corpos de peso dou volume equivalentes.

Para nós, modernos, a questão pode parecer
banal e óbvia: de fato, estudamos a noção de peso
específico na escola secundária. Mas no contexto
da linguagem da geometria grega não era fácil ela-

borar algo como "o peso específico é igual ao peso
pelo volume". Uma afirmação desse tipo carece de

significado na linguagem da teoria das proporções:
as relações só são estabelecidas entre grandezas
do mesmo gênero'(portanto, não pode ser levada
em conta a relação entre peso e volume) e, além
disso, o processo de mensuração, desvinculado dos

aspectos numéricos possibilitados pela introdução
de uma unidade de medida, envolve sempre gran-
dezas designadas: dois cotos, duas linhas,'dois
pesos, dois tons musicais.

O conceito de peso específico, ausente em
Arquimedes, começou a ser elaborado. de forma
tímida e confusa, na Idade Média e somente com

Galileu será proposta uma matematização comple-
ta dessa grandeza física. M
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mão(!o é um documento de excepcional

importância. As demonstrações arquime-
dianas tendem a ocultar o procedimen-
to heurístico da descoberta. Aqui, porém,

Arquimedes apresenta a Eratóstenes o método que
utilizou para estudar os problemas de que se ocupava
e sobre os quais enviara, a Alexandtia, primeiro os
enunciados e depois as demonstrações formais.

O datado tem a forma de carta, mas traz várias

0
demonstrações. Isso é muito importante, pois os

raciocínios que Arquimedes elabora são interrom-
pidos por considerações metodológicas. A impor-
tância do texto, as circunstâncias extraordinários

em que foi encontrado, a mescla de demonstrações
rigorosas, considerações heurísticas e observações
metamatemáticas fizeram que boa parte da literatura

arquimediana do século XX se concentrasse em
O método. Em artigo recente, R. Netz, K Salto e
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sobre as relações entre cones e cilindros ou entre
pirâmides e prismas, pelo fato de que Demócrito(c.
469-361 a.C.) já havia descoberto,.sem demonstrar,
que o cone ou a pirâmide são 1/3 do cilindro ou do
prisma que têm a mesma base e a mesma altura.

Como descobrira, mediante o método em questão,
os dois teoremas cujas . demonstrações enviava a

Eratóstenes, Arquimedes comenta: "Decidi divulgá-
lo por escrito... porque estou convencido de que será

muito útil para a matemática; creio que outros, agora
ou no futuro, poderão, graças a esse método, descobrir
novos teoremas que até agora não ocorreram nem
mesmoamim

HEURISTICAAROUIMEDIANA

Como SABEMos, O nlzéto(k) ficou perdido por
séculos e só foi redescoberto quando sua utilidade
matemática já era praticamente nula. Mas vejamos

em que consiste a técnica heurística proposta por
Arquimedes. Ele apresenta como premissa(sem
demonstração) às proposições uma série de resulta-

dos relativos à estática e aos centros de gravidade: em
particular, como lá mencionamos, alguns resultados
sobre o centro de gravidade do cone, do cilindro e do

prisma. Utilizaremos notações algébricas sem seguir
os raciocínios geométricos de Arquimedes, esperan-
do que isso tome mais claro ao leitor o método que
empregou. Não obedeceremos nem mesmo à ordem

com a qual ele apresenta seus resultados, limitando-

nos a expor a técnica que Ihe permitiu descobrir o
'volume" e o centro de gravidade do parabolóide.

Consideremos um parabolóide F! cujo eixo tenha
o comprimento a e o cilindro circunscrito C, com
altura a e círculo de base de raio b. Secionemos o

sólido com um plano no ponto genérico x do eixo: o
círculo-seção Px do parabolóide terá raio y, enquan-
to o círculo-seção do cilindro Cx terá, obviamente,

raio b (uer ÍZzl@ação no aZfo (lz pág. 52,1. Dado que
os círculos estão entre si como os quadrados dos
raios, teremos:

(8) Px : Cx
Mas y e b são as ordenadas que correspondem às

abscissas x e a e, em uma parábola, os quadrados das
ordenadas são proporcionais às abscissas: y2 : b2 : x
a. veremos, portanto:

(9) P* : C* : x : a
ou seja, um círculo-seção genérico do parabo-

lóide está para o círculo-seção do cilindro como

a abscissa do ponto de secção está para o eixo do
parabolóide.

Até aqui, Arquimedes não fez mais do que

N. lchemetska mostram que há, em O método,
muitos elementos .a explorar e que poderão mudar
radicalmente as anuais concepções sobre as técnicas
demonstrativas do siracusano.

Arquimedes enviara dois teoremas a Eratóstenes,
desafiando-o a descobrir as demonstrações. O
método que quer descrever não é demonstrativo,

mas heurístico. Assim, diz Arquimedes, Eudoxo
foi muito auxiliado, na demonstração dos teoremas

ADHERMINA@0 DO

centrodegravídade

daparábola,estudada

porArquimedes, tem

implicações na

engenharia. Acima,

apontedoportode
Sídney,naAustrália
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proporcional às próprias grandezas. A balança que
estamos imaginando tem um braço de comprimento
a e o outro 'x: a distância de P* em relação ao fulcro
da balança é a e a de C.. em relação a este fulcro é x.
Podemos interpretar a relação(9) no sentido de que

as grandezas suspensas na balança são inversamente

proporcionais às suas distâncias do fulcro: portanto,
estarão em equilíbrio.

Note-se que a relação(9) foi obtida para uma
seção genérica e, assim, a conclusão vale para cada
círculo-seção individual do parabolóide e para cada

círculo-seção individual do cilindro. Essa passagem

também é justiâcada à luz do que Arquimedes
demonstrará em Sobre o eqaiZíbHo doi planos.

O passo crucial aquele que, provavelmente
segundo Arquimedes, invalidava a correção formal
do procedimento, mas permitia descobrir a relação
entre parabolóide e cilindro -- é o seguinte: o que
ocorreria se, em vez de imaginarmos a distância a em
relação ao fulcro da balança de cada círculo-seção
individual considerarmos a distância de todos os
cí-culos-seção juntos? Isto é, ' s' con"nt-'"n's
em tomo da extremidade A da balança todos os
círculos-seção do parabolóide (uer /igura rzala

págitza ao centro)? Cada um desses fará equilíbrio a
um círculo-seção individual do cilindro: todos juntos

deverão fazer equihbrio ao cilindro inteiro. E todos
farão equihbrio ao cilindro inteiro se imaginarmos
que o peso deste estará concenaado no seu centro
de gravidade e que o centro de gravidade de um
cilindro está na metade de seu eixo. Temos, portanto;

duas grandezas suspensas a uma balança e que se
equilibrarão: no ponto A há a massa dos círculos-
seção do parabolóide, a uma distância a do fulcro; no

ponto C há o cilindro(imaginado suspenso ao seu
centro de gravidade, ou com seu peso concentrado

no centro de gravidade), à distância a/2 do fulcro.
Conseqüentemente, dado que a alavancalbstá em
equilíbrio, as duas grandezas serão inversamente
proporcionais à distância do fulcro.. teremos,
portanto(identiâcando o parabolóide com a massa
deseuscírculos-seção):

(lO) P : C : a/2 : a
isto é, o parabolóide deverá ser igual à metade do
cilindro.

Arquimedes também aplicou seu método para
determinar os centros de gravidade dos sólidos.
Vejamos como fez para estabelecer o cento(5
de gravidade do parabolóide. Consideremos o
parabolóide 11 com eixo de comprimento a, o cone
inscrito K e secionemos o sólido no ponto de abscissa

UMA SEÇAO DO

parabolóide
usada para

calcular o volume
e o centro de

gravidade

aplicar teoremas bem conhecidos sobre os círculos e

a parábola. Neste ponto, entra em jogo a mecânica.
Imaginemos uma balança de comprimento 2a e
exnemidades A e B; imaginemos ainda que haja,
na extremidade A da balança, o círculo-seção do

parabolóide Px e no ponto da abscissa x esteja
o círculo-seção do clindro Cx (uer iZüiitração }2a
lüg. 53, ao centro). A lei da alavanca afirma que duas
grandezas se equilibram a uma distância inversamente

PARAADETERMINAÇAO

do "volume" do para-

bolóide imaginamos
a concentração, em

torno dâ extremidade

A da balança,detidos
os círculos-seção do

parabolóide
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abscissa x, como anteriormente (zm$8ura na página,
no aZtoJ. Seja y o comprimento do raio do círculo-
seção Px do parabolóide e z o comprimento do raio

do círculo-seção l\. Seja b o comprimento do raio
da base do sólido. Utilizamos, para simpliâcar, uma

linguagem algébrica para expressar as proporções
arquimedianas. A parábola.que gera o parabolóide
terá como equação: yz:(bzZa) x e a Teta que gera o
cone a equação y :(bZa) x. Os círculos-seção do cone

e do parabolóide estarão entre si como os quadrados
dos respectivos raios. Portanto:

(11) Px : Kx:(b2Za) x :(b2Za2)x2 :

Essa relação vale, obviamente, para cada
par individual de círculos-seção do cone e do
parabolóide e nos diz que, construindo o mesmo
tipo de balança mencionado, um círculo-seção do
cone, colocado à distância a do fulcro da balança,

equilibra o respectivo círculo-seção do parabolóide
posto à distância x do fulcro (uerjgura neW página,
üo cmfroJ. Se colocarmos todos os círculos-seção do

cone à distância a do fulcro da balança, essa massa

de círculos-seção isto é, o cone equilibrará o
parabolóide disposto em tomo de seu centro de
gravidade (uer jgura ne a página, embalo). Tal
centro de gravidade é, justamente, o que queremos
determinar. Suponhamos que sua distância em
relação ao fulcro da balança seja w. Dado que o
cone equilibra o parabolóide a essa distância, a lei da
alavanca nos diz que:

(12) K : P : w : a
Mas a relação K : P é conhecida: K = 2/3P(algo

que se conclui imediatamente do fato de que P é
a metade do cilindro circunscrito e K é 1/3 deste
cilindro). Portanto, K : P ; w : a. É como dizer

que o centro de gravidade do parabolóide está a uma

distância de 2/3 em relação ao fulcro da balança ou,
para usar a expressão de Arquimedes, "divide o eixo

de tal modo que a parte na direção do vértice seja o
duplo daquela na direção da base" do parabolóide.

Para simplificar .a exposição, nos limitamos ao
caso do parabolóide(M.4-5). Mas O mãodo é
muito mais dco: trata da quadratura da parábola
(M.l), do volume da esfera e do elipsóide (M.l),
dos centros de gravidade do hemisfério e do semi-

elipsóide(M.6-7), dos segmentos de elipsóide
e seus centros- de gravidade (M.8-10) e sugere

que o mesmo procedimento pode ser usado para
determinar o "volume" e o centro de gravidade do
hiperbolóide(M. 11). Utxhs essas proposições são
tratadas usando a técnica que descrevemos para o

a X

ASEÇAO DO
coneínscrito

no parabclóíde

parabolóide e com variações pt6prias ao caso, mais
ou menos complicadas conforme a âgura em logo.

As proposições restantes (M.12-15) são
dedicadas a um dos dois teoremas que Arquimedes
enviara a Eratóstenes. O primeiro refere-se à chamada
unha cilíndrica. Considere um prisma Feto de base
quadrada no qual é inscrito um cilindro. O prisma é
então cortado por um plano que passa pelo centro do
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perdido. É quase certo que, nas proposições seguintes,

Arquimedes tratasse do outro teorema proposto a
Erastótenes: demonstrar que o sólido formado pela
intersecção de dois cilindros inscritos em um cubo e
dispostos em cruz é igual a 2/3 do cubo.

Os dois problemas mencionados ultrapassam
o coram arquimediano e devem ser considerados
como os últimos resultados que obteve e demonstrou.

Analogamente, os teoremas relativos aos centros de

gravidade dos sólidos pertencem, provavelmente,
aos últimos anos de sua pesquisa matemática. O
método é, assim, um documento precioso também

deste ponto de vista: além de apresentar a heurística

arquimediana, comece indicações sobre a evolução
de sua pesquisa em campos não documentados pelo
resto do coram de sua obra(ainda que em Sobre

oi corpos #utmrztes ele faça referência ao centro de
gravidade do parabolóide).

O que Aiquimedes apresenta em O método
também suscita problemas sobre a cronologia da
descoberta e da composição das obras conhecidas
antes de 1906. Já dissemos que, graças a O método,
conhecemos hoje as intuições que o orientaram na
descoberta da supeúcie da esfera. Um problema
análogo coloca-se para A quadruttlra (tz paMboh.
Sabemos que a quadratura é obtida de dois modos, o

geométrico e o mecânico. É interessante observar que
a demonstração "mecânica" exposta em QP 4- 17 não

é senão a reformulação rigorosa do que Arquimedes

apresenta na primeira proposição de O método. Qual
a relação entre as duas? Teria sido descoberta primeiro
a técnica do "método mecânico" que, aplicada à

parábola, comece a quadratura "mecânica" de QP
e só depois teria sido elaborada a demonstração
geoméaica? Ou, inversamente, a demonstração
primitiva seria a geométrica e posteriormente,
reíletindo sobre essa e sobre certas propriedades

da parábola, Arquimedes teria inventado o método
aplicado com tanto êxito à esfera, aos conóides, aos
esfei6ides e aos censos de gravidade?

No anal de M.l, depois de elucidar a quadratura

da parábola, Arquimedes escreve: "0 que acabamos
de afirmar não é demonstrado pelo que precede
listo é, pela técnica do método mecânico, N.d.A.],
mas leva a crer que a conclusão sela correta. Como
sei que a conclusão não foi demonstrada, embora
possamos suspeitar que seja verdadeira, fornecerei
no devido tempo a demonstração geométrica que iá

descobriepubliquei
O palimpsesto se interrompe depois de M.15

e, portanto, não sabemos se Arquimedes enviou de

ACIMA,REPRESENTAÇÃO

geométrica da "unha
cilíndrica'

círculo de uma das bases do cilin&o e por um dos lados

do quadrado da face oposta do prisma (uer ÍZmtração
acima). É justamente uma dessas proposições(a
M. 14) que, recentemente "restaurada", abre novas
possibilidades interpretativas sobre o modo pelo
qual Arquimedes compara as seções dos sólidos.
Não podemos aqui entrar nos detalhes. Esperamos,

porém, enfatizando a possível importância dessa
descoberta, que alguns leitores se animem a consultar

o artigo de Netz, Salto e Uchemetska.
O palimpsesto é interrompido no õm da propo'

lição 15: o restante do texto está definitivamente

OS DOIS MODELOS

comparam o centro
de gravidade,

respectivamente,

do parabolóide e da
cilindro e do cone

e do parabolóide,
repre.sentando os

resultados obtidos

por Arquimedes
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NASMARGENSDO MAR

Imbrium, na Lua, a
cratera balizada de

Arquimedes racfmaJ,e
a cratera Eratóstenes

[abaixo]

fato a Eratóstenes a "demonstração geométrica" que
menciona e qual seria esta. A frase suscita, ainda.

outro problema: por que Arquimedes avalia que
os resultados obtidos com seu método não podem
e não devem ser considerados verdadeiramente
demonstrados?

As interpretações divergem a esse respeito
e remetemos o leitor ao apêndice do livro de
Dijksterhuis. Em nossa opinião, como sublinhado
anteriormente, o ponto delicado da técnica proposta
porArquimedeÉ é a passagem doestudo individual das

seções(de dois objetos que estão sendo comparados)

para o estudo coletivo. Aârmar, por exemplo, que o
cilindro. é "feito" de todos os seus círculos-seção é

quase um absurdo no contexto da geometria grega.
O problema vincula-se à questão da composição do

contínuo: a rega não é feita de infinitos pontos, ainda
que contenha inânitos pontos. Isto é, não é possível
reduzir um corpo ao agregado inânito de suas seções
bidimensionais, ou.uma âgura plana ao agregado de
suas seções unidimensionais.

=t)da a teoria das proporções e t«ia a geomeaia

da medida se baseiam na recusa de uma concepção
desse tipo. Pensemos, por exemplo, no axioma de
Eudoxo.:Arquimedes ou na definição de grandezas
que têm relação entre si apresentada nos Ebmmfoi
de Euclides: dadas duas grandezas, uma delas pode

ser multiplicada até superar a outra. Ora, por mais
que multipliquemos o círculo-seção do cilindro ja-
mais obteremos um objeto tridimensional. A com-
paração entre grandezas de dimensão diferente é

explicitamente excluída pela teoria das proporções. M
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