No século I11 a.C., o gedmetra extraiu do saber grego as mais

fundamentais proposigdes matemdticas e organizou-as em uma
obra rigorosa fundada na dedugdo: os Elementos

m seu comentério ao primeiro livro dos Elemen-

tos de Euclides, Proclo de Constantinopla (séc.

V d.C.) faz alusao a uma época em que seu au-

tor vivia: “Conta-se que certo dia Ptolomeu per-
guntou a Euclides se no haveria alguma via mais curta que
a dos Elementos para aprender a geometria. Ao que Eucli-
des lhe respondeu que em geometria ndo havia ponto de
vista real”.

Certos exegetas, otimistas, deduziram que o autor apre-
sentou sua obra ao monarca para lhe pedir favores ou para
agradecer. Concluiram que Ptolomeu havia recebido Eucli-
des em seu museu ou que teria fundado a escola matem3-
tica de Alexandria. A histéria seduz, mas é pouco digna de

UM DOS MAIS antigos fragmentos dos

Elementos de Euclides, encontrado

em 1897 no Egito. Contém a
proposicao 5dolivro Il

crédito. Conhece-se outra versao, nos mesmos termos, cu
jos protagonistas sio Alexandre, o Grande e Menecmo di
Proconese, discipulo de Eudoxo de Cnido. A existénci
de outra versio da anedota indica a finalidade: n3o se ten
registros do ensinamento de algum encontro memorave
entre dois personagens que se tornaram bem conhecidos
mas do estabelecimento de uma cronologia fundada n
contemporaneidade dos sébios com os homens ilustre
(soberanos). Nio ha davida de que Alexandre e Menec
mo foram contemporéneos, e o mesmo pode se admitir par
Euclides e Ptolomeu, o Soter. Mas nada sabemos sobre
vida de Euclides, sua familia, sua formagao ou quem fo
ram seus mestres. '

Nio conhecemos nem mesmo sua cidade de origen
Os historiadores modernos nio raro o chamam de Eucl;
des de Alexandria, sugerindo que a capital dos ptolomeu
tenha sido sua patria de ado¢ao. Fiam-se na anedota d
Proclo, como também em um segundo testemunho, trans
mitido pelo livro VII da Colegdo matematic

de Pappus (séc. IV). Em seu livro, Pappt
apresenta o Tratado das conicas de Apolonic
do qual comenta o prefécio. Apolénio ¢
Perga ali descreve, com orgulho, o plano ¢
sua obra e observa, com relagdo ao livro 11
que em Euclides o lugar relativo a trés e qu
tro angulos ndo se deixa construir neni co
reta, nem completamente (ver quadro na pd,
52). A mengdo mais antiga feita a Euclid
tem contetdo critico.

Pappus vé uma certa auséncia de fairplc

que caracteriza a ingratidao: ele diz que :
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Apolbnio foi mais longe que o autor dos Elementos, tal se
deve a ter estudado mais tempo em Alexandria com os
discipulos de Euclides. Costuma-se deduzir que o pro-
prio Euclides teria lecionado na capital dos ptolomeus.

Enciclopédia Matematica
Ao confrontar diferentes testemunhos, pode-
mos esbogar uma lista das obras de Eucli-
des. A mais conhecida ¢é sua compilagao
dos Elementos em 13 livros, dedicada so-
bretudo A geometria, mas que inclui trés
livros de aritmética (teoria dos niime-
ros). J4 evocamos aqui a compilagao
(perdida) das Pseudographemata (falsas
provas). Em geometria possuimos tam-
bém um breve tratado intitulado Dados
e parte (conservada apenas nas tradu-
coes medievais) da obra Sobre a divisdo
das figuras. Euclides redigiu também
Opticas, Elementos de misica e Feno-
menos (breve tratado sobre astronomia

EUCLIDES APRESENTA seus Elementos
ao rei Ptolomeu, o Soter, em desenho TS L f=s m g T
de Alexandre de Bar (fim do séc.
XIX). A gravura ilustra a anedota
relatada por Proclo: “Naohdvia
real em geometria”, teria
afirmado Euclides
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“do canone, que foi transmitida

fisica). Fragmentos conserva-
dos em suas traducdes medie-
vais lhe atribuem um estudo do
equilibrio e uma prova (rudi-
mentar) da alavanca. Algumas
atribuicdes sio duvidosas, no-
tadamente as dos fragmentos
mecinicos. Quanto 4 divisdo

com seu nome, ndo sabemos
em que medida ela se relacio-
na com a obra musical que a
Antigiiidade lhe atribui.

No entanto, o conjunto se
constitui em uma espécie de
“enciclopédia” matematica,
composta de obras que versam
sobre diferentes disciplinas re-
conhecidas nas classificagdes
das ciéncias. Em alguns decé-
nios, platdnicos e aristotélicos
elaboraram diferentes siste-
mas de classificagdo das cién-
cias matemiticas, Eudemo de
Rodes redigiu a histéria de
trés delas, e Euclides produ-
ziu um conjunto de tratados

T L T L e e

Tl e

que reorganizam e sintetizam os conhecimentos anteriores.

Para alguns historiadores modernos, a reputagao de Eucli-
des é exagerada. A seu ver, 0 matemitico seria, na melhor das
hipéteses, um redator de manuais ou um editor cientifico, e na
pior, um mero compilador de trabalhos alheios. Se Euclides
fosse s6 um compilador, seria possivel esquadrinhar os Ele-
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inglés) por H. Billingley (1570). Euclides é aqui erroneamente designado como
o filésofo de Megara, o que era freqiiente na Idade Média

mentos para encontrar as contri-
buicdes originais. Mas a forma
dos escritos l6gico-dedutivos
torna esse empreendimento
quase impossivel, e a cacofonia
dosestudos que pretendem pro-
ceder dessa maneira vem a ser
aqui um testemunho.

Esse juizo de modo algum é
objetivo. Ele ignora os testemu-
nhos de Apol6nio e de Pappus,
as indicagdes sobre as obras per-
didas, notadamente os Porismos,
em trés livros, os Lugares na su-
perficie, em dois livros e possi-
velmente os Elementos das
conicas, em quatro livros. Em
particular, Pappus afirma que a
colecdo dita Do lugar analisado
constituiu-se, em esséncia, por
trés autores: Aristeu, Euclides
Apolénio. Essa disciplina versa-
va sobre o lugar dos pontos sub-
metidos a condigdes e incluia,
entre outras, a teoria das conicas,
o importante e inovador campo
de pesquisas do século I1I a.C.

A critica de Apolonio confirma que Euclides trabalhou
nas conicas. Portanto, hi nuances no retrato do autor de
Elementos. Ele era um gedmetra competente, ativo em cet-
tos dominios “de vanguarda”, mas igualmente bem inte-
ressado na formacdo das exposicdes cientificas e na reda-
¢do de obras de referéncia..

O problema em trés ou quatro retas

No prefacio de seu tratado das cdnicas, Apol6-
nio critica a solugAo de Euclides para o proble-
ma em trés ou quatro retas, que € o seguinte:
sejam quatro segmentos quaisquer AB, BC, CD,
DA e um ponto M. A partir de M conduzem-se as
perpendiculares ME, MF, MG, MH sobre esses
quatro segmentos ou seus prolongamentos. 0
lugar em quatro retas é o conjunto dos pontos
M de tal modo que a relagao (ME.MG)/(MF.MH)
sejadada, ME, MF, MG, MH representando as dis-
tancias do ponto M em relagao as retas. Os ged-
metras gregos nao falam do produto das distan-
cias, mas dos retangulos formados ou contidos
por (ME, MG) e (MF, MH].

Damesma forma, 0 espago emtrés retas, por
exemplo AB, BC e CD é o conjunto dos pontos M
de tal modo que seja dada a relagdo do retangulo
(ME, MG) com o quadrado descrito sobre MF. Es-
ses dois lugares sdo conicas. Cinco séculos de-
pois de Apoldnio, Pappus generalizou o problema
de diferentes maneiras: de inicio ele supos que
os angulos ME, MF, MG, MH nao séo perpendicu-
lares, mas cortam as retas nos angulos dados.
Isso n3o altera a natureza dos lugares. Em se-
guida, ele considerou preferencialmente as retas:
j& nao serdo conicas os lugares entao obtidos.

E o primeiro grande problema que Descar-
tes examinou e resolveu por seu método anali-

tico no livro | de'sua Geometria (1537). Quanto
a Apolénio, que tdo abertamente criticava a so-
lugéo de Euclides, ndo sabemos se o resolveu.
Certo é que o tratado das conicas ndo traz refe-
réncias a esse respeito.
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Bom Titulo

No entanto, ndo ha davida: a gléria de Euclides se deve aos
Elementos, e isso por duas razdes, uma boa e outra ruim. A
primeira € a receptividade que seu trabalho obteve por causa
do titulo. Esse género tinha em vista dois objetivos: propor-
cionar uma sintese de conhecimentos “elementares” em dado
ambito, requeridos para uma “primeira” aprendizagem, e en-
carnar um modelo de raciocinio dedutivo e demonstrativo.
A colegdo nao é uma simples compilagdo de resultados; ela
confere uma representacio arquitetdnica da disciplina.

A segunda razao do éxito de Euclides é o plano singular
por ele seguido, e que seria julgado com severidade na Ida-
de Média e na Renascenca. Em diversos aspectos, ao estu-
darmos o tratado na ordem de sucessao dos livros, a pro-
gressdo euclidiana parece bastante desastrosa de um ponto
de vista pedagogico.

A palavra grega stoicheion (“elemento”) remete antes de
mais nada a idéia de “classe”, “filo”, de ordem por alinha-
mento. A escrita alfabética marcou os filésofos gregos: com-
ponentes em niimero limitado (menos de 30) bastam para
constituir o conjunto das silabas, das palavras e dos discur-
sos. A lingua grega chama esses componentes de “elemen-
tos” (stoicheia), sem definir se eles sio fonemas ou letras. E
os filésofos projetaram sobre os seres naturais e as produ-
¢oes humanas esse modo de composi¢ao de um todo a par-
tir de constituintes elementares.

Segundo Platdo, o mundo se constitui de quatro elemen-
tos: fogo, ar, dgua e terra. Da mesma forma, explica Arist6-
teles, em geometria certas proposicdes se encontram na de-
monstracao de muitas outras, denominadas “elementos”, e
ha que se aprendé-las. A nogao parece completamente re-
lativa: tal teorema ¢ elemento de outro. De fato, s6 é ele-
mento o que intervém nas numerosas provas. Portanto, sdo
excluidas certas proposi¢oes elementares, simples e elegan-
tes, porém nao mobilizadas em muitas demonstragdes. Pro-
clo, comentando Euclides, d4 como exemplo de proposi-
¢do excluida o fato de as trés alturas de um tridngulo serem
concorrentes.

A constitui¢do de uma colecdo de elementos liga-se,
pois, a certo estado-da-arte no 4mbito considerado. Ela re-
quer 0 acimulo de resultados significativos que sejam sufi-
cientemente numerosos e a indicacdo das propriedades ou
das construcdes que intervém na maioria dos casos. Sua es-
colha pressupde uma anilise prévia — no sentido quase
quimico do termo — que determine os ingredientes essen-
ciais, ndo s6 para o uso.em uma problematica determinada,
mas na optica de uma arquitetura dedutiva global cujas qua-
lidades principais serdo a concisio e a clareza.

Esse trabalho de investigacao prévia nao é apresentado.
A exposicao é sintética: ela procede por dedugio das hipé-
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EDIGAO IMPRESSA dos Elementos, por Erhard Ratdolt, Veneza, 1482. Contém os
13 livros genuinos, e os livros XIV e XV, comprovadamente espurios. A tradugao
em latim do drabe é de Abelardo de Bath (séc. XIl)

teses até as conclusoes. Ademais, por ter sido bastante ne-
cessdrio interromper o trabalho de decomposicao em dado
instante, principios ou pontos de partida nao demonstra-
dos foram postos no inicio da obra: sdo os mais elementa-
res dentre os elementos. Assim, o género “Elementos de...”
expde uma parte da ciéncia ja feita e ndo um método de
pesquisa. Os matemiticos gregos o apreenderam de ma-
neira bem particular. Além do trabalho de Euclides, conhe-
cem-se os Elementos das conicas atribuidos a Aristeu e a
Apolonio, que descreve com esse titulo os quatro primeiros
livros dessas Conicas, e a Arquimedes, que se refere aos
Elementos de mecdnica. ‘

O éxito do modo de proceder em geometria e, de modo
mais geral, nas matemaiticas, deve-se  possibilidade que
proporcionam essas disciplinas, de remontar aos principios
indemonstraveis. Pela simplicidade de seus pontos de par-
tida, pelo rigor de seu modo de procedimento, pela irrefu-
tabilidade (a0 menos aparente) das conclusdes a que ele
chega, a argumentagdo geométrica exerceu poderoso fasci-
nio: assim, desde a Antigiiidade, muitos intelectuais redi-
giram Elementos de ética, de fisica, de teologia.

O prego a pagar é por vezes elevado. A apresentagio
sintética €, por defini¢do, opaca. A de Euclides é as vezes
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artificial. A situagdo ja no é tao grave quando se estuda
sob a direcio de um mestre competente, que forneca as
explicagdes complementares necessarias. E possivel que
o gedbmetra tenha concebido sua compilagao nao como um
manual de ensino, mas como obra de referéncia a consul-
tar de maneira inteligivel. No entanto, ele se tornou um
texto escolar, submetido ao trabalho de professores e co-
mentadores. Uma de suas tarefas era libertar o leitor da
linearidade dedutiva, permitir-lhe antecipar, remontar a
origem dos problemas. Justamente aqui cabe uma critica a
progressdo euclidiana.

Plano Singular

O tratado de Euclides é to volumoso que necessita de uma
divisio de matérias por outros critérios além da estrutura
dedutiva que se exerce localmente. Uma das idéias foi rea-
grupar os resultados conforme os temas abordados. Dis-
tinguem-se entdo trés grandes subconjuntos de livros: “pla-
nos”, “aritméticos” e “estereométricos” (ver figura na pdg.
57), cujos objetos sdo, respectivamente, a figura plana, o
ntimero e a figura sélida.

A reducdo em elementos privilegia as figuras mais sim-
ples: triangulos, quadrados, retangulos, paralelogramos e
trapézio nos livros I e IT; circulo e seus segmentos no livro
I11; alguns poligonos regulares inscritos em uma esfera no
livro IV. Da mesma forma, as figuras s6lidas de base sao os

TEMPLO DE HEFAISTOS, na dgora de Atenas, cujas proporgdes foram
determinadas por um parametro nico

cinco sélidos regulares circunscritos por uma esfera (livro
XIII), os paralelepipedos e os prismas (livro XI), as pird-"
mides, os cones e os cilindros (livro XII).

Apb6s essa divisao, trés ou quatro aspectos surpreendem:
1. a obra comega pela geometria, enquanto a aritmética ge-
ralmente é considerada a primeira ciéncia matematica, e seus
objetos, desprovidos de posi¢ao, mais simples. 2. A expo-
sicdo de geometria plana é interrompida por um livro de
outro género, o quinto, que trata de relagdo e proporciona-
lidade entre objetos. Além disso, esse livro é de um nivel de
abstracdo incrivelmente elevado se comparado aos anterio-
res. 3. Outro livro peculiar é o X. Nem mesmo ¢ possivel
descrevé-lo quanto a seus objetos: ele mescla linhas, dreas
e nameros. Como o livro V, ele trata de relagdes: as de co-

1 :

'i Ar quztetura, aarte das p?’OpOT‘Q oes

\ As diferentes ordens arquitetdnicas distinguem-se por
grande niimero de detalhes de construgdo e decoragao.

i Todavia, sua prética da arquitetura modular repousa em

. parametros caracteristicos. Em tese, todas as dimensoes de

\ partes do templo se exprimem em fungao de uma unidade,

| oumédulo, ou como um mdltiplo, ou como submdiltiplo —as

\ duas categorias mais simples de relagdes numéricas. Na

' ordem idnica, o médulo é o didmetro da coluna, na ordem :

\ dérica é o raio. Desse modo, 0 arquiteto garantia que todas as .

~ partes de sua construgao fossem comensuraveis. 0 trabalho |

} do arquiteto, a “sumetria”, abrange a um s tempo esse '
procedimento técnico simples e uma avaliagao estética:na

prética, eles adotam certos modos de dispor nas formas e

distancias para dar conta de certas ilusGes de ptica. 0

templo de Hefaistos sobre a gora de Atenas

é um exemplo perfeito de seu

estilo dérico.
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A ESQUERDA, Duodecedron vacuus, desenho de Leonardo da Vinci para a obra De divina proportione (1509), em que Luca Pacioli cita os Elementos de Euclides,
particularmente a proporgao ou razdo durea que ele chama de divina), e os sélidos regulares e semi- -regulares. A direita, manuscrito grego dos Elementos com o fim da
prova da proposicao XlI-12. A partir da Renascenga, os editores modernos passaram a acrescentar entre parénteses os niimeros das proposicoes utilizadas no curso da

demonstragdo. Sem essas mindcias, era simultaneamente exercicio de meméria e de I6gica. Com o tempo, diversas indicagoes para auxiliar o leitor — os "escélios” —
foram inseridas nas margens dos manuscritos gregos. Aqui, na margem esquerda, um leitor ou um corretor [aletra ndo é do copista) acrescentou uma justificagdo para
que se remetesse a proposicao Xil-10, utilizada nessa passagem. Certos escélios se tornaram porgdes do texto por ocasido de suas sucessivas copias. 0 mesmo tipo de

acréscimo aparece em outros manuscritos dos Elementos

ponto de vista geral, e depois aplicadas a retas e 4reas reti-
lineas simples. Além disso, a segunda parte do livro é uma

’ impressionante classificacdo de retas e 4reas ditas irracio-
nais — cerca de 90 proposi¢des, ou seja, um quinto do tra-

- tado. Issofoi considerado indigesto, ainda mais porque nada
o justificana seqiiéncia. 4. A exposicdo estereométrica se
conclui por uma comparagio dos cinco sélidos regulares
que parece incompleta.

' mensurabilidade e incomensurabilidade, abordadas de um

f Teorias de Proporgoes
Outro fato que recebeu criticas é que a obra contém nao
uma teoria das proporgoes, mas duas. A segunda é exposta
' nas 22 primeiras proposi¢oes do livro VII. Como conse-
qiiéncia, certos resultados sdo demonstrados duas vezes.
Assim, a proposi¢do V-16 estabelece que “se quatro
grandezas estdo em propor¢do, de maneira alternada elas
estardo também em proporgao”, enquanto VII-13 prova que
“se quatro nameros estdo em proporcio, de maneira alter-
nada também eles estardo em propor¢io”. Em notacoes
modernas: “se A/B = C/D entdo A/C = B/D”, pois “(A, B,
C, D) estao em propor¢ao” nio significa nada mais que “(A,
B) estdo na mesma relagdo que (C, D), isto é, A/B = C/D”.

WWW.SCIAM.COM.BR

A transcri¢do apaga as diferencas: em nossa escrita sim-
bélica, as letras A, B, C e D designam ndo importa qual
tipo de objetos suscetiveis de entrar em uma proporgao.
Todavia, se o leitor retomar os enunciados antigos, vai cons-
tatar sem nenhum esforgo que a diferenga entre V-16 ¢ VII-
13 € que a primeira versa sobre grandezas (megethos em
grego), a segunda sobre niimeros (arithmos em grego).

A nogdo de “ntimero” é definida como uma pluralidade
determinada de unidades, isto ¢, do que é usado para fazer
uma enumeracio (2, 3, 4, 5... os inteiros naturais). Nem
fragées nem niimeros irracionais tém lugar na aritmética
grega. Ja a nogdo de grandeza é menos clara. Trata-se, ori-

ginalmente, de uma das propriedades fundamentais da fi-

gura geométrica: seu formato. Euclides n3o o define, mas
se vé, na continuidade do tratado, que ele considera sob
esse termo as linhas, as superficies, os volumes e os dngu-
los retilineos. Isso quer dizer que ele tem em vista um obje-
to geométrico abstrato, independentemente das dimensaes.
Aristételes o aplica a0 tempo, ao peso e a outras grandezas
fisicas. Para ele, a diferenca entre “niimero” e “grandeza” é
constitutiva: a segunda é indefinidamente divisivel, enquan-
to a divisdo do primeiro se detém na unidade.

O mistério das duas teorias das propor¢des poderia en-
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td0 estancar ai: uma vez que hd dois tipos de objetos distin-

tos — o nimero e a grandeza — ¢ natural que haja duas teo-
rias das proporcdes. Mas hd um porém: no inicio de seu
segundo livro, Euclides “demonstra” que se duas grande-
zas, A, B tém uma medida comum, sua relagao A/B serd a
decerto nimero M com outro niimero N.

Por exemplo, se A e B sdo dois comprimentos, ‘A medin-
do 3 metros e B, 5, a relacdo entre A e B seré a relagao dos
ntimeros 3 e 5. Os gedmetras antigos diziam que A ¢ para B
o que 3 é para 5. Ou seja, as relages de grandezas comensu-
raveis identificam-se com as de niimeros. E as relagoes entre
niimeros servem para exprimir as relagoes entre certos tipos
de grandezas. No exemplo acima, os comprimentos tém uma
relagio exprimivel de 3 para 5. Em compensagdo, o lado e a
diagonal de um quadrado tém uma relagdo que ndo se pode
exprimir com a ajuda dos nimeros (inteiros). Para nos, a re-
lagdo corresponde ao niimero irracional V2.

De uma perspectiva moderna, o fato de que uma rela-
¢do entre grandezas comensuraveis identifica-se a uma en-
tre nimeros corresponde, grosso modo, ao fato de que os
naimeros racionais positivos (fragdes) constituem um sub-
conjunto de niimeros reais positivos. Dai a considerar que
a teoria de proporgdes do livro VII ndo passa de um caso
particular, redundante, da primeira. Desde o século XVI,
autores como Francisco Maurolyco e Gilles-Personne de
Roberval propdem a unificagao dessas teorias.

Crise dos Fundamentos

:

No final do século XIX, alguns historiadores, mobilizados ‘

por essas singularidades, elaboraram uma grade de leitura

dos Elementos. Na época, os matematicos atravessavam uma’

crise de fundamentos, ligada aos paradoxos surgidos coma
entdo recente formalizagdo da teoria dos conjuntos.

Os historiadores perceberam que a descoberta de gran-
dezas incomensuraveis havia engendrado o mesmo tipo de
“crise” na Grécia Antiga. Antes, 0s gedmetras antigos, pres-
supondo que todas as grandezas fossem comensuraveis, ha-
viam utilizado uma teoria das proporgdes simples, aquela
cujo trago apareceria depois no livro VII. Com a descober-
ta de segmentos incomensuraveis (como a dlagonal‘ de um
quadrado que tenha por lado a unidade), que revelaram as
falhas da teoria, ela foi posta de lado durante algum tempo.
Depois surgiu uma nova teoria, a registrada no livro V, ge-
ralmente atribuida a Eudoxo de Cnidos (contempordneo
de Aristételes), que se aplicava as grandezas comensura-
veis e incomensuréveis, ainda que a distingao entre elas s6

ACIMA, RETRATO DE Euclides por Juste de Gand (século XV). Ao lado, manuscrito
dos Fenémenos de Euclides, obra de astronomia dedicada as ascensdes e
declinios de algumas estrelas e 2 variagao da duragao do dia em funcgdo da
época do ano e da latitude
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GEOMETRIA PLANA )

- ESTEREOMETRIA .~

-
Kot

ARITMETICA

ESTRUTURA GLOBAL dos €lementos de Euclides.
As flechas indicam os elos dedutivos: em linha fina,
de livro a livro, e nas linhas mais grossas, de
subconjunto a subconjunto

fosse introduzida no livro X. Essa distin¢ao justifica a pos-
teriori o tratamento elaborado no livro V. Euclides teria apli-
cado a teoria eudoxiana as figuras planas no livro VI e aos
s6lidos nos livros XI a XIIL. No entanto, ele teria mantido
parte da antiga teoria em seu livro VIL.

Quanto s singularidades do plano euclidiano, pode-
mos explicd-las de outra forma. Vimos ja que tal se dava
pelo duplo tratamento da proporcionalidade: os antigos
privilegiam os objetos sobre as relagdes entre eles. E uma
vez que hé dois tipos de objetos, ¢ legitimo ter duas teo-
rias de proporgdes, ainda que o objetivo, na seqiiéncia,
seja o de ver quando podem ser coordenadas (caso das
grandezas comensuraveis) e quando isso ndo é possivel
(incomensuréveis).

Além disso, a leitura atenta do tratado mostra que a in-
sercdo de uma proposi¢do se faz o mais proximo possivel
do local onde ela sera utilizada. Por exemplo, como os ir-
racionais s6 aparecem no livro XIII, parte dedicada aos
s6lidos, Euclides inseriu a nogdo de incomensurabilidade
no livro X, justamente antes do tratamento dos sélidos. Essa
¢, pois, a razdo, pela qual a introdugdo da distingdo “co-
mensuriveis/incomensuraveis” até ali se diferencia. Da
mesma forma, as nogoes aritméticas s6 aparecem no livro
X, e os livros aritméticos so inseridos imediatamente an-
tes: ainda que haja um interesse especifico pelo assunto
em Elementos, a razdo da existéncia dos livros VII a IX é
seu uso instrumental no estudo da irracionalidade.
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Enfim, Euclides se conforma com uma atitude que, segundo
Aristételes, é propria aos mateméticos: em uma ciéncia demons-
trativa, os principios nio demonstrados devem ser tdo pouco
numerosos quanto possivel. Ou seja, se ndo ¢ necessario usar a
teoria das proporgdes entre grandezas e suas dificeis defini¢oes
para estabelecer certos resultados, entdo ¢ melhor dispensé-las.

Assim, Euclides reagrupa nos livros de I a IV todos os
resultados que ndo necessitam dessa teoria, enquanto o sex-
to livro se ocupa de nogdes, como a da semelhanca de figu-
ras, pelas quais é inevitdvel o recurso  teoria das propor-
¢coes. Euclides leva bem longe essa atitude ao reagrupar, nas
28 primeiras proposicdes de seu livro I, as que nao depen-
dem de sua quinta demanda ou postulado de paralelos (tem-
se, em substincia, que duas retas de um mesmo plano se en-
contram em um ponto se ndo formarem, com uma terceira
reta, angulos cuja soma valha dois angulos retos).

Essa atitude explicaria também por que a estereometria -

euclidiana ¢ tao mal fundada. Muitas das primeiras proposi-
¢oes do livro XI (1, 2, 3, 7) apresentam provas pouco convin-
centes: a0 que parece, Euclides estava persuadido de poder
reduzir logicamente a estereometria a geometria plana sem a
introdugio de novos postulados. A exposigdo de Euclides esta
longe de ser perfeita. No entanto, as singularidades de sua es-
trutura ndo se explicam, ou pouco se explicam, pela histéria
das mateméticas pré-euclidianas, como créem os partidarios
da leitura arqueolégica; elas resultam das escolhas matemati-
cas e epistemolégicas dos Elementos. (BV)
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No primeiro livro de seus Elementos, Euclides posiciona
as bases tedricas do cdlculo das dreas poligonais. Estaria
interessado nos problemas praticos dos agrimensores?

LAVRADOR COLHENDO milho,
em amuleto da cultura greco-
egipcia, século la.C-1d.C.




udemo de Rodes (século IV a.C.) afirma que a

igualdade de dois tridngulos detentores de um lado

igual e de dois dngulos iguais — objeto da proposi-

¢do 1-26 dos Elementos de Euclides — ja era co-
nhecida por Tales de Mileto. Pois Tales, escreve Eudemo, deve
té-la utilizado no método que elaborara com o intuito de deter-
minar, a partir da margem de um lago ou de um rio, a distancia
de um bote que dela se aproxima.

Transmitido por Proclo, esse testemunho nos ensina duas
coisas: 1) Eudemo — como também muitos historiadores mo-
dernos — procedia por reconstrugdo racional: se Tales tivesse
inventado algum método, ele deveria conhecer todos os resulta-
dos geométricos que esse método pressupde. Tal dedugdo € evi-
dentemente incerta. 2) Para Eudemo, isto é, para a tradicao
(pseudo) histérica, o interesse da geometria residia na possibili-
dade de determinar a distancia de pontos.

O historiador Herédoto sugeriu que a geometria havia se
originado com a agrimensura dos egipcios, isto é, com a medida
das superficies. De fato, eles usavam procedimentos por vezes
sumarios e aproximativos. Para avaliar a drea de um quadrildte-
ro qualquer ABCD, em vez de dividi-lo em dois tridngulos, eles
se contentavam em medir os lados e multiplicar as metades das
somas dos lados opostos: (AB+CD)/2 x (BC+DA)/2 (o que re-
dundava em assimilar o quadrilatero a um retingulo que tivesse
como lados as metades dessas somas).

Isso quer dizer que havia um meio de combinar a agrimen-
sura e a geometria tedrica. Uma das tarefas da geometria aplica-
da é precisamente a de medir certas grandezas de maneira indi-
reta: a profundidade de um canal, a altura de uma montanha, o
afastamento entre o observador e um ponto inacessivel. Heron

de Alexandria desenvolveria sistematicamente esse ponto de vista
no século I d.C., em seu tratado da Dioptria. Assim como Eu-
clides, ele primeiro explicava os procedimentos elementares para
em seguida combind-los para resolver questoes complexas.
Heron utilizou tanto instrumentos (o dioptro e diferentes tipos
de réguas) quanto a proporcionalidade dos lados entre tridngu-
los semelhantes, propriedade que, no ensino basico ¢ chamado
hoje como “teorema de Tales”.

Evolugiao da Medida

Boa parte da obra de Heron é dedicada a uma série de questdes
cujo objetivo é conduzir a 4gua de um ponto A a um ponto B,
havendo a necessidade de cavar um canal através de uma mon-
tanha, em linha reta a partir das duas entradas dadas, e das em-
bocaduras de aeragao. Isso faz mencio de uma bela realizacao
técnica da época arcaica, o tinel de Eupalinos de Megara, cava-
do na ilha de Samos, cerca de 530 a.C. Destinado ao abasteci-
mento de dgua da cidade, chegou ao comprimento de 1 km. A
escavacio foi empreendida simultaneamente por duas equipes,
de ambos os lados da montanha.

E facil compreender que engenheiros, mecanicos ou arquite-
tos déem conta de suas préticas mostrando como elas se apéiam
em certos resultados de geometria tedrica; € o meio de aumentaro
seu prestigio, de fazer reconhecer a um s6 tempo a utilidade ¢ a
tecnicidade de seus saberes. Mas também estariam os gedmetras
inquietos quanto as possibilidades de aplicagao de seus resulta-
dos? J4 acompanhamos a sua op¢do por formulagoes abstratas:
mais do que da medida de uma érea, falam em “quadratura”. No
entanto, um passar de olhos sobre o primeiro livro dos Elementos
mostra que Euclides desejou estabelecer um lugar constitutivo

c a) A 4rea do paralelogramo ABCD
é duas vezes a do tridngulo BCE.

b) Os paralelogramos ABCD e
EBCF sdo iguais. c) Demanda n?5S
de Euclides: se a soma dos
angulos BEF e DFE é inferior a

D 180°, as retas AB e CD seccionar-
- se-dodoladodeBeD
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ACIMA, 0 TUNEL DE Eupalinos, em Samos. A escavagao, empreendida de ambos
os lados da montanha, pressupde habilidade para manter um alinhamento dos
dois buracos e um declive destinado a facilitar o escoamento da dgua. Alguns
viram af uma ilustragao do ensinamento de Pitagoras, nativo de Samos. De
fato, Pitdgoras deixou sua cidade, fugindo da tirania de Policrates. E o arquiteto
Eupalinos era de Megara, ndo de Samos. Os procedimentos descritos por Heron
mobilizam poucos conhecimentos geométricos. Embaixo, dois métodos
euclidianos para tornar quadrada uma figura retilinea: a) a proposigao |-45 da
o retangulo R equivalente em drea a uma figura retilinea A, em seguida a
proposico Il-14 fornece o quadrado C equivalente a R. b) Um poligono P €
divisivel em tridngulos T, Se conhecemos os quadrados C,equivalentes a
esses tridngulos e o quadrado equivalente a soma de dois quadrados,
obteremos o quadrado equivalente ao poligono P
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entre a quadratura dos poligonos e o modo dedutivo de proceder.
Sua intengdo era sistematizar a geometria aplicada, conferir-lhe -

bases tedricas. Sigamos Euclides passo a passo.

Na proposigdo II-14, o autor de Elementos resolve o proble-
ma da quadratura dos poligonos: “Construir um quadrado igual
a uma figura retilinea [A] dada”. Para fazé-lo, ele procede em
dois tempos: supde ter encontrado um retdngulo R igual & figu-
ra'A, — ele explicou como proceder na proposicdo I-45 — e de-
pois demonstra como encontrar um quadrado C de drea igual a
doretingulo R, que termina a quadratura (ver figura “a” no qua-
dro ao lado, abaixo). ‘

Com I-45, a quadratura de quaisquer figuras retilineas ¢ re-
conduzida a um caso particular: a quadratura dos retangulos. E
possivel considerar as coisas de outra maneira. Toda figura reti-
linea pode ser decomposta em tridngulos — por exemplo, um
pentigono é composto de (no minimo) trés tridngulos (ver figu-
ra “b” ao lado).

Supde-se que se saiba encontrar um quadrado equivalente
em 4rea a um tridngulo. Para resolver o problema da quadratura
das 4reas retilineas, basta determinar como obter um quadrado
equivalente  soma de dois (trés, quatro, cinco...) outros qua-
drados. Por associagdo, basta saber fazé-los para dois quadra-
dos e o problema se reduz a questo: “Como encontrar um qua-
drado equivalente 2 soma de dois dados quadrados?”.

A resposta se encontra em uma das mais célebres proposi-
¢coes de Euclides, o teorema dito da hipotenusa (I-47, ver qua-
drona pag. 61): “Nos tridngulos retdngulos, o quadrado sobre o
lado oposto ao dngulo reto é igual aos quadrados sobre os lados

contendo o angulo reto”. Euclides estabelece nao sé esse teore-

ma, mas a sua reciproca. A propriedade é, portanto, caracteristi-
ca da espécie “tridngulo retingulo”. '

Do ponto de vista prético, hd interesse nessa reciproca. Como
diz o arquiteto romano Vitrvio, tomando trés réguas de 90,
120 e 150 cm, é possivel construir um esquadro exato, desco-
berta bastante ttil para a constru¢ao de graus de uma escala. A
determinacdo de tais trincas de niimeros (a, b, c) tais que a>'b*=
¢*j4 era conhecida dos babilénios.

Eudemo havia tentado determinar os teoremas geométricos
que Tales, segundo ele, ndo podia ignorar. Outros fizeram o mes-
mo por Pitdgoras e lhe atribuem a descoberta do teorema que ain-
da hoje leva o seu nome. Associava-se a pretensa descoberta de
Pitagoras a um sacificio de sangue (segundo a lenda, ele teria
sacrificado cem bois para celebrar seu teorema). Mas, essa prética
era proibida pelos preceptores da seita pitagérica.

Segundo as fontes cléssicas (Herédoto, Platdo e Aristételes),
Pitagoras tinha inventado um “modo de vida” fundado em mlti-
plas prescricoes religiosas e préticas de rituais, na crenca na traris-

migracio das almas, na recusa de certos cultos civicos, mas tam-
bém na vontade de influenciar o regime politico de certas cidades
da Magna Grécia (sul da Italia, Sicilia). Nada indica que Pitago-
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o ial, M“f““w"“'lp i do teorema da hipotenusa [I-47)
. ras tenha se dedicado 4 geometria. Mesmo Proclo nao esconde Mas de que modo Euclides justifica que o retingulo BL (res-
seu ceticismo e insiste na perfeicao da prova de Euclides. pectivamente o quadrado BG) seja duplo do tridngulo ABD

| O estilo do gedmetra possui certas caracteristicas passiveis ~ (FBC)? Tal é estabelecido em um teorema anterior mais geral que .
de ser encontradas jd nos fragmentos de Hipdcrates: exposicio  combina tridngulos e paralelogramos, a proposigao I-41: sejam ;
sintética, forma dedutiva, combinagao de um textoedeumdia-  um paralelogramo ABCD e um tridngulo BCE (que tém a mes-
grama letrado tornando um e outro indispenséveis 4 demons-  ma base BC) “situados nos mesmos paralelos BC e AE” (ou seja,
tragdo. As letras sdo as tnicas partes do discurso matemdtico A, D e E estdo alinhados sobre uma reta paralela a BC, (ver figura
que ndo pertencem 4 lingua natural. Euclides ndo faz uso de  “a” na pdg. 59), enquanto ABCD ¢é o duplo do tridngulo BCE.

simbolos, e seu discurso recorre apenas a uma reduzida parcela Antes de seguir adiante na prova de I-41, € preciso verificar
da lingua grega, pelo uso que faz de frases estereotipadas. Ele  que ela se aplica em I-47, por exemplo, para o quadrado BG e
designa as figuras de modo econdmico. Por exemplo, fala do  para o tridngulo FBC (ver o enquadrado em sentido contrdrio).
quadrado BDEC (ver quadro acima), pois todos esses vértices ~ Dois pontos sdo evidentes: o quadrado BG é um paralelogra-
sdo mencionados no texto, porém designa os quadrados sobre  mo, isto é, uma figura “de linhas paralelas”. Idem para o retan-
AB e sobre AC por somente dois vértices opostos, respectiva-  gulo BL. Além disso, FBC e BG possuem a mesma base, BF.

mente BG e HC, e isso lhe basta. : Resta verificar que eles estao nas mesmas paralelas.

. As retas FB e GA sdo paralelas (por construgio BFGA é um
O Teorema por Euclides quadrado). Basta entdo mostrar que o vértice C estd sobre o pro-
O cerne da demonstragdo consiste em estabelecer que o re-  longamento da reta GA. As retas GA e AC, com efeito, teriam

tangulo BL e o quadrado ABFG sao iguais, ja que a dreade  podido constituir uma linha quebrada (em A) — néo é o caso.
cada um é o dobro da drea de tridngulos iguais, ABD e FBC.  Euclides observa: “Uma vez que cada um dos angulos sob BAC,
Euclides estabelece a igualdade prévia dos dois gracasauma ~ BAG é reto entao relativamente a certa reta: BA, e em um ponto
proposi¢ao sobre a igualdade dos tridngulos (I-4): nossosdois A que esta sobre ela, as duas retas [segmentos] AC, AG, nio
tridngulos tém dois lados iguais a dois lados, os quais con-  posicionadas do mesmo lado, formam angulos adjacentes iguais -
tém dngulos iguais. Ele j4 havia provado a igualdade desses  a dois retos. Portanto, CA esta alinhado com AG. Entdo, pela
dngulos ao mostrar que se tratava das somas de dois 4ngulos ~ mesma razdo, BA também esta alinhado com AH”.

iguais dois a dois. De uma perspectiva moderna, a igualdade Nada mais impede que utilizemos o resultado contido em I-
dos tridngulos decorre do fato de que eles se deduzemumdo 41 para estabelecer o teorema da hipotenusa. Gragas a esse teo-
outro por uma rotagao de 90 graus. A seqiiéncia da demons-  rema — a proposigdo I-47 de Euclides — saberemos encontrar a
tracdo de Euclides é simples: o retdngulo CL chegamesmoa  “soma” de dois quadrados dados sob a forma de um quadrado
ser igual a0 quadrado ACKH (detalhes nao sdo contempla- ~ — bastara construir o tridngulo retngulo no qual os lados do

dos por Euclides). A reunido dos retingulos BL e CL cons-  angulo reto sio os lados de cada um dos dois quadrados a so-
tituindo o grande quadrado BDEC, este havera de ser, pois, ~ mar: a hipotenusa do tridngulo ser4 ento o lado do quadrado
igual aos dois quadrados BG e HC. “soma”. Da mesma forma, para calcular sua diferenca, poremos
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o lado do quadrado maior como hipotenusa de um tridngulo

retingulo, e 0 lado do menor como um dos lados do 4ngulo reto;
o lado que restar serd o do quadrado equivalendo a diferenca
dos dois quadrados dados.

Voltemos a prova de I-41. Euclides junta a diagonal AC (ver
figura a na pag. 59). Assim, ele constréi o tridngulo ABC que
também tem BC por base e se situa nos mesmos paralelos. Feito
isso, enuncia duas assercdes das quais advém o resultado. a) Os
tridngulos ABC e EBC, por terem a mesma base e estarem nas
mesmas paralelas, s3o iguais. b) O tridngulo ABC é ametade do
paralelogramo ABCD, porque AC ¢ a diagonal e porque a dia-
gonal de um paralelogramo o secciona em duas partes iguais.

Essa segunda propriedade ¢ bastante simples e advém da
igualdade dos tridngulos ABC e ADC. Ela tem uma conseqi-
éncia interessante: seja, sobre a figura “a” (pdg. 59), o ponto F
de modo que EF = BC. O quadrilitero BCEF é um paralelo-
gramo, também ele sobre a mesma base e nas mesmas parale-
las que ABCD, ABC e ADC; BE ¢ a sua diagonal. Segundo
(b), o tridngulo EBC, portanto, é a metade do paralelogramo
BCEF. Assim, se a afirmacio (a) for verdadeira, a asser¢do (c):

Postulado das Paralelas

Tendo chegado & proposi¢do I-35, é facil generaliza-la em
duas dlregoes 1) Se paralelogramos ou tridgngulos tém bases
iguais e se est3o nas mesmas paralelas, eles sdo iguais entre
si. 2) Se paralelogramos ou tridngulos tém bases desiguais e
se estdo nas mesmas paralelas, eles serdo desiguais, € o maior
serd o de base maior. .

A primeira generalizagio é feita nas prop051goes [-36e1-38;a
segunda é pressuposta na proposi¢do VI-1: “Os paralelogra-
mos ou tridngulos situados nas mesmas paralelas estdo entre si
como sua base”, a qual, por sua vez, é o elemento essencial de
toda a teoria das proporgdes entre figuras semelhantes, exposta
nos livros VI (figuras planas) e XI (sélidos). Isso confirma o ca-
riter elementar de I-35, pedra fundamental do ultimo terco do
livro L. Sua prova compde uma das principais etapas do livro I.

Essa proposi¢do enuncia-se da seguinte forma: “Sejam
ABCD e EBCF paralelogramos sobre a mesma base BC, e nas
mesmas paralelas AE, BC (ver figura b na pdg. 59). Digo que o
paralelogramo ABCD é igual ao paralelogramo EBCFE.”

Distinguem-se diferentes elementos em sua demonstragio,

recorrendo a diversos resultados anteriores:

23 BOOK FL. PROP. I. THEOR.

1-33: para afirmar que, uma vez que ABCD
e EBCF sio paralelogramos, tem-se: AD = BC
e BC=EF;

IANGLES

g A s 1-29: para estabelecer a igualdade dos 4n-
Ly memivmmiis | gulos FDC e EAB, porque as retas AB e CD
2 P A A l so paralelas;
AR ;‘.,:.?,;:‘Z e ades byl I-4: para mostrar que os tridngulos EAB e
i&“ﬁ:’ SR - o o  DFCsao }guals. - |
TS vrmplerivatesto e Poderiamos dar seqiiéncia a nosso percur-

Tieq fides ot cae figare sre f3id to be reciprocally propor-
sianal v0 two Bdes of snother figure whea oac of the fides
of the firlt is to the fovond, a5 the remuining fde of the
Scond is 1 the remaining fide of the firil.

m.
A maawsr Fne is £id o becut in extome 30d mean
ti, whea the whole is o the greater figmest, a5 the
greater fegment is to the kefs.

w.
Tz altitede of any figere i the straight line drawn from
"‘mtxgupaﬁmhnnhﬁ.cﬂ:hﬁpdﬁml

duced Nines succedlively equal w it; 20d draw ey from
the common vertex to their extremitics.

L L2 Ahummw

+ one another, fiace thei baiks are cqaal. (B. 1. pe. 38

.-.Muhunmem-'

-ﬁhu‘u.&u-—.

0S ELEMENTUS, em edig3o de 1847, feita pelo matematico Oliver Byme. Retne os seis primeiros livros,
que tratam de geometria plana e da teoria das proporgoes

so regressivo buscando os elementos mobili-
zados nessas proposi¢des. Sem entrar em de-
talhes, contentemo-nos com uma observagio
sobre a proposi¢do I-29, que afirma: “Se uma
linha reta cai sobre retas paralelas, ela faz (i)
angulos alternos iguais e também (ii) o dngu-
lo exterior igual ao ngulo interior e oposto e
(iii) os dngulos interiores e do mesmo lado
iguais a dois retos [180°]”. E 29(ii) que é uti-
lizado em I-35 para estabelecer nossa igual-
dade angular; a proposi¢ao I-29(i) o é em

“Os paralelogramos de mesma base e situados nas mesmas
paralelas sdo iguais entre si”, também o ¢, e reciprocamente.

Em resumo, “os paralelogramos ou tridgngulos de mesma base
e situados nas mesmas paralelas sdo iguais entre si”. Euclides
trata os casos “tridngulos” (a) e “paralelogramos” (c) separada-
mente, nas proposicdes I-37 e I-35. Quanto 4 assercdo (b), ¢
demonstrada em I-34. Os teoremas I-34 e I-35 sao os funda-
mentos da teoria da equivaléncia em érea, notadamente contida
nas proposicoes 1-37, 41, 42, 47 e I1-14.
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I-34 para 0 mesmo género de inferéncia. A proposicao I-29
de fato quase equivale ao célebre postulado dito das parale-
las (Demanda n°5 de Euclides, ver figura ¢ da pag. 59): “Se

uma reta caindo sobre duas retas faz angulos interiores e do -

mesmo lado menores que dois retos, as duas retas, indefini-
damente prolongadas, encontram-se do lado onde estao os
dngulos menores que dois retos”.

Esse postulado intervém na prova de I-29(i) e ndo é mais
que seu contraposto (em uma proposi¢do “se X entdo Y,
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seu contraposto ¢ “se nao Y,
entdo niao X ). Com efeito,
supomos que os dngulos al-
ternos, AEF e EFD nido sdo
iguais, que AEF € o maior.
Entdo, a soma dos angulos
AEF e BEF (dois retos) serd
maior que a soma dos dn-
gulos BEF e EFD. Em
conseqiiéncia, segundo o
postulado das paralelas, as
retas AB e CD se reencon-
trardo. Mas na hipétese de
1-29 elas sdo paralelas.

E provavel que Euclides
tenha escolhido sua formula-
¢do — bem mais complexa —
do postulado das paralelas ten-
do em vista sua utilizacao na
demonstraciode I-29. E esse,
alias, o primeiro uso: as 28 pri-
meiras proposi¢oes do livro I
nio dependem do que por ve-

com a adjungdo posicionada
na Nog¢io Comum 2, nio
mais para linhas, mas desta
feita para dreas.

Assim, a proposi¢ao I-35
requer as trés Nogoes Co-
muns (ou axiomas) que go-
vernam as manipulacdes da
relagao de igualdade. Vimos
que a prova utilizava tam-
bém o postulado das para-
lelas. Ela pressupoe entao os
principais principios (pos-
tulados e axiomas) do livro
I de Euclides.

O desdobramento de to-
das essas sutilezas logicas
pode parecer uma inutilida-
de. As equivaléncias em
4rea que fazem o objeto das
proposicoes I-35 e [-41 sdo
triviais se recordarmos as
formulas de célculo que

zes se denomina geometria

aprendemos na escola: 1) A

“absoluta”, mas pertencem a
ela. Se Euclides tivesse esco-
Thido uma formulagdo mais simples (“por um ponto ndo situado
em uma reta passa uma paralela, e uma s0, a essa reta”), nao é
certo que tantos gedmetras, desde a Antigiiidade, tenham tentado
demonstrar essa asser¢ao que, como sua contraposta [-29(i), para
eles assumia a feicao de um teorema.

Mas voltemos 2 proposigao I-35. Outros mgred1entes inter-
vém em sua prova (ver a figura b na pag.59): Euclides parte da
igualdade das duas retas AD, EF a uma mesma terceira, BC,
para delas deduzir que sdo iguais entre si. Essa transitividade €
posta na Nogao Comum 1: “As coisas iguais a uma mesma coisa
sao também iguais entre si”.

Acrescentando DE a cada uma delas, deduz-se que AE =
DF. Essa compatibilidade da igualdade com a adjungao ¢ posta
na Nocdo Comum 2: “E se, as coisas iguais sdo acrescentadas
coisas iguais, os todos sdo iguais”.

Tendo estabelecido (por I-4) que os tridngulos ABE e DCF
sdo iguais, ele cerceia sua porgdo comum — o tridgngulo DGE —
e dai deduz a igualdade dos quadrilateros ADGB, EGCEF. Essa
compatibilidade da igualdade com o cerceamento é posiciona-
da na Nogio Comum 3: “E se, a partir de coisas iguais, coisas
iguais sao cerceadas, os restos sdo iguais”.

Enfim, para chegar 4 igualdade buscada dos paralelogramos
ABCD e EBCE ele acrescenta o tridngulo BGC a cada um dos
quadriliteros. Utilizou entao, ainda uma vez, a compatibilidade

EUCLIDES, em gravura de 1661
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superficie de um paralelo-

gramo é o produto de sua
base por sua altura. 2) A superficie de um tridngulo € a meta-
de desse produto.

Concordo, mas como justificar essas formulas? Para a se-
gunda, é ficil: basta mostrar que um tridngulo é a metade de um
paralelogramo de mesmas base e altura. Ora, ¢ o que Euclides
demonstra na segunda parte de I-34. Quanto 4 primeira igual-
dade, ela é “evidente” para um retangulo; basta entdo entendé-
la no caso de quaisquer paralelogramos. De qualquer modo, €0
que esté estabelecido em I-35 e [-36, uma vez que essas propo-
sicoes permitem afirmar que todo paralelogramo € igual a um
retingulo de mesmas base e altura. Portanto, pode-se ler essa
passagem dos Elementos como uma fundagio tedrica dos pro-
cedimentos do cilculo das 4reas planas mais elementares, para- _
lelogramos e tridngulos.

A tabuleta cuneiforme Plimpton 322 (segundo milénio an-
tes de nossa era) comporta trés colunas de niimeros em nota-
¢do sexagesimal e uma numeragdo das entradas de 1 a 15. Os
ntimeros recontados sdo da forma [(b/a)2 b, c] onde (a, b, ¢)
sio inteiros verificando a igualdade a?+b*=c?. Por que razdo se
teria realizado tal tabela? Ela implica um conhecimento do teo-
rema da hipotenusa (isto é, uma interpretacao geométrica)?
Uma coisa é certa: as técnicas matematicas dos sdbios babilo-
nios, muito antes das dos gregos, nao eram relegadas a simples
aplicagdes préticas. (BV)
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Construire SR

- comparar

30 sabemos nada a respeito

dos anos de formagio de

Euclides, e ha fortes razdes

para crer que 0 mesmo se

pode dizer de seus comentaristas da Anti-
giiidade tardia. Mas, Proclo de Constanti-
nopla (morto em 485) ndo hesita em afir-
mar, ao redigir seu comentdrio ao livro
primeiro dos Elementos, que Euclides era
platonico. A obra termina com a constru-
¢aode figuras “platdnicas”, e issolhe basta.
Devemos reconhecer que Proclo tem
razio em um ponto: hd certamente uma
ligagao entre Platdo e Euclides, mais pre-
cisamente entre a cosmologia platonica e
o final do livro XIII dos Elementos. Em
seudialogo Timeu, composto entre 0s anos
360e355a.C., Platdo descreve odemiur-
go que construiu o corpo do mundo. A
cada um dos quatro elementos fundamen-
tais que compdem o mundo (fogo, ar, dgua
e terra), o demiurgo associou um sélido
regular: tetraedro para o fogo, octaedro para
0 ar, icosaedro para a 4gua e cubo para a
terra. Platdo acrescenta que o demiurgo
utilizou uma quinta figura para “represen-
tar o Universo em seu conjunto”. Trata-se

| Para os platdnicos, a geometria do espago

culmina com o estudo dos cinco poliedros
regulares, aos quais Euclides dedica o
tltimo livro dos seus Elementos

dododecaedro, que Plationdonomeia. Em
suas proposigoes XII1-13 a XIII-17, Eu-
clides constréi (e circunscreve com uma es-
fera) todos esses solidos. Na tiltima propo-
sicdo do tratado (XIII-18), compara o
comprimento das arestas das cinco figuras.
Eisaligagio entre os dois. A denominagao
tradicional de “figuras platonicas”, que os
cinco poliedros receberam, deve-se  gran-
de fama que obtiveram Platdo e seu Timeu.

Contudo, a deducao feita por Procloa
respeito da filiagao filosofica de Euclides é
incerta por dois motivos. O primeiro é que
independentemente de quaisquer conota-
¢oes filosoficas, os cinco sélidos regulares
possuem um interesse evidente para todos
os gedmetras. Como o proprio Proclo afir-
ma, esses poliedros exibem uma proprie-
dade notavel: ao passo que é possivel ins-
crever, dentro de uma circunferéncia, uma
infinidade de poligonos eqiiidngulos e
eqiiildteros, ndo existem sendo cinco soli-
dos regulares inscritiveis em uma esfera.

Ela, ao contririo da circunferéncia, nao
se deixa dividir de infinitas maneiras em
porgdes iguais, mas somente de cincoma-
neiras. No entanto, a esfera é o anilogo
tridimensional da circunferéncia.

O segundo é que Proclo j& havia men-
cionado os poliedros regulares ao descre-
ver a genealogia dos Elementos. Ele afir- -
mara: “Pitdgoras transformou o estudo da
geometria em um esquema de educacio
liberal; (... foi ele quem descobriu‘o estu-
do dos irracionais e a construgzo das figu-
ras cosmicas [os cinco sélidos regulares]”.
Muas se Pitdgoras havia descobertoa cons-
trucdo dos cinco sélidos regulares, Eucli-
des nio seria platdnico, mas pitagorico.

De fato, a afirmagao relativa a Pitago-
ras, que Proclo reproduz de Iamblico, per-
tence a tradicao dos pais fundadores. Seu
objetivo é duplo: a atribuigao de um “es-
quema de educagao liberal”a Pitigoras
visa associd-lo a formulacao do sistema
quadripartito de descrigdo das ciéncias ma-

a) Dodecaedroinscrito emum icosaedro, e vice-versa. b) Arelagao

entre a superficie dos dois inscritos em uma mesma esfera € a
mesma que entre seus volumes. Para mostrar isso, decompomos
cada um dos sélidos em piramides (20 para o icosaedro, 12 parao
dodecaedro). 0 volume de uma pirdmide € Ah/3, h éaalturaeh,a
4rea da base. A mesma circunferéncia circunscreve as faces do
icosaedro e do dodecaedro; portanto, as pirdmides dos dois séli-
dos possuem a mesma altura h. Assim, 0 volume do icosaedro €
V,,=A,h/3x20, e 0 dododecaedro 6V, =A h/3x12,emqueA,a
4rea de uma face do sélido com i faces, é igual a superficie total do
sélido (S ) dividida pori. Assim, asrazoes S,/S,eV,,/V, saoiguais.




QUADRO JOHANNES NEUDORFER e seufilho [ 1561), de Nicolas Neufchatel, mostra o matemético dando uma aula sobre os poliedros regulares.Em sua mao esquerda, um dodecaedro

temdticas (o “quadrivium”), elaborado no
comego do século IV a.C.; e as supostas
contribui¢oes de Pitdgoras ao estudo dos
irracionais e dos poliedros regulares sio
introduzidas para sugerir que grande par-
te dos Elementos, especialmente os resul-
tados presentes nos livros X e XIII, j4 ha-
viam sido esbogadas pelo filésofo.

Pitagoras ou Teeteto?

Deve-se procurar a motivagao para esse
tipo de fabulagdo ndo mais na histéria da
geometria, mas da filosofia. Diversos au-
tores da Antigiiidade tardia tentaram mos-
trar que Platdo seria, na verdade, um (fiel)
discipulo de Pitdgoras. J4 na época hele-
nistica, alguns autores, menos generosos,
afirmavam que o mestre da Academia era
um plagiario, e que havia baseado seu céle-
bre Timeu na obra intitulada De la nature,
do pitagérico Filolau. Essas extravagantes
afirmagdes apoiavam-se em um fato: o per-
sonagem principal do didlogo escrito por
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Platao é um certo Timeu de Locres, apre-
sentado como sdbio da Magna Grécia.
Nada sabemos a respeito dele, nem mes-
mo se se trata de um pitagérico do século
Via.C. (acenaocorreria em algum momen-
toentre os anos de 430-420) ou de um sim-
ples personagem literirio criado por Pla-
tao. Mas um bom néimero de autores
antigos acreditou que a cosmologia pla-
tonica nao passaria de uma retomada de
antigas doutrinas pitagéricas. Um falsario
da época helenistica chegou mesmo a re-
digir um tratado, Sobre a natureza do Cos-
mos e da alma, atribuido a esse Timeu de
Locres, e que era simplesmente um resu-
mo do didlogo de Platdo. Muitos, entre os
quais Idmblico, ndo perceberam a fraude.

Jamais saberemos ao certo o contexto
das primeiras investigacdes sobre os soli-
dos geométricos. Alguns testemunhos, no
entanto, ainda que somente um pouco
mais confidveis, indicam quem teria lan-
cado o programa de estudo dos poliedros.

Trata-se de Teeteto de Atenas (morto em
369), amigo de Platio e discipulo de Teo-
doro. Costuma-se apresentd-lo comoa pri-
meira pessoa a escrever um tratado consa-
grado 2s cinco figuras sélidas regulares.
Essa obraestd perdida, mas foi sem davida
uma das fontes matematicas exploradas no
Timeu, ainda que Teeteto ndo seja explici-
tamente citado nesse didlogo de Platdo.
Alguns historiadores acreditam que o
trabalho de Teeteto foi retomado também
por Euclides, e que constitui a esséncia do
livro XIII dos Elementos. Isso de fato é
possivel, embora seja dificil confirmar.
Existem diferentes maneiras de tratar os
poliedros. Mesmo se considerarmos so-
mente o problema de sua construcio,
pode-se conceber no minimo duas abor-
dagens: 1. Constroem-se sucessivamente
cada uma das cinco figuras, para depois
mostrar como elas podem ser circunscri-
tas por uma esfera. Esse é o procedimento
do livro XIII. 2. Toma-se uma esfera e de-
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terminam-se, sobre sua superficie, os pon-
tos que fornecem os vértices de cada polie-
dro. Tal é a via seguida por Pappus, no li-
vro 111 de sua Colegdo matemética.

Do ponto de vista técnico, as duas op-
¢coes revelam-se bastante
diferentes — bastacompa- |

métrico do Universo a partir dos sélidos

platonicos. Tamanho sucesso ajudou, sem *

davida, amanter constante o interesse pela
teoria matemtica dos solidos regulares,
para bem além do circulo de especialistas.

rar a construgdo dos mes-
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citamente suposta pelo autor. Ainda que

esse teorema de limitacio fosse conhecido

antes de Euclides, acredita-se que essa por-
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construgdo dos sélidos. O | Sen- ol e e ey ¢do moderna, eis 0 que
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didlogo mostra que Platao e Ty e S enuncia o autor:
tinha uma idéia a respeito R e e et o i A SO % (34)2 = 2(a)% (214)2 = 4/3
da nogdo de sohfio regu- | 2 (a,; (a,f = 3/2(a ¢
lar, e sabia que existemso- B 2

mente cinco. Ele descre-
veu a constituicdo global
desses solidos (natureza e
ntimeros de faces e de 4ngulos solidos),
como uma exposi¢ao cosmoldgica, ndioum
manual de geometria.

Platao preferiu enfatizar o tratamento
dessas figuras como elementos simples, a
partir dos quais elaborou modelos geomé-
tricos. Platdo acreditava que elas permitem
explicar certas transformagdes fisicas ele-
mentares (ver quadro na pdg. 67).

A influéncia do Timeu, de seus co-
mentadores, mas também de seus criticos,
como Aristételes, foi formidavel, compa-
ravel 4 influéncia dos Elementos: foi utili-
zado como um dos textos fundamentais da
escola neoplatonica, na Antigiiidade tar-
dia; na Idade Média, autores cristdos com-
pararam sua cosmologia aos escritos do
Génesis, para contrapor Platao a Aristote-
les e sua tese “abominével” da eternidade
do mundo, contrria as Escrituras. Na Re-
nascenga, retoma-se alicdo platonica: € ne-
cessario procurar regularidades matema-
ticas para explicar a ordem e a estrutura do
mundo. Johannes Kepler, especificamen-
te, concebeu em 1595 um modelo geo-
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MANUSCRITO DE MEADOS do séc. X de Timéu, traduzido e comentado por Caicidio.
Proclo, em seu comentario dos Elementos, associou Euclides a cultura platonica

Comparagio dos Solidos

Os gedmetras ndo ficaram indiferentes a
todo esse entusiasmo, e a teoria dos soli-
dos regulares tornou-se um cldssico, a
ponto de modificar o fim dos Elementos:
Euclides terminou sua obra com a propo-
sicio XIII-18, que estabelece que a ordem
decrescente das arestas dos cinco sélidos é
a mesma ordem segundo a qual Euclides
os construiu, nas proposicdes 13a 17. Mas
os estudiosos insistiram em acrescentar, até
a Renascenga, novos resultados.

Na verdade, a coisa é um pouco mais
complicada, pois o texto de XTII-18 sofreu
diversas alteracdes e interpolagdes. Uma
delas, bem no final da demonstragao, es-
pecifica, de maneira um tanto quanto inap-
ta, que, afora os cinco solidos ja estuda-
dos, ndo sera possivel construir nenhum
outro poliedro delimitado por figuras pla-
nas eqiildteras e eqiiiangulas idénticas (os
poligonos regulares). Para que seja assim,
é necessario acrescentar uma condigao su-
plementar — a exigéncia de que os sélidos
possam ser inscritos em uma esfera —, ta-

Paraa_ea, elese
contenta em lembrar que
se trata de segmentos irra-
cionais no sentido euclidiano (fato esse de-
monstrado em XI11-16e XIII-17): as pro-
poss o, 16, (0,710 .7

..ndo podem ser escritas na \ forma de fra-
¢30. As cinco figuras repartem-se em duas
familias: trés sélidos “simples” (tetraedro,
cubo e octaedro) e dois mais complexos, 0
icosaedro e o dodecaedro. Essa distingao,
de resto, poderia ser percebida desde a
construcdo das figuras. Por outro lado, a
propria interpolagdo necessita ser comple-
mentada, mesmo se limitada apenas aos
trés poliedros “simples”.

Assim, pode-se deduzir, a partir da
igualdade (a ) =4/3 (a,)", queas dreas dos
tridngulos equ iilateros que formam, respec-
tivamente, as faces do tetraedro e do octae-
dro também se encontra em proporgéo de
3 para 4. Multiplicando-se pelo respecti-

vo ntimero de faces (4 e 8), obtém-se que’

as areas do tetraedro e do octaedro (inscri-
tos em uma mesma esfera) estdo na pro-
por¢io de 2 para 3. Entdo, por que ndo
comparar os solidos regulares por dreas
volumes, e ndo s6 pelas arestas?
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Platdo e os poliedros

Flatao utiliza & assaciagao entre elementos e poliedros regulares para explicar— por meio
da decomposicao e recompesigao das figuras sélidas a partir de suas faces — as
transformacbes muituas de trés dos quatro elementos (fogo, ar e agua] observaveis no
mundo fisico. De fato, os correspondentes sclidos, por serem todos compostos de tridngulos
equilateros, prestam-se particularmente bem a essas operacdes. 0 elemento terra,
representado por um cubo, escapa as transmutacoes,

S e &

1Ar=2Fogo(B=4+4)

7 Y
vV V¥

1 Agua=1Fogo+2Ar(20=4 +2x8)

O caso do icosaedro e do dodecaedro,
| devido a apari¢do de proporgdes quadri-
ticas irracionais, € ainda mais estimulante.
Hipsiclo de Alexandria (séculoI1a.C.) in-
| forma-nos que o matematico Aristeu che-
gou a compor um texto intitulado Sobre a
comparagdo das cinco figuras, infelizmente
perdido. Seu autor, sem davida, era um
predecessor imediato ou um contempora-
neo de Euclides, portanto posterior a Tee-
teto. A tnica informagao precisa diz que
seu estudo continha o seguinte belo resul-
tado: “Uma mesma circunferéncia circun-
creve o pentigono do dodecaedroe o tridn-
gulo doicosaedro, que estejam inscritos em
uma mesma esfera”. Por decomposi¢aoem
tetraedros, deduz-se dai que a relagio en-
tre as superficies do dodecaedro e do ico-
saedro ¢ igual a relagao entre seus volumes
(ver figura na pag. 64).

Hipsiclo observa que Apolénio de Per-
ga, autor das Cbnicas, havia demonstrado
esse resultado em um tratado dedicado a
comparagdo dos dois sélidos complexos.
Deve-se a ele a determinaco da relagio
em termos de segmentos de reta: a pro-
por¢ao entre a drea (ou volume) do dode-
caedro e do icosaedro é igual 2 proporcao
entre a aresta do cubo e a do icosaedro.
Temos:S /S =V /V, =af .
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Hipsiclo, por sua vez, retomou a mes-
ma comparagio e propds uma nova des-
cri¢ao, em termos de divisdo em razao mé-
dia e extrema (ver quadro na pdg. 68). No
inicio, seu tratado aparecia de maneira in-
dependente. Depois, em alguns manus-
critos gregos, foi copiado na seqiiéncia dos
Elementos, e tornou-se aquilo que se cos-
tuma chamar de livro XTV.

A histéria do final dos Elementos nao
termina por ai. Com efeito, existem outras
maneiras de tornar evidente o fato de que
os cinco solidos regulares constituem uma
familia. Por exemplo, o namero de vértices
do icosaedro ¢ igual ao ntimero de faces
do dodecaedro, e inversamente. Como
cada um desses poliedros possui fa-
ces iguais, o centro dessas faces é
eqiiidistante do centro da esfera
que os circunscreve. Portanto,
eles ficam situados sobre a su-
perficie da esfera inscrita den-
tro de cada poliedro, a qual di-
videm em porcoes iguais. Ou
seja: se ligarmos os centros das faces
de um icosaedro, obtemos um dodecaedro
inscrito; se ligarmos os centros das faces de
um dodecaedro, obtemos um icosaedro
inscrito (ver figura na pag. 64). Tais polie-
dros apresentam uma relagdo de dualida-

de. O mesmo acontece com o cubo e 0 oc-
taedro. J4 o tetraedro é seu préprio dual.
Sem usar o nome “dual”, os antigos
interessaram-se por essas relacoes de ins-
cricdo e circunscri¢do entre os s6lidos re-
gulares. Alguns exemplos podem ser en-
contrados na primeira parte de um tratado
composto na Antigiiidade tardia, em meio
a consideragdes a respeito dos poliedros e
seus dngulos solidos. Esse texto, andnimo,
tomou-se o livro XV dos Elementos. E pos-
sivel seguir essa histéria para além da An-
tigiiidade. Autores arabes e depois os da
Renascenca acrescentaram resultados
fascinantes a respeito dessas figuras ao fi-
nal de suas proprias versoes de Elementos.

Oposicoes e Regularidade
Em diversas ocasioes, os gregos privilegia-
ram o raciocinio por oposigoes. Aristote-
les ja indicava uma tdbua de opostos, na
qual dez pares aparecem, tais como limi-
tado/ilimitado, impar/par, um/miiltiplo,
luz/escuriddo. Mais tarde, outras listas in-
cluiram oposigdes como igual/desigual,
exprimivel/inexprimivel, semelhante/dife-
rente, ordenado/desordenado etc.

Em cada par, um dos termos é “bom”,
ooutroé “ruim”, e hd exemplos matem3-
ticos para varios deles. Mas que dizer a
respeito da regularidade? De maneira in- -
génua, pode-se pensar que ela se opde a
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SISTEMA PLANETARIO de Johannes Kepler baseado
nos cinco sélidos platénicos
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No século Il a.C,, Hipsiclo
enuNciou Uma proposigac
bastante complicada. Sua
interpretagao geometrica,
contuds, & simples, uma

irregularidade. Serd possivel, no entanto,

conferir status matemético a ssa oposicao, '
particularmente no que diz res-

peito as figuras geométricas?

Qual e por qué? Duas ordens de

consideracio tiveram papel nes-

sa discussao.: :

vez que se compreenda 3
terminologia usada: “Uma
reta [segmento de reta]
qualquer, se estd dividida
em razao média e extrema,
entap a proporgao da reta
que pode produzir o quadra-
do da reta inteira, mais
aguele dosegmento maiorrelativamente areta
que pode produzir o quadrado da reta inteira,
mais aquele sobre 0 SEgMENto menor, & ames-
ma propor;ao da aresta docubo relativamente
3 aresta doicosaedro”.

Dizer que uma retaAB esta dividida em ra-
730 média e extrema peloponto H significaque
s razio entre 05 segmentos AH e HB é igual a
razdo entre a reta inteira e o segmento maior,
AB/AH. Assim, ABHB = AH?, de maneira que 0
retangulo BOKH é igual ao quadrado AFGH.

Na Renascenca, essa propor¢ao recebeu o
nome de “razacaurea’. Considerava-se que ela
possuia virtudes estéticas metafisicas. Mais
tarde, essa razao foi identificada a um namero
real [irracional), que recebeu onome de “auren’
e que pode Ser escrito como (1 +E)/2.

Dizerque umaretaD“pode produzir’ adrea
Asignifica que o quadrado construido sobre [
tem area A. Na figura, devido ao teorema da hi-
potenusa, temos: AK® = AC? + CK?, em que CK=
AH é o segmento maior e AC=AB. Assim,AKéa
retaque pode produziro quadrado daretaintei-
ra AB mais aguele do segmento maior AH.

De igual maneira, KB é aretaque pode pro-
duzir 0 quadrado da reta inteira AB mais aquele
do segmento HB (pois BK® = KH' + HB? e KH=
AB). Hipsiclo demonstrou que @ razao entre a
aresta do cuboe a aresta doicosaedro INSCritos
em uma mesma esfera & igual arazao AK/KB.

Fssa proposigaocompletavaum dosresul-
tados dos Elementos [Xill-17), segundo o qual,
ao dividir a aresta de um cubo em razao média
¢ extrema, 0 segmento maior € igual a aresta
do dodecaedroinscrito na mesma esfera que o
cubo. Nafiguraacima, aproporgaoentreaares-
1a do cubo e do dodecaedro inscritos na mes-
ma esfera & igual & proporgao AH/HB.A divisao

em razao média e extrema aparece na cons-
trugao do pentagono regular, &'na construgao
dos dois s6lidos regulares complexos, 0icosae-
dro e o dodecaedro, Diversas propasigoes dos
livros Xllle XIVs3odedicadas aessa proporgan.
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A primeira reside na desco-
berta de outra familia, composta
por 13 sélidos delimitados por
faces eqiiilateras e eqiiiangulas,
mas ndo necessariamente todas
do mesmo tipo (as faces que sao
de um mesmo tipo, porém, de-
vem ser iguais). Isso significa que também
esses s6lidos sao inscritiveis em uma esfe-
ra. O cuboctaedro, por exemplo, é com-
posto por oito triangulos eqiiilateros e seis
quadrados (ver figura na pag 69). Atual-
mente, tais poliedros sao classificados
como “semi-regulares”. Os raros estudio-
s0s antigos que falam a seu respeito desig-
nam-nos simplesmente pelo nome de seu
inventor: Arquimedes. Surge assim uma
oposicao entre duas familias. De um lado,
os 5 sdlidos de Platdo; do outro, s 13 de
Arquimedes. Os primeiros foram explici-
tamente qualificados de “regulares” (a pa-

lavra utilizada pelos gregos, tetagmend, sig-
nifica “ordenados”) porque os de Arqui-
medes sdo no-homogéneos (suas faces, e
portanto seus dngulos s6lidos, ndosdoidén-
ticos). A descobertade Arquimedes forcou
os estudiosos da época a especificar exata-
mente o que caracterizava as Cinco figuras
platonicas, ¢ a distinguir, senao 0s graus,
20 menos 0 maximo da regularidade.

A outra fonte de interesse pelas figuras
regulares nasceu dos trabalhos do gedme-
tra Zenodoro. Sabemos que ele redigiu um
tratado intitulado Sobre as figuras isoperi-
métricas, que continha (entre outras Coi-
sas) dois resultados bastante sugestivos:
1. Entre dois poligonos isoperimétricos
(istoé, de igual perimetro) regulares, aquele
que possui mais lados € maior (em érea).
2. Entre dois poligonos isoperimétricos
com o mesmo nuimero de lados, se um €
regular e o outro ndo, o regular possui a
maior area. 3.Ele deduziu dai um terceiro
resultado: entre todas as figuras planas com
um mesmo perimetro, aquela que possui
a maior superficie é o circulo.

O resultado 2 justifica o interesse pelas
figuras regulares com base em critérios °
puramente matematicos. O resultado 3 foi
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FUNDAMENTANDD-SE EM suas
observagoes, Ptolomeu afirma, |
no infcio da Almagesto, que o
Cosmos é esférico. Gravura do
livro Claudio Tolomea, principe
degli astrologi e dello geografia,
de Giordano Ziletti, 1564 '
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estendido aos solidos (figuras tridimensio-
nais) por analogia, tanto por Zenodoro
como por seus sucessores, gerando um
quarto: entre todas as figuras sélidas com
uma mesma supetficie, aquela que possui
o maior volume é a esfera.

Fundamentar de maneira rigorosa a
propriedade maximal da esfera estava cer-
tamente fora do alcance dos antigos. De
toda maneira, eles compararam o volume
dos solidos regulares entre si, e depois com
o volume da esfera (considerando sempre
figuras de mesma superficie). Pappus reu-
niu esses trabalhos na alltima parte do livro
V de sua Colegdo. A questdo, provavel-
mente, j4 havia sido abordada nos trata-
dos de Aristeu ou Zenodoro. A menos que

A diltima proposicao de Euclides

vejamos ai uma (outra) contribuigio de Ar-
quimedes. Seja como for, o resultado obti-
do para esses sélidos é o mesmo que para
asfiguras planas. Entre as figuras ditas pla-
tOnicas com uma mesma superficie, a or-
dem crescente dos volumes é a mesma do
nimero de faces: tetraedro, cubo, octae-
dro, dodecaedro e icosaedro. A partir dai,
por extrapolagdo, conclui-se pela proprie-
dade maximal da esfera.

Cosmos Perfeito

Uma razao em particular permitiu que co-
nhecéssemos esses trabalhos em tantos
detalhes. A partir do Timeu de Platio, e
mesmo antes, atribuiu-se a0 Cosmos uma
forma esférica. Alguns argumentos apare-

Adltima proposicao dos Elementos [Xlil-18) estabelecia que a ordem decrescente das arestas
dos solidos regulares inscritos em uma mesma esfera é:

4,28 >3, >azu>a:r"

em que a_designa a aresta do poliedro regular com n faces. Eis as principais passagens da

demonstragao:

-AB {=AG) € o didmetro da esfera, & C 0 seu centro. 0 ponto D de AB é tal que AD=2DB.
- Une-se CG. H € a intersec¢ao de CG com a esfera, e K a projegao de H sobre AB.
-0 ponto L de AB e construido de tal maneira que CL = CK.

GG

Euclides verifica que o segmento CL & maior que CD.

- As intersecgoes da esfera com as perpendiculares a AB em L, D e C sao,

respectivamente, M, Fe E.

-Né&canstruido sobre BF de tal maneira que BF sgja dividida em razdo média e extrema
[ver quadro na pdg. 68] por N, com BN como segmento maior.
As proposicoes Xill-13 a Xill- 17 permitem afirmar que AF é a aresta
do tetraedro (a, ], BF a aresta do cubo [a,), BE a aresta do
octaedro (a,), BM a aresta do icosaedro {a,,) e BN aaresta
do dodecaedro (a, ), Tem-se portanto que a,>a,>a,>3,
,equea; >a,..
0 'resto da demonstragao consiste entao em provar, com
auxilio de relagbes métricas, arelacao: BM > BN (a, >3, ].
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OSTREZE poliedros semi-regulares de
Arquimedes tais como apresentados
na Harmonia do mundo, de Johannes
Kepler (1571-1630)

ceram para justificar essa tese. Trata-se, es-
sencialmente, de argumentos de conve-
niéncia: o Cosmos seria esférico porque
essa é a forma que lhe convém. Por exem-
plo: "Ao Ser mais perfeito, 0 Cosmos, cor-
responde a figura mais perfeita, a esfera”.
No predmbulo do Almagesto, obra que
reuniu e codificou o conhecimento astro-
nomico dos antigos, Cldudio Ptolomeu
(séculoI1d.C.) explicita os principios cos-
molégicos que admite. Afirma entdo que
0 Cosmos, considerado em seu todo, é es-
férico. Para justificar essa hipétese, ele ofe-
rece diversas explicagdes astrondmicas
fundadas em observagdes e acrescenta cer-
tos argumentos de conveniéncia, entre os
quais o “isoperimétrico”: como a esfera,
entre todos os slidos com uma mesma
superficie, é aquele que contém o maior
volume, convém que seja essa a forma do
Cosmos, que contém todas as coisas.
Com o objetivo de comentar essa ob-
servagao de Ptolomeu, seus exegetas, prin-
cipalmente Pappus e Tedo de Alexandria,
copiaram porgdes importantes de trabalhos
a respeito das figuras que possuem um
mesmo perimetro ou uma mesma 4rea.
Esse tema, por sua vez, contribuiu para a
manutengo do interesse pelos poliedros.
Os gedmetras antigos sentiam-se reconfor-
tados com a idéia de que era necessério
privilegiar o estudo das figuras regulares
(os sélidos platonicos e as principais figu-
ras de revolugio: esfera, cone, cilindroetc. ).
Eles se interessaram pouco pelos sélidos
em geral, excecao feita  teoria das propor-
¢des, como no livro V dos Elementos. Po-
rém, a generalidade era obtida pela abstra-
¢ao da nogdo de dimensdo. (BV)
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