
No sécuh 111 a.C., o geâmdTa eüraiu do sabber greglo m mak

Hndammtais proporções mateMticm e otgaMzou-w em uma
obra rigorosa./ünckzc&z na ckdução: oi Elementos

m seu comentário ao primeiro livro dos Elemen-
tos de Euclides, Proclo de Constantinopla (séc.
V d.C.) faz alusão a uma época em que seu au-
tor vivia: "Conta-se que certo dia Ptolomeu per-

guntou a Euclides se não haveria alguma via mais curta que
a dos Elementos para aprender a geometria. Ao que Eucli-
des Ihe respondeu que em geometria não havia ponto de
vista real'

Certos exegetas, otimistas, deduzirem que o autor apre-
sentou sua obra ao monarca para Ihe pedir favores ou para
agradecer. Concluíram que Ptolomeu havia recebido Eucli-
des em seu museu ou que teria fundado a escola matemá-
tica de Alexandria. A história seduz, mas é pouco digna de

E
crédito. Conhece-se outra versão, nos mesmos termos, cu

los protagonistas são Alexandre, o Grande e Menecmo d-
Proconese, discípulo de Eudoxo de Cnido. A existênci
de outra versão da anedota indica a finalidade: não se ten

registros do ensinamento de algum encontro memoráve
entre dois personagens que se tornaram bem conhecidos
mas do estabelecimento de uma cronologia fundada n
contemporaneidade dos sábios com os homens ilustre
(soberanos). Não há dúvida de que Alexandre e Menec
mo foram contemporâneos, e o mesmo pode se admitir par
Euclides e Ptolomeu, o Soter. Mas nada sabemos sobre
vida de Euclides, sua família, sua formação ou quem fo
ram seus mestres.

Não conhecemos nem mesmo sua cidade de origem
Os historiadores modernos não raro o chamam de Eucll
des de Alexandria, sugerindo que a capital dos ptolomeu
tenha sido sua pátria de adoção. Fiam-se na anedota d
Proclo, como também em um segundo testemunho, trans

miudo pelo livro Vll da CoZeção matemát c
de Pappus (séc. IV). Em seu livro, Pappt
apresenta o Tratado das cõnicai de Apolõni(
do qual comenta o prefácio. Apolõnio d
Perga ali descreve, com orgulho, o plano (l
sua obra e observa, com relação ao livro ll

que em Euclides o lugar relativo a três e qui
tro ângulos não se deixa construir neM co
reta, nem completamente (uer quadro na pá:
52). A menção mais antiga feita a Euclidi
tem conteúdo crítico.

Pappus vê uma certa ausência de /üirpZ(
que caracteriza a ingratidão: ele diz que

&

UM DOS MAIS anüps fragmentos dos
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Apolânio foi mais longe que o autor dos Elementos, tal se lti
deve a ter estudado mais tempo em Alexandria com os l
discípulos de Euclides. Costuma-se deduzir que o pró- l}
prio Euclides teria lesionado na capital dos ptolomeus.

Enciclopédia Matemática
Ao confrontar diferentes testemunhos, pode
mos esboçar uma lista das obras de Eucli-
des. A mais conhecida é sua compilação
dos EZementoi em 1 3 livros, dedicada so-

bretudo à geometria, mas que inclui três
livros de aritmética (teoria dos núme-
ros). Já evocamos aqui a compilação
(perdida) das Pseudographemata(falsas
provas). Em geometria possuímos tam-
bém um breve tratado intitulado Dados

e parte (conservada apenas nas tradu-
ções medievais) da obra Sobre a díuisão
dai /iguras. Euclides redigiu também
ópticas, Elementos de mt2síca e Fe}2õ- il
menos (breve tratado sobre astronomia

EUCLIDES APRESENTA seus Elementos
ao rei Ptolomeu, o Soter, em desenho

de Alexandre de Bar afim do séc.

XIX].Agravurailustra a anedota
relatada porProclo:'Não havia
real em geometria", teria
afimlado Euclides



física). Fragmentos conserva-
dos em suas traduções medie-
vais Ihe atribuem um estudo do

equilíbrio e uma prova (rudi-
mentar) da alavanca. Algumas
atribuições são duvidosas, no-
tadamente as dos fragmentos
mecânicos. Quanto à divisão

do cânone, que foi transmitida
com seu nome, não sabemos
em que medida ela se relacio-
na com a obra musical que a
Antigüidade Ihe atribui.

No entanto, o conjunto se
constitui em uma espécie de
:enciclopédia" matemática,

composta de obras que versam
sobre diferentes disciplinas re-
conhecidas nas classificações
das ciências. Em alguns decê-
nios, platónicos e aristotélicos
elaboraram diferentes siste-

mas de classificação das ciên-
cias matemáticas, Eudemo de

Rodes redigiu a história de
três delas, e Euclides produ-
ziu um conjunto de tratados
que reorganizam e sintetizam os conhecimentos anteriores.

Para alguns historiadores modernos, a reputação de Eucli-
des é exagerada. A seu ver, o matemático seria, na melhor das
hipóteses, um relator de manuais.ou um editor científico, e na
pior, um mero compilador de trabalhos alheios. Se Euclides
fosse só um compilador, seria possível esquadrinhar os Ele-

mentos para encontrar as contri-
buições originais. Mas a forma
dos escritos lógico-dedutivos
torna esse empreendimento
quase impossível, e a cacofonia
dos estudos quepretendempro-
ceder dessa maneira vem a ser

aqui um testemunho.
Esse juízo de modo algum é

objetivo. Ele ignora os testemu-
nhos de Apolõnio e de Pappus,
as indicações sobre as obras per-
didas, notadamente os Poremos,

em três limos, os Lutara na w-
pedde, em dois livros e possi-
velmente os Elementos das

cõt2icw, em quatro livros. Em
particular, Pappus afirma que a
coleção dita Do Ztzgar anaZhado
constituiu-se, em essência, por
três autores: Alisteu, Euclides e

Apolõnio. Essa disciplina versa-
va sobre o lugar dos pontos sub-
metidos a condições e incluía,
entre outras, a teoria das cónicas,

o importante e inovador campo
de pesquisas do século 111 a.C.

A crítica de Apolânio confirma que Euclides trabalhou
nas cónicas. Portanto, há nuances no retrato do autor de
Elementos. Ele era um geâmetra competente, ativo em cer-
tos domínios "de vanguarda", mas igualmente bem ante
restado na formação das exposições científicas e na reda
ção de obras de referência..

FRONTISPÍCIO DE UMA das primeiras edições de Euclides em língua vemácula [o

inglês] por H. Billingley [ 15?0). Euclides é aqui erroneamente designado como
o filósofo de Megara, o que era freqilente na Idade Média

O probkma em três ou quatro Tetas

No prefácio de seu tratado das cónicas, Apolâ-
nio critica a solução de Euclides para a proble-
ma em três ou quatro retas, que é o seguinte:
sejam quatro segmentos quaisquer AB, BC, CD.
DA e um ponto M. A partir de M conduzem-se as
perpendiculares ME, MF. MG, MH sobre esses
quatro segmentos ou seus prolongamentos. 0
lugar em quatro regas é o conjunto dos pontos
M de tal modo que a re]ação [ME.MC]/tMF.MH]
seja dada. ME, MF. MG, MH representando as dis-
tâncias do ponto M em relação às rotas. Os geõ-
metras gregos não falam do produto das distân-
cias, mas dos retângulos formados ou contidos
por [ME, MG] e IMF] MH].

Da mesma forma, o espaço emtrês retas, por
exemplo AB, BC e CD é a conjunto dos pontos M
de tal modo que seja dada a relação do retângulo
IME, MG] com o quadrado descrito sobre ME Es-
ses dois lugares são cónicas. Cinco séculos de-
pois de Apolânio. Pappus generalizou o problema
de diferentes maneiras: de início ele supôs que
os ângulos ME, MF. MG, MH não são perpendicu-
lares, mas cortam as regas nos ângulos dados.
Isso não altera a natureza dos lugares. Em se-
guida, ele considerou preferencialmente as netas;
já não serão cónicas os lugares então obtidos.

É o primeiro grande problema que Descai
tes examinou e resolveu por seu método analí-

tico no livro l de sua Geometria [1537). Quanto

a Apolânio, que tão abertamente criticava a so-
lução de Euclides, não sabemos se o resolveu.
Certo é que o tratado das cónicas não traz refe-
rências a esse respeito.
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entanto, não há dúvida: a glória de Euclides se deve aos
e isso por duas razões, uma boa e outra ruim. A

é a receptividade que seu trabalho obteve por causa
do título. Esse gênero tinha em vista dois objetivos: propor-
cionar uma síntese de conhecimentos "elementares" em dado

carnar um modelo de raciocínio dedutivo e demonstrativo.

A coleçãó não é uma simples compilação de resultados; ela
confere uma representação arquitetõnica da disciplina.

A segunda razão do êxito de Euclides é o plano singular
por ele seguido, e que seria julgado com severidade na Ida-
de Média e na Renascença. Em diversos aspectos, ao estu-
darmos o tratado na ordem de sucessão dos livros, a pro-
gressão euclidiana parece bastante desastrosa de um ponto
de vista pedagógico.

A palavra grega itoicheion ("elemento") remete antes de

mais nada à idéia de "classe", "falo", de ordem por alinha-
mento. A escrita alfabética marcou os filósofos gregos: com-
ponentes em número limitado (menos de 30) bastam para
constituir o conjunto das sílabas, das palavras e dos discur-
sos. A língua grega chama esses componentes de "elemen-
tos" (stoicheia), sem definir se eles são fonemas ou letras. E

os filósofos proletaram sobre os seres naturais e as produ-
ções humanas esse modo de composição de um todo a par-
tir de constituintes elementares.

Segundo Platão, o mundo se constitui de quatro elemen-
tos: fogo, ar, água e terra. Da mesma forma, explica Aristó-
teles, em geometria certas proposições se encontram na de-
monstração de muitas outras, denominadas "elementos", e
há que se aprendê-las. A noção parece completamente re-
lativa: tal teorema é elemento de outro. De'fato, só é ele-
mento o que intervém nas numerosas provas. Portanto, são
excluídas certas proposições elementares, simples e elegan-
tes, porém não mobilizadas em muitas demonstrações. Pro-
clo, comentando Euclides, dá como exemplo de proposi-
ção excluída o fato de as três alturas de um triângulo serem
concorrentes.

A constituição de uma coleção de elementos liga-se,
pois, a certo estado-da-arte.no âmbito considerado. Ela re-
quer o acúmulo de resultados significativos que sejam sufi-
cientemente numerosos e a indicação das propriedades ou
das construções que intervêm na maioria dos casos. Sua es-
colha pressupõe uma análise prévia -- no sentido quase
químico do termo -- que determine oi ingredientes essen-
ciais, não só para o uso em uma problemática determinada,
mas na óptica de uma arquitetura dedutiva global cujas qua-
lidades principais serão a concisão e a clareza.

Esse trabalho de investigação prévia não é apresentado.
A exposição é sintética: ela procede por dedução das hipó-

een

Dc p:hCIPil$ 11.íc noto:t pino oc ej
[ion tboü aros dcttl

primeira

âmbito, requeridos para uma "primeira" aprendizagem

OdSenú}8 alb:gciüe eítHÜeiÚ

EDIÇÃO IMPRESSA dos e/ementas, por Erhard Ratdolt, Veneza, 1482. Contém os
13 livros genuínos, e os livros XIV e XV, comprovadamente espúrios. A tradução
em latim do árabe é de Abelardo de Bath [séc. X]]]

teses até as conclusões. Ademais, por ter sido bastante ne-
cessário interromper o trabalho de decomposição em dado
instante, princípios ou pontos de partida não demonstra-
dos foram postos no início da obra: são os mais elementa-
res dentre os elementos. Assim, o gênero "Elementos de...:
expõe uma parte da ciência já feita e não um método de
pesquisa. Os matemáticos gregos o apreenderam de ma-
neira bem particular. Além do trabalho de Euclides, conhe-
cem-se os EZemetztos dai cõn cai atribuídos a Aristeu e a
Apolânio, que descreve com esse título os quatro primeiros
livros dessas Cónicas, e a Arquimedes, que se refere aos
Elementos de mecânica .

O êxito do modo de proceder em geometria e, de modo
mais geral, nas matemáticas, deve-se à possibilidade que
proporcionam essas disciplinas, de remontar aos princípios
indemonstráveis. Pela simplicidade de seus pontos de par-
tida, pelo rigor de seu modo de procedimento, pela irrefu-
tabilidade (ao menos aparente) das conclusões a que ele
chega, a argumentação geométrica exerceu poderoso fascí-
nio: assim, desde a Antigüidade, muitos intelectuais redi-
giram EZementoi de ética, de física, de teologia.

O preço a pagar é por vezes elevado. A apresentação
sintética é, por definição, opaca. A de Euclides é às vezes
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artificial. A situação lá não é tão grave quando se estuda
sob a direção de um mestre competente, que forneça as
explicações complementares necessárias. É possível que
o geõmetra tenha concebido sua compilação não como um
manual de ensino, mas como obra de referência a consul-
tar de maneira inteligível. No entanto, ele sé tornou um
tcxto escolar, submetido ao trabalho de professores e co:
mentadores. Uma de suas tarefas era libertar o leitor da
linearidade dedutiva, permitir-lhe antecipar, remontar à
origem dos problemas. Justamente aqui cabe uma crítica à
progressão euclidiana.

cinco sólidos regulares circunscritos por uma esfera (livro
XIII), os paralelepípedos e os prismas (livro XI), as pirâ-
mides, os cones e os cilindros (livro Xll).

Após essa divisão, três ou quatro aspectos surpreendem:
1 . a obra começa pela geometria, enquanto a aritmética ge-
ralmente é considerada a primeira ciência matemática, e seus

obÍetos, desprovidos de posição, mais simples. 2. A expo-
sição de geometria plana é interrompida por um livro de
outro gênero, o quinto, que trata de relação e proporciona-
lidade entre objetos. Além disso, esse livro é de um nível de
abstração incrivelmente elevado se comparado aos anterio-
res. 3. Outro livro peculiar é o X. Nem mesmo é possível
descrevê-lo quanto a seus objetos: ele mescla linhas, áreas
e números. Como o livro V. ele trata de relações: as de co-

PlanoSingular
O tratado de Euclides é tão volumoso que necessita de uma

divisão de matérias por outros critérios além da estrutura
dedutiva que se exerce localmente. Uma das idéias foi rea-
grupar os resultados conforme os temas abordados. Dis-
tinguem-se então três grandes subconjuntos de livros: "pla-
nos". "aritméticos" e "estereométricos" (oer /igura 7za pág.

57), cujos objetos são, respectivamente, a figura plana, o
número e a figura sólida.

A redução em elementos privilegia as figuras mais sim-
ples: triângulos, quadrados, retângulos, paralelogramos e
trapézio nos livros l e 11; círculo e seus segmentos no livro
111; alguns polígonos regulares inscritos em uma esfera no
livro IV. Da mesma forma, as figuras sólidas de base são os

Arquitetura, a ante (hs proporções

As diferentes ordens arquitetânicas distinguem-se por

grande número de detalhes de construção e decoração.
Todavia, sua prática da arquitetura modular repousa em

parâmetros característicos. Em tese, todas as dimensões de
partes do templo se exprimem em função de uma unidade.
ou módulo, ou como um múltiplo, ou como submúltiplo - as

duas categorias mais simples de relações numéricas. Na
ordem iónica, o módulo é o diâmetro da coluna, na ordem

dórica é o raio. Desse modo, o arquiteto garantia que todas as

partes de sua construção fossem comensuráveis. 0 trabalho
do arquiteto, a "sumetria", abrange a um só tempo esse

procedimento técnico simples e uma avaliação estética: na
prática, eles adotam certos modos de dispor nas formas e

distâncias para dar conta de certas ilusões de óptica. 0
templo de Hefaístos sobre a agora de Atenas

é um exemplo perfeito de seu
estilo dórico.

TEMPLO DE HEFAISTOS, na agora de Arenas, cujas proporções foram

determinadas por um parâmetro único
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A ESQUERDA, Duadecedlon wcuus. desenho de leonardo da Venci para a obm De dfvinapmportione [1509], em que Luca Pacioli cita os Elementos de Euclides.

particulamente a proporção ou razão áurea [que e]e chama de divinas, e os só]idos regulams e gemi-regulares. A direita, manuscrito grego dos elementos cam o fim da
prova da proposição Xl1-12. A partir da Renascença. os editores modemos passaram a acrescentar entre parênteses os números das proposições utilizadas no cubo da
demonstração. Sem essas minadas, em simultaneamente exercício de memória e de lógica. Com o tempo, diversas indicações pam auxiliar o leitor -- os 'escólios' --

foram inseridas nn margens dos manuscHtos gregos. Aqui, na macem esquerda, um leitor ou um conetor [a letra não é do copista) acmscentou uma justificação pam
que se remetesse à proposição Xl1-10, utilizada nessa passagem. Certos espólios se tomaram porções do texto por ocasião de suas sucessivas cópias. 0 mesmo tipo de
acréscimo aparece em outros manuscrüos dos Elementos

mensurabilidade e incomensurabilidade, abordadas de um
ponto de vista geral, e depois.aplicadas a regas e áreas reti-
líneas simples. Além disso, a segunda parte do livro é uma
impressionante classificação de regas e áreas ditas irracio-
nais -- cerca de 90 proposições, ou sela, um quinto do tra-
tado. Isso foi considerado indigesto, ainda mais porque nada
o justificana sêqüência. 4. A exposição estereométrica se
conclui por uma comparação dos cinco sólidos regulares
que parece incompleta.

A transcrição apaga as diferenças: em nossa escrita sim-
bólica, as letras A, B, C e D designam não importa qual
tipo de obletos suscetíveis de entrar em uma proporção.
Todavia, se o leitor retomar os enunciados antigos, vai cons-
tatar sem nenhum esforço que a diferença entre V- 16 e Vll-
13 é que a primeira versa sobre grandezas (meget;zos em
grego), a segunda sobre números (arít;amos em grego).

A noção de "número" é definida como uma pluralidade
determinada de unidades, isto é, do que é usado para fazer
uma enumeração (2, 3, 4, 5... os inteiros naturais). Nem
orações nem números irracionais têm lugar na aritmética
grega. Já a noção de grandeza é menos clara. Tratasse, ori-
ginalmente, de uma das propriedades fundamentais da fi-
gura geométrica: seu formato. Euclides não o define, mas
se vê, na continuidade do tratado, que ele considera sob
esse termo as linhas, as superfícies, os volumes e os ângu-
los retilíneos. Isso quer dizer que ele tem em vista um obÍe-
to geométrico abstrato, independentemente das dimensões.
Aristóteles o aplica ao tempo, ao peso e a outras grandezas
físicas. Para ele, a diferença entre "número" e "grandeza" é
constitutiva: a segunda é indefinidamente divisível, enquan-
to a divisão do primeiro se detém na unidade.

O mistério das duas teorias das proporções poderia en-

Teorias de Proporções
Outro fato que recebeu críticas é que a obra contém não
uma teoria das proporçõe.s, mas duas. A segunda é exposta
nas 22 primeiras proposições do livro VII. Como conse-
quência, certos resultados são demonstrados duas vezes.

Assim, a proposição V-16 estabelece que "se quatro
grandezas estão em proporção, de maneira alternada elas
estarão também em proporção", enquanto Vl1- 1 3 prova que
se quatro números estão em proporção, de maneira alter-

nada também eles estarão em proporção". Em notações
modernas: "se A/B : C/D então A/C /D", pois "(A, B,
C, D) estão em proporção" não significa nada mais que "(A,
B) estão na mesma relação que (C, D), isto é, A/B
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tão estancar aí: uma vez que há dois tipos de objetos distin-
tos -- o número e a grandeza -- é natural que haja duas teo-
rias das.proporções. Mas há um porém: no início de seu
segundo livro, Euclides "demonstra" que se duas grande-
zas. A, B têm uma medida comum, sua relação A/B será a
de-certo número M com outro número N.

Por exemplo, se A e B são dois comprimentos,'A medin-
do 3 metros e B, 5, a relação entre A e B será a relação dos
números 3 e 5. Os geâmetras antigos diziam que A é para B
o que 3 é para 5. Ou sela, as relações de grandezas comensu-
ráveis identificam-se com as de números. E as relações entre
números servem para exprimir as relações entre certos tipos
de grandezas. No exemplo acima, os comprimentos têm uma
relação exprimível de 3 para 5. Em compensação, o lado e a
diagonal de um quadrado têm uma relação que não se pode
exprimir com a ajuda dos números (inteiros). Para nós, a re-
lação corresponde ao número irracional 'J2.

De uma perspectiva moderna, o fato de que uma rela-
ção entre grandezas comensuráveis identifica-se a uma en-
tre números corresponde, grosso modo, ao fato de que os
números racionais positivos (orações) constituem um sub-
conjunto de números reais positivos. Daí a considerar que
a teoria de proporções do livro Vll não passa de um caso
particular, redundante, da primeira. Desde o século XVI,
autores como Francisco Maurolyco e Gilles-Personne de
Roberval propõem a unificação dessas teorias.

Crise dos Fundamentos
No final do século XIX, alguns historiadores, mobilizados
por essas singularidades, elaboraram uma grade de leitura
dos Elementos. Na época, os matemáticos atravessavam uma
crise de fundamentos, ligada aos paradoxos surgidos com a
então recente formalização da teoria dos conjuntos.

Os historiadores perceberam que a descoberta de gran-
dezas incomensuráveis havia engendrado o mesmo tipo de
crise" na Grécia Antiga. Antes, os geâmetras antigos, pres'

supondo que todas as grandezas fossem comensuráveis, ha-
viam utilizado uma teoria das proporções simples, aquela
Guio traço apareceria depois no livro VII. Com a descober-
ta de segmentos incomensuráveis (como a diagonal de um
quadrado que tenha por lado a unidade), que revelaram as
falhas da teoria, ela foi posta de lado durante algum tempo
Depois surgiu uma nova teoria, a registrada no livro V. ge-
ralmente atribuída a Eudoxo de Cnidos (contemporâneo
de Aristóteles), que se aplicava às grandezas comensurá-
veis e incomensuráveis, ainda que a distinção entre elas só

ACIMA, RETRATO DE Euclides por Juste de band [século XV). Ao lado, manuscrita
dos Fenómenos de Euclides, obra de astronomia dedicada às ascensões e
declínios de algumas estrelas e à variação da duração do dia em função da
época do ano e dalatitude
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GEOMETRIA PLANA

ESTRUTURA GLOBAL dos €1ementos de Euclides.
As flechas indicam os elos dedutivos: em linha fina,
de livro a livro, e nas linhas mais grossas, de
subconjunto a subconjunto

fosse introduzida no livro X. Essa distinção justifica a pos-
teHori o tratamento elaborado no livro V. Euclides teria apli-

cado a teoria eudoxiana às figuras planas no livro VI e aos
sólidos nos livros XI a XIII. No entanto, ele teria mantido

parte da antiga teoria em seu livro VII.
Quanto às singularidades do plano euclidiano, pode-

mos explica-las de outra forma. Vimos já que tal se dava
pelo duplo tratamento da proporcionalidade: os antigos
privilegiam os objetos sobre as relações entre eles. E uma
vez que há dois tipos de objetos, é legítimo ter duas teo-
rias de proporções, ainda que o objetivo, na seqüência,
seja o de ver quando podem ser coordenadas (caso das
grandezas comensuráveis) e quando isso não é possível
(incomensuráveis).

Além disso, a leitura atenta do tratado mostra que a in-
serção de uma proposição se faz o mais próximo possível
do local onde ela será utilizada. Por exemplo, como os ir-
racionais só aparecem no livro Xlll, parte dedicada aos
sólidos, Euclides inseriu a noção de incomensurabilidade
no livro X, justamente antes do tratamento dos sólidos. Essa
é, pois, a razão, pela qual a introdução da distinção "co-
mensuráveis/incomensuráveis" até ali se diferencia. Da
mesma forma, as noções aritméticas só aparecem no livro
X, e os livros aritméticos são inseridos imediatamente an-
tes: ainda que haja um interesse específico pelo assunto
em Elementos, a razão da existência dos livros Vll a IX é
seu uso instrumental no estudo da irracionalidade.

Enfim, Euclides se conforma com uma atitude que, segundo
Alistóteles, é própria aos matemáticos: em uma ciência demons-

trativa, os princípios não demonstrados devem ser tão pouco
numerosos quanto possível. Ou seja, se não é necessário usar a
teoria das proporções entre grandezas e suas difíceis definições
para estabelecer certos resultados, então é melhor dispensa-las.

Assim, Euclides reagrupa nos livros de l a IV todos os
resultados que não necessitam dessa teoria, enquanto o sex-
to livro se ocupa de noções, como a da semelhança de figu-
ras, pelas quais é inevitável o recurso à teoria das propor'
ções. Euclides leva bem longe essa atitude ao reagrupar, nas
28 primeiras proposições de seu livro 1, as que não depen-
dem de sua quinta demanda ou postulado de paralelos (tem-
se, em substância, que duas regas de um mesmo plano se en-
contram em um ponto se não formarem, com uma terceira
rega, ângulos cuja soma valha dois ângulos retos).

Essa atitude explicaria também por que a estereometria
euclidiana é tão mal fundada. Muitas das primeiras proposi-
ções do livro XI (1 , 2, 3, 7) apresentam provas pouco convin-
centes: ao que parece, Euclides estava persuadido de poder
reduzir logicamente a estereometria à geometria plana sem a
introdução de novos postulados. A exposição de Euclides está
longe de ser perfeita. No entanto, as singularidades de sua es-
trutura não se explicam, ou pouco se explicam, pela história
das matemáticas pré-euclidianas, como crêem os partidários
da leitura arqueológica; elas resultam das escolhas matemáti-
cas e epistemológicas dos Elementos. (BV) M
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udemo de Robes (século IV a.C.) afirma que a
igualdade de dois triângulos detentores de um lado

igual e de dois ângulos iguais objeto da proposi-
ção 1-26 dos EZemerztos de Euclides -- já era co-

nhecida por Xales de Mileto. Pois rales, escreve Eudemo, deve
tê-la utilizado no método que elaborara com o intuito de deter-
minar, a partir da margem de um lago ou de um rio, a distância
de um bote que dela se aproxima.

Transmitido por Proclo, esse testemunho nos ensina duas
coisas: 1) Eudemo -- como também muitos historiadores mo-
dernos -- procedia por reconstrução racional: se Xales tivesse
inventado algum método, ele deveria conhecer todos os resulta-
dos geométricos que esse método pressupõe. Tal dedução é evi-
dentemente incerta. 2) Para Eudemo, isto é, para a tradição
(pseudo) histórica, o interesse da geometria residia na possibili-
dade de determinar a distância de pontos-

O historiador Heródoto sugeriu que a geometria havia se
originado com a agrimensura dos egípcios, isto é, com a medida

das superHcies. De fato, eles usavam procedimentos por vezes
sumários e aproximativos. Para avaliar a área de um quadriláte-
ro qualquer ABCD, em vez de divida-lo em dois triângulos, eles
se contentavam em medir os lados e multiplicar as metades das

somas dos lados opostos: (AB+CD)/2 x (BC--DA)/2 (o que re-
dundava em assimilar o quadrilátero a um retângulo que tivesse
como lados as metades dessas somas).

Isso quer dizer que havia um meio de combinar a agrimen-
sura e a geometria teórica. Uma das tarefas da geometria aplica-

da é precisamente a de medir certas grandezas de maneira indi-
reta: a profundidade de um canal, ã altura de uma montanha, o
afastamento entre o observador e um ponto inacessível. Heron

E de Alexandria desenvolveria sistematicamente esse ponto de vista

no século l d.C. em seu tratado da Dioptria. Assim como Eu-
clides, ele primeiro explicava os procedimentos elementares para
em seguida combina-los para resolver questões complexas.
Heron utilizou tanto instrumentos(o dioptro e diferentes tipos

de réguas) quanto a proporcionalidade dos lados entre triângu-
los semelhantes, propriedade que, no ensino básico é chamado

hoje como "teorema de Xales:

Evolução da Medida
Boa parte da obra de Heron é dedicada a uma série de questões
cujo objetivo é conduzir a água de um ponto A a um ponto B,
havendo a necessidade de cavar um canal através de uma mon-

tanha, em linha rota a partir das duas entradas dadas, e das em-
bocaduras de aeração. Isso faz menção de uma bela realização

técnica da época arcaica, o túnel de Eupalinos de Megara, cava-
do na ilha de Samos, cerca de 530 a.C. Destinado ao abasteci-

mento de água da cidade, chegou ao comprimento de l km. A
escavação foi empreendida simultaneamente por duas equipes,
de ambos os lados da montanha.

É fácil compreender que engenheiros, mecânicos ou arquite-
tos dêem conta de suas práticas mosaando como elas se apóiam
em certos resultados de geometria teórica; é o meio de aumentar o

seu prestígio, de fazer reconhecer a um só tempo a utilidade e a
tecnicidade de seus saberes. Mas também estariam os geõmetras

inquietos quanto às possibilidades de aplicação de seus resulta-
dos? Já acompanhamos a sua opção por formulações abstratas:
mais do que da medida de uma área, falam em "quadratura". No
entanto, um passar de olhos sobre o primeiro livro dos EZetzzmfoi
mostra que Euclides desejou estabelecer um lugar constitutivo

b Ca
F ADE AF DA E Bi

D
FCCBCB

a] A área do paralelogramo ABCD
é duasvezes a dotríângulo BCE

b) Os paralelogramos ABCD e

EBCF são iguais. c] Demanda ng 5
de Euclides: se a soma dos

ângulos BEF e DFE éinferiora
180',asretas AB e CD seccionar-
se-ão dolado de B e D
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entre a quadratura dos polígonos e o modo dedutivo de proceder.
Sua intenção era sistematizar a geometria aplicada, conferir-lhe

bases teóricas. Sigamos Euclides passo a passo.
Na proposição 11- 1 4, o autor de Elementos resolve o proble-

ma da quadratura dos polígonos: "Construir um quadrado igual
a uma figura reti]íneaIA] dada". Para fazê-lo, ele procede em
dois tempos: supõe ter encontrado um retângulo R igual à figu-
ra'A, -- ele explicou como proceder na proposição 1-45 -- e de-
pois demonstra como encontrar um quadrado C de área igual à
do retângulo R, que termina a quadratura (oer#gura "a"no qua-
dro ao lado,abas)co).

Com 1-45, a quadratura de quaisquer figuras retilíneas é re-
conduzida a um caso particular: a quadratura dos retângulos. E
possível considerar as coisas de outra maneira. Toda figura reti-
línea pode ser decomposta em triângulos -- por exemplo, um
pentágono é composto de(no mínimo) três triângulos (ua#gtz-
ra "b"gozado).

Supõe-se que se saiba encontrar um quadrado equivalente
em área a um triângulo. Para resolver o problema da quadratura
das áreas retilíneas, basta determinar como obter um quadrado

equivalente à soma de dois (aês, quatro, cinco...) outros qua-
drados. Por associação, basta saber fazê-los para dois quadra-
dos e o problema se reduz à questão: "Como encontrar um qua-
drado equivalente à soma de dois dados quadrados?".

A resposta se encontra em uma das mais célebres proposi-
ções de Euclides, o teorema dito da hipotenusa (1-4Z uer qt4a-
dro na pág. á7): "Nos triângulos retângulos, o quadrado sobre o
lado oposto ao ângulo reco é igual aos quadrados sobre os lados
contendo o ângulo reto". Euclides estabelece não só esse teore-
ma, mas a sua recíproca. A propriedade é, portanto, característi-
ca da espécie "triângulo retângulo'

Do ponto de vista prático, há interesse nessa recíproca. Como
diz o arquiteto romano Vitrúvio, tomando três réguas de 90,
120 e 1 50 cm, é possível construir um esquadro exato, desco-
berta bastante útil para a construção de graus de uma escala. A
determinação de tais trincos de números(a, b, c) tais que a"b' :

c' já era conhecida dos babilõnios.
Eudemo havia tentado determinar os teoremas geométricos

que Xales, segundo ele, não podia ignorar. Outros fizeram o mes-

mo por Pitágoras e Ihe atribuem a descoberta do teorema que ain-
da hoje leva o seu nome. Associava-se a pretensa descoberta de
Pitágoras a um sacrifício de sangue(segundo a lenda, ele teria
sacrificado cem bois para celebrar seu teorema). Mas, essa prática

era proibida pelos preceptores da seita pitagórica.

Segundo as fontes clássicas(Heródoto, Platão e Aristóteles),
Pitágoras tinha inventado um "modo de vida" fundado em múlti-

plas prescrições religiosas e práticas de rituais, na crença na trahs-
migração das almas, na recusa de certos cultos cívicos, mas tam-
bém na vontade de influenciar o regime político de certas cidades

da Magna Grécia(sul da Itália, Sicília). Nada indica que Pitágo-

f

ACIMA, 0 TÚNEL DE Eupâljnos, em Safios. A escavação, empreendida de ambos

os lados da montanha, pressupõe habilidade para manter um alinhamento dos
dois buracos e um declive destinado a facilitar o escoamento da água. Alguns

viram aí uma ilustração do ensinamento de Pitágoms, nativo de íamos. De
fato, Pitágoras deixou sua cidade, fugindo da tirania de Polícrates. E o arquiteto

Eupalinos era de Megera, não de Samos. Os procedimentos descritos por Heron
mobilizam poucos conhecimentos geométricos. Embaixo, dois métodos
euclidianos para tornar quadrada uma figura retilínea= a) a proposição 1-45 dá

o retângulo R equivalente em área a uma figura meti\ínea A, em seguida a

proposição lt- 14 fornece o quadrado C equivalente a R. b) Um polígono P é
divisível em triângulos T.. Se conhecemos os quadrados C. equivalentes a

esses triângulos e o quadrado equivalente à soma de dois quadrados,

obteremos o quadrado equivalente ao polígono P

!

ê

1l
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A
A proposição 1- 47ü Euclides

'-\b.á+- F...' . .+-' ...-n -- 'b:'b'Í ;' ' = .-.'-.r
"Seja o triângulo retângulo ABC tendo o
ângulo reto BAC. Digo que o quadrado F
sobre BC é igual aos quadrados sobre BA,
AC. Comefeito, se por um lado o quadrado B
BDEC é descrito sobre BC, por outro os quadrados
l;B, HC o são sobre BA, AC;e digo que pela ponta A
seja conduzida AL paralela a BD e CE. E que AD e
FC sejam cruzadas.'
Euclides demonstra então que os retângulos BL e
CL são respectivamente iguais aos quadrados
ABFG e ACKH. A soma dos dois retângulos sendo o
quadrado BDEC, este será então igual à soma dos quadrados ABFGeACKH

AO LADO,MANUSCRITO grego dos €7ementos de Euclides: a prova
do teorema da hipotenusa t1-4?]

ras tenha se dedicado à geometria. Mesmo Proclo não esconde
seu ceticismo e insiste na perfeição da prova de Euclides.

O estilo do geâmetra possui certas características passíveis
de ser encontradas já nos fragmentos de Hipócrates: exposição
sintética, forma dedutiva, combinação de um texto e de um dia-

grama letrado tornando um e outro indispensáveis à demons-
tração. As letras são as únicas partes do discurso matemático
que não pertencem à língua natural. Euclides não faz uso de
símbolos, e seu discurso recorre apenas a uma reduzida parcela
da língua grega, pelo uso que faz de frases estereotipadas. Ele
designa as figuras de modo económico. Por exemplo, fala do
quadrado BDEC (uer qzzadro acima,l, pois todos esses vértices

são mencionados no texto, porém designa os quadrados sobre
AB e sobre AC por somente dois vértices opostos, respectiva-
mente BG e HC, e isso Ihe basta.

Mas de que modo Euclides justifica que o retângulo BL(res-
pectivamente o quadrado BG) seja duplo do triângulo ABD
(FBC) ? Tal é estabelecido em um teorema anterior mais geral que
combina triângulos e paralelogramos, a proposição 1-41 : sejam

um paralelogramo ABCD e um triângulo BCE(que têm a mes-
ma base BC) "situados nos mesmos paralelos BC e AE"(ou seja,
A, D e E estão alinhados sobre uma reta paralela a BC, (uer.#gtzra
" " napág. SP9, enquantoABCD é o duplo do triângulo BCE.

Antes de seguir adiante na prova de 1-4 1, é preciso verificar
que ela se aplica em 1-47, por exemplo, para o quadrado BG e
para o triângulo FBC (uer o et2qtzadrado em Sentido conta'ádo,l.

Dois pontos são evidentes: o quadrado BG é um paralelogra-
mo, isto é, uma figura "de linhas paralelas". Idem para o retân-
gulo BL. Além disso, FBC e BG possuem a mesma base, BF.
Resta verificar que eles estão nas mesmas paralelas.

As regas FB e GA são paralelas(por construção BFGA é um
quadrado). Basta então mostrar que o vértice C está sobre o pro-
longamento da rega GA. As rotas GA e AC, com efeito, teriam

podido constituir uma linha quebrada (em A) -- não é o caso.
Euclides observa: "Uma vez que cada um dos ângulos sob BAC,
BAG é reco então relativamente a certa reta: BA, e em um ponto

A que está sobre ela, as duas retas]segmentos] AC, AG, não
posicionadas do mesmo lado, formam ângulos adjacentes iguais
a dois regos. Portanto, CA está alinhado com AG. Então, pela
mesma razão, BA também está alinhado com AH:

Nada mais impede que utilizemos o resultado contido em l-
41 para estabelecer o teorema da hipotenusa. Graças a esse teo-
rema -- a proposição 1-47 de Euclides -- saberemos encontrar a

'soma" de dois quadrados dados sob a forma de um quadrado
-- bastará construir o triângulo retângulo no qual os lados do
ângulo roto são os lados de cada um dos dois quadrados a so-
mar: a hipotenusa do triângulo será então o lado do quadrado
'soma". Da mesma forma, para calcular sua diferença, poremos

Olêoremapor Euclides
O cerne da demonstração consiste em estabelecer que o re-
tângulo BL e o quadrado ABFG são iguais, Íá que a área de
cada um é o dobro da área de triângulos iguais, ABD e FBC.
Euclides estabelece a igualdade prévia dos dois graças a uma
proposição sobre a igualdade dos triângulos (1-4): nossos dois
triângulos têm dois lados iguais a dois lados, os quais con-
têm ângulos iguais. Ele já havia provado a igualdade desses
ângulos ao mostrar que se tratava das somas de dois ângulos
iguais dois a dois. De uma perspectiva moderna, a igualdade
dos triângulos decorre do fato de que eles se deduzem um do
outro por uma rotação de 90 graus. A sequência da demons-
tração de Euclides é simples: o retângulo CL chega mesmo a
ser igual ao quadrado ACKH (detalhes não são contempla-
dos por Euclides). A reunião dos retângulos BL e CL cons-
tituindo o grande quadrado BDEC, este haverá de ser, pois,
igual aos dois quadrados BG e HC.
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o lado do quadrado maior como hipotenusa de um triângulo
retângulo, e o lado do menor como um dos lados do ângulo roto;
o lado que restar será o do quadrado equivalendo à diferença
dosdoisquadradosdados.

Voltemos à prova de 1-4 1 . Euclides junta a diagonal AC (uer
#gtzra a na pág. S9. Assim, ele constrói o triângulo ABC que
também tem BC por base e se situa nos mesmos paralelos. Feito
isso, enuncia duas asserções das quais advém o resultado. a) Os

triângulos ABC e EBC, por terem a mesma base e estarem nas
mesmas paralelas, são iguais. b) O triângulo ABC é a metade do

paralelogramo ABCD, porque AC é a diagonal e porque a dia-
gonal de um paralelogramo o secciona em duas partes iguais.

Essa segunda propriedade é bastante simples e advém da
igualdade dos triângulos ABC e ADC. Ela tem uma conseqü-
ência interessante: seja, sobre a figura "a" (pág. SP9, o ponto F
de modo que EF = BC. O quadrilátero BCEF é um paralelo-
gramo, também ele sobre a mesma base e nas mesmas parale-
las que ABCD, ABC e ADC; BE é a sua diagonal. Segundo
(b), o triângulo EBC, portanto, é a metade do paralelogramo
BCEF. Assim, se a afirmação (a) for verdadeira, a asserção (c):

PüstuladodasPâralelas
Tendo chegado à. proposição 1-35, é fácil generaliza-la eM
duas direções: 1) Se paralelogramos ou triângulos têm bases
iguais e se estão nas mesmas paralelas, eles são iguais entre
si. 2) Se paralelogramos ou triângulos têm bases desiguais e
se estão nas mesmas paralelas, eles serão desiguais, e o maior
será o de base maior.

A primeira generalização é feita nas proposições 1-36 e 1-38; a
segunda é pressuposto na proposição Vl-l: "Os paralelogra-
mos ou triângulos situados nas mesmas paralelas estão entre si
como sua base", a qual, por sua vez, é o elemento essencial de
toda a teoria das proporções entre figuras semelhantes, exposta

nos limos VI (figuras planas) e XI (sólidos). Isso confirma o ca-
ráter elementar de 1-35, pedra fundamental do último terço do
livro 1. Sua prova compõe uma das principais etapas do livro l.

Essa proposição enuncia-se da seguinte forma: "Sejam
ABCD e EBCF paralelogramos sobre a mesma base BC, e nas
mesmas paralelas AE BC (oer#gara b na pág. S9. Digo que o
paralelogramo ABCD é igual ao paralelogramo EBCF.:

Distinguem-se diferentes elementos em sua demonstração,
recorrendo a diversos resultados anteriores:

1-33: para afirmar que, uma vez que ABCD
e EBCF são paralelogramos, tem-se: AD = BC
eBC=EF;

1-29: para estabelecer a igualdade dos ân-
gulos FDC e EAB, porque as retas AB e CD
são paralelas;

1-4: para mostrar que os triângulos EAB e.
DFC são iguais.

Poderíamos dar sequência a nosso percur-

so regressivo buscando os elementos mobili-
zados nessas proposições. Sem entrar em de-
talhes, contentemo-nos com uma observação
sobre a proposição 1-29, que afirma: "Se uma
linha reta cai sobre regas paralelas, ela faz (i)
ângulos alternos iguais e também (ii) o ângu-
lo exterior igual ao ângulo interior e oposto e
(iii) os ângulos interiores e do mesmo lado
iguais a dois retosl180'l". E 29(ii) que é uti-
lizado em 1-35 para estabelecer nossa igual-
dade angular; a proposição 1-29(i) o é em

1-34 para o mesmo gênero de inferência. A proposição 1-29
de fato quase equivale ao célebre postulado dito das parale-
las (Demanda ng5 de Euclidei, uer/igura c da pág. SP9: "Se
uma rota caindo sobre duas retas faz ângulos interiores e do
mesmo lado menores que dois retos, as duas retas, indefini-
damente prolongadas, encontram-se do lado onde estão ós
ângulos menores que dois retos:

Esse postulado intervém na prova de 1-29(i) e não é mais

que seu contraposto (em uma proposição "se X então Y'
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OS EIE)fEIVIUS. em edição de í844 têiu peb matanático Oliver Byme. Reúne os seis primeiros livros,
que tíaüm de geonetíip plana e da teor das pn)porçõn

'Os paralelogramos de mesma base e situados nas mesmas
paralelas são iguais entre si", também o é, e reciprocamente.

Em resumo, "os paralelogramos ou triângulos de mesma base
e situados nas mesmas paralelas são iguais entre si". Euclides
trata os casos."triângulos" (a) e "paralelogramos" (c) separada-
mente, nas proposições 1-37 e 1-35. Quanto à asserção (b), é
demonstrada em 1-34. Os teoremas 1-34 e 1-35 são os funda-

mentos da teoria da equivalência em área, notadamente contida

nas proposições 1-37, 41 , 42, 47 e 11- 14.

62 SCIENTIFICAMERICAN BRASIL ESPECIALANTIGUIDADE



r l

l

seu contraposto é "se não Y.
então não X"). Com efeito,
supomos que os ângulos al-
ternos, AEF e EFD não são

iguais, que AEF é o maior.
Então, a soma dos ângulos
AEF e BEF (dois regos) será

maior que a soma dos ân-
gulos BEF e EFD. Em
consequência, segundo o

postulado das paralelas, as
regas AB e CD se reencon-

trarão. Mas na hipótese de
1-29 elas são paralelas.

É provável que Euclides
tenha escolhido sua formula-

ção -- bem mais complexa --
do postulado das paralelas ten-
do em vista sua utilização na
demonsoação de 1-29. E esse,

aliás, o primeiro uso: as 28 pri-
meiras proposições do limo l
não dependem do que por ve-
zes se denomina geometria

absoluta", mas pertencem a EUCLIDES, em gravura de 1661

ela. Se Euclides tivesse esco-

lhido uma formulação mais simples("por um ponto não situado

em uma reta passa uma paralela, e uma só, a essa Teta"), não é
certo que tantos geõmetras, desde a Antigüidade, tenham tentado
demonstrar essa asserção que, como sua contraposta 1-29(i), para
eles assumia a feição de um teorema.

Mas voltemos à proposição 1-35. Outros ingredientes inter-
vêm em sua prova (uer augura b na póg.Sg: Euclides parte da
igualdade das duas rotas AD, EF a uma mesma terceira, BC,
para delas deduzir que são iguais entre si. Essa transitividade é
posta na Noção Comum 1 : 'Z.s coisas iguais a uma mesma coisa
são também iguais entre si'

Acrescentando DE a cada uma delas, deduz-se que AE =

DF. Essa compatibilidade da igualdade com a adjunção é posta
na Noção Comum 2: "E sél as coisas iguais são acrescentadas
coisas iguais, os todos são iguais'

Tendo estabelecido(por 1-4) que os triângulos ABE e DCF
são iguais, ele cerceia sua porção comum -- o triângulo DGE --

e daí deduz a igualdade dos quadriláteros ADGB, EGCF. Essa
compatibilidade da igualdade com o cerceamento é posiciona-
da na Noção Comum 3: "E se, a partir de coisas iguais, coisas
iguais são cerceados, os restos são iguais

Enfim, parachegar à igualdade buscada dos paralelogramos
ABCD e EBCE ele acrescenta o triângulo BGC a cada um dos

quadriláteros. Utilizou então, ainda uma vez, a compatibilidade

com a adjunção posicionada
na Noção Comum 2, não
mais para linhas, mas desta
feita para áreas.

Assim, a proposição 1-35
requer as três Noções Co-
muns (ou axiomas) que go-
vernam as manipulações da
relação de igualdade. Vimos
que a prova utilizava tam-
bém o postulado das para-
lelas. Ela pressupõe então os
principais princípios (pos-
tulados e axiomas) do livro
IdeEuclides.

O desdobramento de to-

das essas sutilezas lógicas
pode parecer uma inutilida-
de. As equivalências em
área que fazem o obÍeto das
proposições 1-35 e 1-41 são
triviais se recordarmos as

fórmulas de cálculo que
aprendemos na escola: 1) A
superfície de um paralelo-
gramo é o produto de sua

base por sua altura. 2) A superfície de um triângulo é a meta-
de desse produto.

Concordo, mas como justificar essas fórmulas? Para a se-

gunda, é fácil: basta mostrar que um triângulo é a metade de um
paralelogramo de mesmas base e altura. Ora, é o que Euclides
demonstra na segunda parte de 1-34. Quanto à primeira igual-
dade, ela é "evidente" para um retângulo; basta então entendê-

la no caso de quaisquer paralelogramos. De qualquer modo, é o

que está estabelecido em 1-35 e 1-36, uma vez que essas propo'
lições permitem afirmar que todo paralelogramo é igual a um
retângulo de mesmas base e altura. Portanto, pode-se ler essa
passagem dos EZemetztos como uma fundação teórica dos pro-
cedimentos do cálculo das áreas planas mais elementares, para-

lelogramos e triângulos.
A tabuleta cuneiforme Plimpton 322 (segundo milênio an-

tes de nossa era) comporta três colunas de números em nota-
ção sexagesimal e uma numeração das entradas de l a 1 5. Os
números recontados são da forma [(b/a):, b, c] onde (a, b, c)
são inteiros verificando a igualdade a2+b:=c:. Por que razão se
teria realizado tal tabela? Ela implica um conhecimento do teo-
rema da hipotenusa (isto é, uma interpretação geométrica)?
Uma coisa é certa: as técnicas matemáticas dos sábios babilâ-

nios, muito antes das dos gregos, não eram relegadas a simples

aplicações práticas. (BV)
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Construir e
a r

Para os {)latõMcos, a geometria do espaço
ctdmha com o estudo dos cinco poldros
tegahres, aos qual Euclida deüca o
z2Ztímo Zíuro dos sem Elementosão sabemos nada a respeito

dos anos de formação de
Euclides, e há fortes razões

para crer que o mesmo se

pode dizer de seus comentaristas da Anti-
guidade tardia. Mas, Proclo de Constanti-
nopla(morto em 485) não hesita em afir-
mar, ao redigir seu comentário ao livro
primeiro dos EZemmtos, que Euclides era
platónico. A obra termina com a constru-

ção de figuras "platónicas", e isso Ihe basta.
Devemos reconhecer que Proclo tem

razão em um ponto: há certamente uma
ligação entre Platão e Euclides, mais pre-
cisamente entre a cosmologia platónica e
o final do livro Xlll dos EZemmfos. Em

seu diálogo T;7tzm, composto entre õs anos
360 e 355 a.C., Platão descreve o demiur-

go que construiu o corpo do mundo. A
cada um dos quatro elementos fundamen-

tais que compõem o mundo(fogo, ar, água
e terra), o demiurgo associou um sólido
regular: tetraedro para o k)go, octaedro para
o ar, icosaedro para a água e cubo para a
terra. Platão acrescenta que o demiurgo

utilizou uma quinta figura para "represen-
tar o Universo em seu conjunto". Trata-se

N
dododecaedro,quePlatãonãonomeia. Em Ela, ao contrário da circunferência, não
suas proposições Xl11-13 a Xl11-17, Eu- se deixa dividir de infinitas maneiras em
clides constrói(e circunscreve com uma es- porções iguais, mas somente de cinco ma-

fera) todos esses sólidos. Na última propo- neiras. No entanto, a esfera é o análogo

lição do tratado (Xl11-18), compara o tridimensional da circunferência.
compl.imentodas arestas das cincofiguras. O segundoé que Proclo Íáhavia men-

Eis a ligação entre os dois. A denominação cionado os poliedros regulares ao descre-
tradicional de "figuras platónicas", que os ver a genealogia dos EZementoi. Ele a6r-
cincopoliedrosreceberam, deve-seàgran- mau: "Pitágoras transformou o estudo da

defamaqueobtiveramPlatãoeseuT:mm. geometria em um esquema de educação
Contudo, a dedução feita por Proclo a liberal;(-.) foi ele quem descobriuo estu-

respeito da filiação filosófica de Euclides é do dos irracionais e a construção das figu:
incerta pordois motivos. O primeiroé que ras cósmicas]os cinco só]idós regu]ares]
independentementedequaisquerconota- Mas se Pitágoras haviadescobertoacons-
ções'mosóficas, os cinco sólidos regulares trução dos cinco sólidos regulares, Eucli-

possuem um interesse evidente para todos des não seria platónico, mas pitagórico.
os geâmetras. Como o próprio Proclo afia- De fato, a afirmação relativa a Pitágo-
ma, esses poliedros exibem uma proprie- ras, que Procloreproduzde lâmblico, per'
dade notável: ao passo que é possível ins- tence à tradição dos pais fundadores. Seu
prever, dentrode uma circunferência, uma objetivo é duplo: a atribuição de um "es-

infinidade de polígonos eqüiângulos e quema de educação liberal" a Pitágoras
eqüiláteros, não existem senão cinco sóli- visa associa-lo à formulação do sistema
dos regulares inscritíveis em uma esfera. quaddpardtodedescrição das ciências ma-

a] Dodecaedro inscrito em um icosaedro, e vice-versa.bIA relação
entre a superfície dos dais inscritos em uma mesma esfera é a
mesma que entre seus volumes. Para mostrar isso, decompomos
cada um dos sólidos em pirâmides [20 para o icosaedro, 12 para o
dodecaedro}. 0 volume de uma pirâmide é Ah/3. h é a attun e A, a
área da base. A mesma circunferência circunscreve aê fãtes do
icosaedro e do dodecaedro; portanto, as pirâmides dos dois sóli-
dos possuem a mesma altura h. Assim, Q volume do icosaedro é
Vm= A.,h/3 x 20,e o do dodecaedro é VR=Aüh/3 x 12, em que A,.a
área de uma face do sólido com i faces. é igual à superfície total da

só[ido (S.] dividida poli. Assim. as razões Slz/SzoeVlz/Vn são iguais.
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QUADROJaHHNNCSNeUDaRFEResmf/ho [ 1561}, de Nico]as Neufchate], mostra o matemático dando uma aula sobra os poliedros regulares. Em sua mão esquerda, um dodecaedm

i

temáticas(o "quadrivium"), elaborado no
começo do século IV a.C.; e as supostas

contribuições de Pitágoras ao estudo dos
irracionais e dos poliedros regulares são
introduzidas para sugerir que grande par-
te dos EZemmtoi, especialmente os resul-

tados presentes nos limos X e Xlll, já ha-
viam sido esboçadas pelo filósofo.

Platão é um certo Temeu de Locres, apre-
sentado como sábio da Magna Grécia.
Nada sabemos a respeito dele, nem mes-

mo se se trata de um pitagórico do século
Va.C.(a cena ocorreria em algum momen-
to entre os anos de 430-420) ou de um sim-

ples personagem literário criado por Pla-
tão. Mas um bom número de autores

antigos acreditou que a cosmologia pla-
tónica não passaria de uma retomada de
antigas doutrinas pitagóricos. Um falsário
da época helenística chegou mesmo a re-
digir um tratado, Sobre a ?zat reza do Cos-
mos e & alma, atribuído a esse Temeu de

Locres, e que era simplesmente um resu-
mo do diálogo de Platão. Muitos, entre os

quais lâmblico, não perceberam a fraude.
Jamais saberemos ao certo o contexto

das primeiras investigações sobre os sóli-
dos geométricos. Alguns testemunhos, no

entanto, ainda que somente um pouco
mais confiáveis, indicam quem teria lan-
çado o programa de estudo dos poliedros.

Trata-se de Teeteto de Atenas(morto em

369), amigo de Platão e discípulo de Ueo-
doro. Costuma-se apresenta-lo como a pri-
meira pessoa a escrever um tratado consa-

grado às cinco figuras sólidas regulares.
Essa obra está perdida, mas foi sem dúvida
uma das fontes matemáticas exploradas no

T:mm, ainda que Teeteto não seja explici-
tamente citado nesse diálogo de Platão.

Alguns historiadores acreditam que o
trabalho de Teeteto foi retomado tatnbém

por Euclides, e que constitui a essência do
livro Xlll dos Ekmentos. Isso de fato é
possível, embora seja difícil confirmar.
Existem diferentes maneiras de tratar os

poliedros. Mesmo se considerarmos so-
mente o problema de sua construção,
pode-se conceber no mínimo duas abor-
dagens: 1 . Constroem-se sucessivamente
cada uma das cinco figuras, para depois
mostrar como elas podem ser circunscri-

tas por uma esfera. Esse é o procedimento
do limo XIII. 2. coma-se uma esfera e de-

Pitágoras ouTeeteto?
Deve-se procurar a motivação para esse
tipo de fabulação não mais na história da
geometüa, mas da filosofia. [)iversos au-
tores da Antigüidade tardia tentaram mos-
trar que Platão seria, na verdade, um(fiel)

discípulo de Pitágoras. Já na época hele-

nística, alguns autores, menos generosos,
afirmavam que o mestre da Academia era
um plagiário, e que havia.baseado seu céle-
bre T:mm na obra intitulada De hz natare,

do pitagórica Filolau. Essas exnavagantes
afirmações apoiaram-se em um fato: o per-

sonagem principal do diálogo escrito por
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terminam-se, sobre sua superfície, os pon- métrico do Universo a pa!'tir dos sólidos

tos que comecem osvérdces de cadapolie- platónicos.Tamanhosucesso ajudou,.sem
dro. TH é a via seguida por Pappus, no li- dúvida, a manterconstanteoiQteressepela
vro 111 de sua (bk@o matemática. teoria matemática dos sólidos regulares,

Do ponto de vista técnico, as duas op- para bem além do círculo de especialistas.
ções revelam-se bastante
diferentes -- basta compa-
rar a construção dos mes-

mos poliedros por Eucli-
des e Pappus. Mesmo se
admitirmos, hipotetica-
mente, que Platão inspi-
rou-se em leeteto, não se-

ria possível determinar a
abordagem desse último.
O autor do T;mm não dá

nenhum detalhe relativo à

construção dos sólidos. O

diálogo mostra que Platão
tinha uma idéia a respeito
da noção de sólido regu-
lar. esabiaaueexistem se- R:'n :..i éü&-u.k.nhiú:nn IÊH&&ii-iübd&

.--l l MANllSfRITn nE MEADOS do séc. X de 77meu, traduzido e comentado por Calcídio
mente cinco. Ele descre- l;:onc:LeKI '' ' comentar o das E/eventos. assaciau Euclides à cultura platontca

veu a constituição global

desses sólidos nâurem ângulos sólidos), Comparação dos Sólidos
comoumaexposiçãocosmológica, nãoum Os geõmetras não ficaram indiferentes a
manual de geometria todo esse entusiasmo, e a teoria dos sóli-

Platão preferiu enfatizar o tratamento dos regulares tornou-se um clássico, a
dessas figuras como elementos simples, a ponto de modificar o fim dos EZemmtoi:

partirdes quais elaborou modelos geomé- Euclides terminou suaobra com a propo'
bicos. Platão acreditava que elas permitem siçãoXl11-18, que estabelece que a ordem

explicar certas transformações físicas ele- decrescente das arestas dos cinco sólidos é
mentares (uer qtzadro na pág. ÓD. a mesma ordem segundo a qual Euclides

A influência do T:meu, de seus co- os consuuiu, nasproposições 13 a 17. Mas

mentadores. mas também de seus críticos, os estudiosos insistiram em acrescentar, até
como Aristóteles, foi formidável, compa- a Renascença, novos resu)tados.
rável à influência dos EZemmtos: foi utili- Na verdade, a coisa é um pouco mais
zado como um dos textos fundamentais da complicada, pois o texto de Xl11- 1 8 sofreu

escola neoplatânica, nã Antigüidade tar- diversas alterações e interpolações. Uma
dia; na IdadeMédia, autores cristãos com- delas, bem no final da demonstração, es-

pararam sua cosmologia aos escritos do pecifica,demaneiraumtantoquantoinap
Gênesis, para contrapor Platão a Aristóte- ta, que, afora os cinco sólidos já estuda
les e sua tese "abominável" da etemidade dos, não será possível construir nenhum
domundo. contráriaàs Escrituras. Na Re- ouço poliedro delimitado por figuras pla-

nascença, retoma-se aliçãoplatânica: éne- nas eqüiláteras e eqüiângulas idênticas(os

cessário procurar regularidades matemá- polígonos regulares). Para que sela assim,
tecas para explicara ordem e a estrutura do énecessárioacrescentaruma condiçãosu-
mundo. Johannes Kepler, específicamen- plementar -- a exigência de que os sólidos
te, concebeu em 1595 um modelo geo- possam ser inscritos em uma esfera --, ta-

citamente suposta pelo autor. Ainda que
esse teorema de limitação fosse conhecida
antes de Euclides, acredita-se que essa por-

ção detexto nãosejaautêntica.
A segunda interpelação, indiscutivel-

mente apócrifa, pretende
estabelecer a proporção
entre os lados a. das figu.
ras mencionadas emXlll-

18, ou seja, determinar
sempre quepossível as ra-

zões a. / a, em que a: de
signo a aresta do poliedro
regular com i faces (supõe-

se que todos os poliedros
estejam inscritos em uma
mesma esfera). Em nota-
ção moderna, eis o que
enunciaoautor:

(a)' : 2(a):; (a)' : 4/3
(a):; (a;): : 3/2(a)'

B

â
;.Ü)0.. ..i.b. -at-.ll...f;=--ab---:4-d- «--#tu +
»--r l+. .«+B .&-.-+-if#'b-+H b.+'«!..n -.w --ú4-p

' !Ê...
.-... ..l .-..U .k+.--4--.-,-b-»Ibid: i.,---B-.n-nrTfPen'''-u;l:=.i."--'-'-'----''-'"lr'9-'+*V.

}â$.

'H

1....,.. .+ it..fb...+ il..U.k'+..-lr .K-----'

hi Ai.ii icrnirn nr MFá.nílç do eóf Para a.. e a.., ele se
contenta em lembrar que
se trata de segmentos irra-

cionais no sentido euclidiano(fato esse de-

monstrado em Xl11-16 e Xl11-17): as pro-

porções(a.)'/(a,)' ,(a)'/(a)' ,(a)'/(a)?,
não podem ser escritas na forma de fia-

ção. As cinco figuras repartem-se emduas
famílias: três sólidos "simples"(tetraedro,
cubo e octaedro) e dois mais complexos, o
icosaedro e o dodecaedro. Essa distinção,

de resto, poderia ser percebida desde a
construção das figuras. Por outro lado, a
própria intelpolação necessita ser comple-
mentada, mesmo se limitada apenas aos

três poliedros "simples
Assim, pode-se deduzir, a partir da

igualdade (a)' : 4/3 (a;)', que agáreas dos

túângulos eqüiláteros que k)amam, respec'
vivamente, as faces do tetraedro e do octae-

dro também se encontra em proporção de

3 para 4. Multiplicando-se pelo respecti-
vo número de faces(4 e 8), obtém-se que
as áreas do tetraedro e do octaedro(inscri-
tos em uma mesma esfera) estão na pro-

porção de 2 para 3. Então, por que não
comparar os sólidos regulares por áreas e
volumes, e não só pelas arestas?
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eospotiedtos
de. O mesmo acontece com o cubo e o oc-

taedro. Já o tetraedro é seu pi6prío dual.

Sem usar o nome "dual", bs antigos
interessaram-se por essas relações de ins-

crição e circunscrição entre os sólidos re-

gulares. Alguns exemplos podem ser en-
contrados na primeira parte de um tratado

composto na Antigüidade tardia, em meio
a considerações a respeito dos poliedros e
seus ângulos sólidos. Esse texto, anónimo,

tomou-se o livro XVdos EkzJzezztoi. É pos-
sível seguir essa história para além da An-

tigüidade. Autores árabes e depois os da
Renascença acrescentaram resultados
fascinantes a respeito dessas figuras ao fi-
nal de suas próprias versões de Ekltzmíoi.

Ptatão utiliza a associação entre elementos e poliedros regulares para explicar-- por meia
da decamposíção e recomposição das figuras sólidas a partir de suas faces -- as
transformações mútuas de três dos quatro elementos afoga. ar e àgua] snQ
mundo física. De fato, os correspondentes sólidos, por serem todos compostos de triângulos
eqüiláteros. prestam-se particularmente bem a essas operações.. 0 elemento terra.
representada por um cubo, escapa às transmutações.

.!

IAr=2Fogo(8 =4+4)

+

IAgua=IFogB+2Art20=4+2x8] Oposições e Regularidade
Em diversas ocasiões, os gregos privilegia-
ram o raciocínio por oposições. Alistóte-
les já indicava uma tábua de opostos, na
qual dez pares aparecem, tais como limi-
tado/ilimitado, ímpar/par, um/múltiplo,
luz/escuridão. Mais tarde, outras listas in-

cluíram oposições como igual/desigual,
expümível/inexprimível, semelhante/dife-
rente, ordenado/desordenado etc.

Em cada par, um dos termos é "bom:

o outro é "ruim", e há exemplos matemá-
ticos para vários deles. Mas que dizer a
respeito da regularidade? De maneira in-

gênua, pode-se pensar que ela se opõe à

O caso do icosaedro e do dodecaedro.

devido à aparição de proporções quadrá-
ticas irracionais, é ainda mais estimulante.

Hipsiclo de Alexandlia(século ll a.C.) in-
brma-nos que o matemático Aristeu che-

gou a compor um texto intitulado Sobre a
comparação (lu dnco#gurm, infelizmente
perdido. Seu autor, sem dúvida, era um
predecessor imediato ou um contemporâ-
neo de Euclides, portanto posterior a Uee-

teto. A única informação precisa diz que
seu estudo continha o seguinte belo resul-
tado: "Uma mesma circunferência circun-

creve o pentágono do dodecaedto e o triân-
gulo do icosaedro, que estejam inscritos em
uma mesma esfera". Por decomposição em
tetraedios, deduz-se daí que a relação en-
tre as superHcies do dodecaedro e do ico-

saedro é igual à relação entre seus volumes
(uafigura na pág. 64).

Hipsiclo observa que Apolõnio de ver-
ga, autor das Cõtzíaaf, havia demonstrado
esse resultado em um tratado dedicado à

comparação dos dois sólidos complexos.
Deve-se a ele a determinação da relação
em termos de segmentos de Teta: a pro-
porção entre a área(ou volume) do dode-

caedro e do icosaçdro é igual à proporção
entre a aresta do cubo e a do icosaedro.
Temos: S /S =V /V : a./a .

Hipsiclo, por sua vez, retomou a mes-

ma comparação e propôs uma nova des-
crição, em termos de divisão em razão mé-

dia e extrema(uer qmdro na @g. 68). No
início, seu tratado aparecia de maneira in-
dependente. Depois, em alguns manus-
critos gregos, foi copiado na seqüência dos
EZemmtoi, e tomou-se aquilo que se cos-
tuma chamar de livro XIV

A história do íínal dos Ekmmlos não

termina por aí. Com efeito, existem outras

maneiras de tomar evidente o fato de que

os cinco sólidos regulares constituem uma
família. Por exemplo, o número de vértices

do icosaedro é igual ao número de faces
do dodecaedro, e inversamente. Como

cada um desses poliedros possui fa-
ces iguais, o centro dessas faces é

equidistante do centro da esfera
que os circunscreve. Portanto,
eles ficam situados sobre a su-

perfície da esfera inscrita den-
tro decadapoliedro,a qualdi-
videm em porções iguais. Ou
seja: se ligarmos os centros das faces
de um icosaedro, obtemos um dodecaedro

inscrito; se ligarmos os censos das faces de
um dodecaedro, obtemos um icosaedro

insctíto(zm'#8urn na /üg. 64). Tais polie-
dros apresentam uma relação de dualida-

SISTEMA PLANETÁRIO de Johannes Kepler baseado
nos cinco sólidos platónicos

WWW.SAIAM.COM.BR SCIENTIFIC AMERICAN BRÂSIL 67



inegularidade. Será possível no entanto, .
confeú status matemático a essa oposição,

particulamente no que diz res-
peito às figuras geométrlcasf
Qud epor quê? Duas ordens de
consideração tiveram papel nes-
sa discussão..

A primeira reside na desco-
berta de outra família, composta

por 13 sólidos delimitados por
faces eqüiláteras e eqüiângulas,
mas não necessariamente todas

D l do mesmotipo(asfaces que são
de um mesmo tipo, porém, de-

vem ser iguais). Isso significa que também
esses sólidos são inscritíveis em uma esfe-

ra. O cub«laedro, por exemplo, é com-

posto por oito triângulos eqüiláteros e seis

quadr;d's (.«'#g«. «. Pág.á9) ,Amd-
mente, tais poliedros são classificados
como "semi-regulares". Os raros estudio-

sos antigos que falam a seu respeito desig-
nam-nos simplesmente pelo nome de seu

inventor: Arquimedes. Surge assim .uma

oposição enfie duas famílias. De um lado,
os 5 sólidos de Platão; do outro, os 13 de

Arquimedes. Os primeiros k)mm explici-
tamente qualificados de "regulares"(a pa-

lawa utilizada pelos gregos, tetagmem, sig-
ni6ca "odenados") porque os de Arquí-
medes são não-.homogêneos(sun faces, e

portanto seus ângulos sólidos: não são idên-
ticos) . A descoberta de Arquimedes k)içou
os estudiosos da época a especificar exata-

mente o que caracterizava as cinco figuras

platónicas, e a distinguir, senão.os graus,
ao menos o máximo da regularidade.

A outra fonte de interesse pelas figuras

Kgulares nasceu dos aabalhos do.geõme-
tra Zenodoro. Sabemos que ele redigiu um
tratado intitulado Sobre m#garm is(peH-

métdas, que continha(entre outras coi-
sas) dois resultados bastante sugestivos:
1. Entre dois polígonos isoperimêtncos
(isto é, de igual peámetto) tegulaes, aquele

que possui mâs lados é maior(em ám)
2. Entre dois polígonos isoperimêtncos
com o mesmo número de lados, se um é

regular e o outro não, o regular possui a
maior área. 3.Ele deduziu daí um terceiro

resdtado: ente todas as figuras planas com

um mesmo perímetro, aquela que possui
a maior supeHície é o círculo.

O resultado 2 justifica o interesse pelas

figuras regulares com base em critérios
puramente matemáticos. O resultado 3 k)i

Divina proporção
GNa século ll a.L, Hipsiclo F

enunciou uma proposição
bastante complicada. Sua
interpretaçàa geométrica. H

contudo, é simples, uma A
vez que se compreenda a
temiinologia usada: "Uma
reta [segmento de renal
qualquer.se está dividida
em razão média e extnma,

então a proporção da neta
quepodepruduziroquadra-
do da feia inteira, mais

mento maior relativamente à netaaqueledoseg
a quadrado da rega inteira,que pode produzir

nto menor, é a mes-mais aquele sabre o segme
ma proporção da aresta do cubo relativamente
àaresta da

Dizer que uma neta AB está dividida em m
zão média e extrema pelo ponto H significa que

AH e HB éiguatàalazão entre cs
razão entre a r©ta intelm e o segmento maior
AB/AH. Assim. AB.HB = AH:. de maneira que o

adradoAFGH*retângula BDKHéigualaoqu
essa proporção recebeu oNa

sequeelanome de "lazão áurea".
Mais

possuíaviltudes estéticas e
a um númerotarde. essa razão foi identificada

o nome de "áureo"real(irracional),querecebeu
«ma [t*aSVZ.eque podeserescrita
D"podeproduzif'aéreaDizer que uma neta

o construídosobre DAsignlfica que o quadras
o ao teorema da hi.tem área A. Na figura, devid

CK:, em que CKpotenusa. temos: AK: = AC:
AB, Assim,AK é aAH é o segmento maioreAC =

odaretainteieproduziroquadradmta que pod maior AH .ra AB mais aquele do segmento
a ren que pode ptoDe igual maneira, KB é

duzir a quadmdo da ret3 intelm AB mais aquele
;KH?+ HB:e KH=do segmento HB [pois BKz

a razão entre aAB]. Hipsiclo demonstrou que
aarestadoicosaedrainscritosarestadocuboe

em uma mesma esfera é igual à razão AK/KB.
um dos resul-Essa

todos dos Elementos (X[[[-U']. segundo o qual,
an dividir a aresta de um cubo em razão média
e extrema, o segmento maior é igual à aresta
do dodecaedro inscrito na mesma esfera que o

cubo. Na figura acima . a proporção entre a ares-
inscritos na mes'ta do cubo e do

ma esfera é igual à proporção AH/HB. A divisão
em razão média e extrema aparece na cans-

truçãa do pentágono regular. e na construçaa
dosdoissólidosregulares complexos, oicosae-

dosdro e o dodemedro. Diversas
livros Xlil e XIV são dedicadas a essa proparçao
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FUNDAMENTANDO-sE EM suas
observações, Ptolomeu afirma.
no início do Almagesto, que o
Cosmos é esférico:.Gravura do
livro Claudio 7b/omêo, prlncfpe

degliastrologfe della geografia
de Giordano Ziletti,1564
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''T

Ü
OS TREZE poliedros semi-regulares de
Arquimedes tais como apresentados
na Harmonia do mundo, de Johannes
Kepler (15a.-1630]

Õ
estendido aos sólidos(figuras tüdimensio-
nais) por analogia, tanto por Zenodoro
como por seus sucessores, gerando um
quarto: entre todas as figuras sólidas com

uma mesma supeúcie, aquela que possui
o maior volume é a esfera.

Fundamentar de maneira rigorosa a
propriedade maximal da eskm estava cer-

tamente fora do alcance dos antigos. De
toda maneira, eles compararam o volume
dos sólidos regulares entre si, e depois com
o volume da esfera(considerando sempre

figuras de mesma supeúcie). Pappus reu-
niu esses trabalhos na última parte do livro
V de sua(hkção. A questão, provavel-

mente, já havia sido abordada nos trata-
dos de Aiisteu ou Zenodoro. A menos que

vejamos aí uma (outra) contübuição de Ar-

quimedes. Seja como for, o resultado obti-
do para esses sólidos é o mesmo que para

as figuras planas. Entre as figuras ditas pla-
tónicas com uma mesma superfície, a or-
dem crescente dos volumes é a mesma do
número de faces: tetraedro, cubo, octae-

dro, dodecaedro e icosaedro. A partir daí,
por extrapolação, conclui-se pela proprie-
dade maximal da esfera.

Geram para justificar essa tese. Trata-se, es-

sencialmente, de argumentos de conve-
niência: o Cosmos seria esférico porque
essa é a forma que Ihe convém. Por exem-
plo: 'H.o Ser mais perfeito, o Cosmos, cor-
responde a figura mais perfeita, a esfera'
No preâmbulo do AZmageHo, obra que
reuniu e codificou o conhecimento astro-

nómico dos antigos, Cláudio Ptolomeu
(século ll d.C.) explicita os princípios cos-
mológicos que admite. Afirma então que
o Cosmos, considerado em seu todo, é es-

férico. Para justificar essa hipótese, ele ofe-
rece diversas explicações astronómicas
fundadas em observações e acrescenta cer-
tos argumentos de conveniência, entre os

quais o "isoperimétrico": como a esfera,
entre todos os sólidos com uma mesma

supeúcie, é aquele que contém o maior
volume, convém que seja essa a bma do

Cosmos, que contém todas as coisas.
Com o objetivo de comentar essa ob-

servação de Ptolomeu, seus exegetas, prin-
cipalmente Pappus e deão de Alexandria,
copiaram porções importantes de mbalhos

a respeito das figuras que possuem um
mesmo perímetro ou uma mesma área.
Esse tema, por sua vez, connibuiu para a
manutenção do interesse pelos polie&os.
Os geâmetras antigos sentiam-se Kconfor-
tados com a idéia de que era necessário
privilegiar o estudo das figuras regulares
los sólidos platónicos e as principais figu-

ras de revolução: esfera, cone, cilhdio etc.).

Eles se interessaram pouco pelos sólidos
em geral, exceção feita à teoria das propor-
ções, como no limo V dos EZemmtos. Po-

rém, a generalidade era obtida pela abstra-
ção da noção de dimensão. (BV) M

Cosmos Perfeito
Uma razão em particular permitiu que co-
nhecêssemos esses trabalhos em tantos

detalhes. A partir do T:mm de Platão, e
mesmo antes, atúbuiu-se ao Cosmos uma

forma esférica. Alguns argumentos apare-

A ütima proporção de Euclides
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