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RESUMO

A matematica, desde a Antiguidade, tem desempenhado papel fundamental na
constru¢do do pensamento cientifico, destacando-se, nesse processo, as contribuicdes da
matematica grega, marcada pelo rigor l6gico e pelo uso de demonstracdes geométricas. Nesse
contexto, Arquimedes sobressai como um dos principais nomes, especialmente por seus
estudos relacionados ao calculo de areas ¢ volumes. Entre suas realizacdes mais relevantes
estd a determinac¢do do volume da esfera, obtida por meio de métodos geométricos e do uso de
principios mecanicos, como a Lei das Alavancas, evidenciando uma notavel capacidade de
abstracdo e intuicao matematica. Embora ndo dispusesse do formalismo do calculo moderno,

seus procedimentos antecipam ideias fundamentais, como a nog¢ao de limite.

Diante disso, o presente trabalho tem como objetivo analisar o0 método de Arquimedes
para o calculo do volume da esfera e estabelecer um didlogo com o calculo integral moderno.
Para tanto, sdo abordados aspectos historicos, conceituais € metodologicos, evidenciando as
diferencas entre a abordagem geométrica classica e a formulacdo analitica baseada em
integrais. A partir dessa comparagdo, observa-se a evolucdo da matematica, que passa de
métodos especificos e construtivos para técnicas gerais e sistematizadas, ampliando

significativamente seu alcance e precisao.

Palavras-chave: Historia da Matematica. Volume da esfera. Arquimedes. Calculo integral.



1 INTRODUCAO

A matematica, ao longo da historia, tem sido uma das principais ferramentas para
compreender o mundo, evoluindo conforme novas ideias e necessidades surgem. Na
Antiguidade, especialmente na Grécia, ela ganhou um carater mais rigoroso, baseado em
demonstragdoes logicas e construgdes geométricas, que influenciaram profundamente o
desenvolvimento do pensamento cientifico . Nesse cenario, destaca-se Arquimedes, um dos
maiores matematicos de todos os tempos, conhecido por sua habilidade em resolver

problemas complexos com criatividade e precisao.

Entre suas contribuicdes mais notaveis esta o calculo do volume da esfera, um
problema que, a primeira vista, parece simples, mas que exigiu uma abordagem bastante
engenhosa para ser resolvido. Arquimedes utilizou comparagdes entre solidos e recorreu a
ideias da mecénica, como a Lei das Alavancas, para chegar a seus resultados. Mesmo sem
dispor das ferramentas do calculo moderno, ele conseguiu desenvolver raciocinios que hoje
reconhecemos como proximos do conceito de limite, evidenciando a profundidade de sua

intui¢do matematica.

Diante disso, este trabalho busca analisar o método utilizado por Arquimedes e
relaciona-lo com o calculo integral moderno, mostrando como a matematica evoluiu ao longo
do tempo. Ao comparar essas duas abordagens, pretende-se destacar ndo apenas as diferencas
técnicas, mas também a continuidade das ideias, evidenciando como conceitos antigos
serviram de base para o desenvolvimento de ferramentas mais gerais e precisas na matematica

atual.

2 CONTEXTO HISTORICO

Arquimedes nasceu por volta de 287 a.C., na cidade de Siracusa, importante colonia
grega na Sicilia, sendo filho do astronomo Fidias. Inserido em um contexto de intensa
producdo intelectual da Magna Grécia, € provavel que tenha realizado parte de sua formagao
em Alexandria, onde teve contato com a tradicdo matematica euclidiana, marcada pelo rigor

logico e pelas demonstragdoes geométricas sistematicas (HEATH, 2002). Apos esse periodo,



retornou a Siracusa, onde passou a dedicar-se integralmente a investiga¢do cientifica,

mantendo relagdes com estudiosos e com a corte do rei Hieron (HEATH, 2002).

A obra de Arquimedes destaca-se pela profundidade e originalidade, abrangendo areas
como geometria, mecdnica e hidrostatica. Seus estudos sobre areas e volumes de figuras
curvas, especialmente presentes em Sobre a Esfera e o Cilindro, sdo considerados marcos
fundamentais que antecipam ideias do calculo integral moderno (HEATH, 2002). Além disso,
no tratado O Meétodo, o proprio autor revela que muitas de suas descobertas foram
inicialmente obtidas por meio de raciocinios mecanicos, utilizando, por exemplo, a Lei das
Alavancas, antes de serem formalizadas por demonstracdes geométricas rigorosas. Nesse
sentido, afirma: “Certas coisas primeiro se tornaram claras para mim pelo método mecanico,
embora depois tivessem de ser demonstradas pela Geometria” (ARQUIMEDES, apud
AVILA, 2010, p. 3).

Entre suas contribui¢cdes mais célebres esta a relacao entre o volume da esfera e o do
cilindro que a circunscreve, resultado que o proprio Arquimedes considerava sua maior
realizagdo. Segundo Plutarco, ele teria solicitado que essa relagdo fosse representada em seu
tamulo, evidenciando o valor atribuido a descoberta: “pediu a seus parentes que [...]
mandassem colocar sobre sua sepultura um cilindro contendo uma esfera” (PLUTARCO,
apud AVILA, 2010, p. 1). Sua morte, ocorrida em 212 a.C. durante a tomada de Siracusa,
também se tornou simbolica: de acordo com relatos histéricos, ele foi morto por um soldado
enquanto estava concentrado em um problema geométrico, o que refor¢a sua dedicagao
extrema a ciéncia (HEATH, 2002). Assim, o contexto histérico de Arquimedes evidencia nao
apenas um periodo de grande desenvolvimento intelectual, mas também o surgimento de

ideias que anteciparam conceitos fundamentais da matematica moderna.

3 METODO DE ARQUIMEDES

3.1 Lei das Alavancas

A Lei das Alavancas ¢ essencial para compreendermos como Arquimedes calculou o
volume da esfera. Ao imaginar uma esfera e um cone equilibrando um cilindro em uma

balanga idealizada, o siracusano transformou a mecanica em uma ferramenta de descoberta,



permitindo-lhe enxergar propor¢cdes que os métodos de demonstracdio da época ndo
permitiam. Para melhor compreendermos seu raciocinio, segue abaixo os postulados e
proposi¢des da tradugdo do trabalho Sobre o Equilibrio dos Planos ou os Centros de
Gravidade dos Planos, de Arquimedes, apresentados conforme a traducdo de Henrique B.
Cardoso, Paulo de Tarso C. Freire e Josu¢ Mendes Filho, que se baseia na edi¢ao classica de

Thomas L. Heath (1952).

Postulado 1. Pesos iguais a distancias iguais estdo em equilibrio, e pesos iguais a
distancias desiguais ndo estdo em equilibrio, mas pendendo para o lado do peso que esta a
maior distancia.

Postulado 2. Se, quando pesos a certas distancias estdao em equilibrio, alguma coisa
foi adicionada a um dos pesos, eles ndo ficam [mais] em equilibrio, mas inclinados para o
peso ao qual foi feita a adigado.

Postulado 3. Similarmente, se alguma coisa é tirada de um dos pesos, eles nao ficam
em equilibrio, mas pendendo para o peso do qual ndo foi nada tirado.

Postulado 4. Quando figuras planas semelhantes e iguais coincidem quando
sobrepostas uma sobre a outra, seus centros de gravidade coincidem do mesmo modo.

Postulado 5. Em figuras que sdo desiguais, mas similares, seus centros de gravidade
estardo situados similarmente. Por pontos situados similarmente em relagdo a figuras
similares, entende-se pontos tais que se as linhas retas forem tracadas a partir deles,
formando dangulos iguais, elas formam angulos iguais com os lados correspondentes.

Postulado 6. Se magnitudes [grandezas, extensdes] a certas distancias estdo em
equilibrio, outras grandezas iguais a elas também estardo em equilibrio nas mesmas

distancias.

PROPOSICAO 1: Pesos que se equilibram a distancias iguais sdo iguais.

PROPOSICAO 2: Pesos desiguais a distincias iguais ndo se equilibram e irdo
inclinar para o lado do peso maior.

PROPOSICAO 3: Pesos desiguais irdo se equilibrar a distdncias desiguais com o
peso maior estando a menor distancia

PROPOSICAO 4: Se dois pesos iguais ndo tém o mesmo centro de gravidade 5 , o
centro de gravidade de ambos, tomados juntos, estdo no ponto médio de uma linha unindo

seus centros de gravidade



PROPOSICAO 5: Se trés magnitudes iguais tém seus centros de gravidade sobre
uma linha reta a distdancias iguais, o centro de gravidade do sistema ira coincidir com aquele
de magnitude no meio.

PROPOSICOES 6 e 7: Se duas magnitudes sdo comensurdveis 6 [Prop. 6] ou
incomensuraveis 7 [Prop. 7], elas se equilibram a distdancias reciprocamente (inversamente)
proporcionais as magnitudes.

PROPOSICAO 8: Se AE é uma magnitude cujo centro de gravidade é C, e AD uma

parte dela cujo centro de gravidade é F, entdo, o centro de gravidade da parte restante serd

GC AD

um ponto G, sobre FC tal que resulta: <F = DE
O principio nos garante que existe equilibrio quando p L d =D, d 5 onde p Len,
s30 0S pesos que se encontram no sistema e dle d2 sdo as distancias que esses pesos se

encontram do fulcro respectivamente.

3.2 Volume da Esfera segundo Arquimedes

Segundo Boyer (2010, p.94),0 teorema do volume da esfera, assim como a quadratura

da parabola também foi demonstrado pelo método das alavancas. Sendo assim enunciado:
Teorema:

1. O volume de qualquer esfera é quatro vezes o do cone com base igual ao circulo
mdximo da esfera e com altura igual ao raio da mesma esfera; e

2. O volume do cilindro com base igual ao circulo maximo da esfera e altura igual ao

. ;11
didmetro é 17 vezes o volume da esfera.

Para esta demonstracdo, nos sustentaremos na demonstracdo presente de Fatima

Vinagre

Demonstracao: Considere os trés solidos seguintes: uma esfera gerada pela rotagdo do
seu circulo maior de raio r e centro O’ em torno do seu didmetro, um cone de raio e altura
iguais ao didmetro da esfera e um cilindro de raio e altura iguais ao diametro da esfera cujo

eixo coincide com o didmetro da esfera, dispostos conforme a figura 1.



Figura 1 - Elaborada por Fatima Vinagre

Tome o vértice do cone como o ponto de suspensao dos trés solidos. Tome o segmento
de reta HC como sendo a alavanca e considere que o fulcro se encontra no vértice do cone.

Seja A4 o fulcro.

Agora, faga um corte transversal nos trés solidos, atravessando o fulcro, bem como o

circulo maximo da esfera de centro O’ e suponha que os sélidos estdo suspensos neste ponto.

Em seguida, faga trés cortes nos s6lidos segundo planos paralelos ao plano da base do
cilindro, tais que o cilindro fique dividido em quatro partes iguais e seccionando AC em
quatro partes iguais, sendo S, O’ e G os pontos de interse¢do dos planos com o eixo de rotagdo
do cilindro. Denote por O e P os pontos de interse¢do do circulo com a reta MR e Q e N os
pontos de interse¢do do segmento de reta MR com o tridngulo AAEH, e considere-se o

triangulo AAOC como na imagem abaixo:



10

Fagura 1 - Elaborada com Gemini

Assim sendo, temos que

AS AS AC
AC AC AC

AS-AC_ _ AS-(AS+SC) _ (AS)*+AS-SC
“4c)’ ey 4c)?

Como AC e OP s3o cordas que se intersectam no ponto S, temos que

AS-SC = 0S-SP,e0S = SP,Temos

AS _ (AS)'+0S-SP _ (48)°+(0S)"
AC Aacy’ Acy’

e, portanto, AS - (AC)" = AC- (AS)° + (0S)". (1)

Por construgdo, tem-se que AH = AC = MS, atendendo a que o tridngulo AAQS ¢
isosceles (porque os angulos £0A4S e£AQS t€m as mesmas amplitudes, sdo ambos de 45°),

tem-se que QS = AS. E, a igualdade (1) ¢ equivalente a AS - MS)* = AH-(QS)’ + (0S)°, ou

seja,

As _ 085)’+(08)° o A _ 1(QS)°+m(0S)°
AH MS)° AH n(MSs)°
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De fato, pela lei da alavanca, a relagdo acima nos diz que os circulos de raios QS e OS

, quando transferidos para H, ¢ o circulo de raio MS suspenso no ponto S ou seja, a uma

distancia horizontal do fulcro igual a %

Interpretando o cilindro como a unido infinita dos circulos de raio MS, o cone como a
unido infinita dos circulos de raio OS e a semiesfera como a unido infinita dos circulos de raio
igual a OS, com S variando de 4 até O’ Podemos concluir que o equilibrio da alavanca nao ¢
perturbado se remontarmos os sélidos e os colocdssemos suspensos seguinte forma: a
semiesfera e o cone na extremidade H da alavanca e o cilindro no ponto de suspensdo S tal

que AS ¢ igual a r e AH ¢ igual a 2r.

Definindo os volumes da semiesfera por Vs , do cone por Vc e do cilindro por Vi,
temos que como a alavanca se mantém equilibrada com a suspensdo dos sélidos, temos a

seguinte relagao:

Vc+Vs AO' T Ve+Vs 1
Vi aH - 2r & W _2(2)
3 . 3 . o .
Sabendo que Ve = —nr eVi = 2mr , realizando a substituicao em (2) e isolando

3

Vs, temos que:

13
?T[T' + Vs 1 3 3
—_— == Vs =1mr —-—-mr
2
2mr

2 3
S Vs =—mr
Como o volume da esfera inicial ¢ o dobro do volume desta semiesfera, podemos

3

. e, 4
concluir que o volume da esfera inicial ¢ Vesfera = —-mr.

4 Método moderno

O calculo integral permite calcular o volume da esfera.
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Defini¢ao 2.1: Parti¢do de um Intervalo: Uma particdo P em um intervalo [a,b] é um

conjunto finito P = {xo,x,x, ) ..,xn}emquea = x0< x1<x2, e <xn= b.

12

Uma particao P de [a,b] divide [a,b] em n intervalos [xi_l, xl,], ondei=1,2,...,n.

Defini¢do 2.2: Soma de Riemann: Sejam f uma fun¢do definida em [ab] e
P:a = X< X, <X, ... <x = b uma parti¢cdo de [a,b. Seja ¢, um numero escolhido

arbitrariamente e pertencente a [x.

,x |, onde 1 = 1,2, ..., n. Entdo, define-se soma de
l_l i b bl ] b b

Riemann de f, relativa a parti¢ao P e a cada . da seguinte forma:

3 f(cl_)Axi = f(cl)Ax1 + f(cZ)sz + ... + f(cn)Axn
i=1

Definicdo 2.3: Integral de Riemann: Sejam f uma fun¢do definida em [a,b] e L um

n

numero real. Dizemos que ), f (ci)Axi tende a L, quando o max Axl_ — 0 e escrevemos
i=1

lim gf(ci)Axi =L

Axi—> 0 i=1

se , para todo € > 0, existe um & > 0tal que que s6 dependa de €, mas ndo da

particular escolha dos C. tal que

< e

£ fe)bx, - L
i=1

para toda parti¢ao P de [a,b], com max Axl, < 4.

Com L existindo e sendo unico, denomina-se Integral de Riemann de f em [a,b] e

b
indica-se por [ f(x)dx. Por definigdo
a

b n
[ f(x)dx = lim ¥ f(ec)hx,

Axi—>0 i=1
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Teorema: Sejam f, g integraveis em [a,b] e k£ uma constante. Entdo
b

b b
a) ft+géintegravel em [a,b]e [[f(x) + g(x)]dx = [ f(x)dx + [ g(x)dx.

b b
b) Kféintegravel em [ab] e [ kf(x)dx = k[ f(x)dx.

b
¢) Se f(x) = 0em [ab], entdo [ f(x)dx > 0.

d) Sec € ]a, b[ef¢integravel em [a,c] e em [c,b] entdo

b c b
J feydx =] f(x)dx + [ f(x)dx

Primeiro Teorema Fundamental do Célculo: Se f ¢ integravel em [a,b] e se F' for uma

primitiva de f em [a,b], entdo
b
J f(x)dx = F(b) — F(a)

Definicao 2.4: Volume: Seja S um so6lido que estd entre x = a e x = b. Se a area da

sec¢ao transversal de S no plano ny passando por x e perpendicular ao eixo x, ¢ 4(x), onde 4

¢ uma funcao continua, entao o volume de S é
b

V = lim ;:A(xi NAx = [ A(x)dx

n—o =1

Se colocarmos a esfera de modo que o seu centro se encontre na origem,entdo o plano

. , ., 2 2
P x intercepta a esfera em um circulo cujoraioéy ="\r — x .

Portanto, a area da seccao transversal é
2 2 2
Ax) = my =n(r —x)

Usando a defini¢do de volume com a = -r e b = r, temos

Vo= f A(x)dx = f (@’ — xO)dx

-r -r
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= 2nfn@’ — x)dx
0

5 Comparacio

O método de Arquimedes para determinar volumes, especialmente o da esfera,
baseava-se em uma combinagdo engenhosa de geometria e raciocinio mecanico. Ao comparar
a esfera com um cilindro ¢ um cone de mesmas dimensoes, ele utilizou relagdes de equilibrio
(inspiradas na Lei das Alavancas) para demonstrar que o volume da esfera correspondia a dois
tercos do volume do cilindro circunscrito. Esse procedimento, embora extremamente rigoroso
para a época, dependia de construcdes especificas e de comparagdes indiretas, sem o uso de

uma linguagem algébrica formal ou do conceito explicito de limite.

Em contraste, o célculo integral moderno resolve o mesmo problema por meio de uma
abordagem sistematica e generalizdvel. A esfera ¢ decomposta em infinitos elementos
infinitesimais — como discos ou cascas cilindricas — e seu volume ¢ obtido pela soma
(integral) desses elementos ao longo de um intervalo. Esse método ndo depende de analogias
geométricas particulares, pois se apoia em um formalismo bem definido, no qual o conceito
de limite garante rigor e precisdo. Assim, enquanto o método de Arquimedes ¢ mais
construtivo e geométrico, o calculo integral é abstrato, algébrico e aplicavel a uma ampla

gama de situagoes.
6 Conclusao

A andlise comparativa evidencia a evolugdo da matemdtica ao longo do tempo,
passando de estratégias geométricas intuitivas para métodos analiticos altamente
formalizados. Arquimedes, ao utilizar comparagdes e principios fisicos, antecipou ideias
fundamentais que mais tarde seriam incorporadas ao calculo, ainda que de maneira nao
formalizada. Seu trabalho demonstra como a busca por rigor ja estava presente, mesmo antes

da consolidagdo dos conceitos modernos.
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Com o desenvolvimento do célculo infinitesimal, especialmente a partir do século
XVII, essas intui¢des foram organizadas em um sistema coerente baseado em limites,
derivadas e integrais. Isso permitiu transformar procedimentos especificos em técnicas gerais,
capazes de resolver nao apenas problemas classicos, mas também novos desafios em diversas

areas da ciéncia.

Dessa forma, a transi¢do do método de Arquimedes para o calculo integral simboliza
uma mudanga profunda na forma de fazer matematica: de construgdes geométricas
particulares para uma linguagem universal e abstrata. Essa evolucdo ndo apenas aumentou a
precisdo dos resultados, mas também ampliou significativamente o alcance e o poder

explicativo da matematica.
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