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Introducao

O século XVIII, a exemplo dos que o precederam, bem
como os que viriam subsequentemente, foi repleto de guerras no
continente europeu. Nao contente com o referido continente
como palco da sua contenda, porém, os guerreiros europeus
estenderam a luta a outras terras e outros povos, subjugando-os,
no processo, a sua domina¢do. Em especial, a Inglaterra e a
Franca se achavam numa disputa cerrada, que continuaria e se
intensificaria no século XIX, para o que foi francamente visto
como a dominagcdo do mundo inteiro. Nem o generoso e
bondoso matematico, Leonhard FEuler, passou ileso desses
acontecimentos, pois, para mencionar s6 a injuria mais tangivel,
uma propriedade rural dele na Prussia foi destruida por tropas
russas.'

Houve ainda dois outros desenvolvimentos importantes
que comegaram no século XVIII e que continuariam, de uma
forma ou outra, no século XIX. O primeiro foi um movimento
filosofico, o Iluminismo, que até ¢ usado hoje em dia para

nomear o século XVIII como o “Século das Luzes”. Falaremos

1 . . . .
No entanto, Euler seria recompensado posteriormente pelos proprios russos, devido
a estima que estes tiveram para com o0 matematico suico.



sobre isto mais adiante e, assim, aqui sO mencionamos que a
referida filosofia viu o homem como sendo perfectivel através
dos seus proprios esforgos e, de fato, isto foi uma das principais
influéncias no desenvolvimento da ideologia de progresso
inexoravel tdo prevalente no século XIX.

Ainda mais, foi no século XVIII que aconteceu a
primeira Revolucdo Industrial, sendo que a segunda comegaria
nos meados do século seguinte. E nessa primeira Revolugdo
Industrial que problemas cientificos e tarefas praticas da
engenharia foram submetidos a andlise matematica do novo
calculo infinitesimal, especialmente através do uso de equacdes
diferenciais. Com referéncia a esse desenvolvimento, devemos
observar que o proprio Euler foi um dos pioneiros na aplicagao
de equagdes diferenciais na maneira indicada.

Claramente os trés desenvolvimentos aqui relacionados
ndo foram acontecimentos independentes, mas nao podemos
explicar os seus entrelagamentos no presente trabalho. Em vez
disso, voltaremos a nossa atencdo para a vida e obra de
Leonhard Euler. Para tanto, dividiremos o resto da presente
introducao em trés partes, sendo a primeira dedicada a fazer
alguns breves apontamentos sobre a vida de Euler, a segunda a
uma revisdo geral da sua obra e a terceira a uma explanagdo do

texto Tratado sobre a Teoria dos Numeros, cuja tradugdo se
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encontra no presente livro. Antes de proceder para os referidos
itens, porém, apresentamos, em Figura 1, uma linha de tempo de
Euler e alguns dos seus contemporaneos a fim de melhor situar o
leitor referente a algumas das personagens importantes que

atuavam no Século das Luzes.
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Figura 1. Linha do tempo de Euler e alguns contemporaneos.
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Parte 1

Apontamentos sobre a Vida de Leonhard Euler'

No seu elogio de Euler, Nicolas Fuss® (2005, p. 2) inicia

com a seguinte proposi¢ao chamativa:

To understand the life of a
great man, who has
exemplified his century by
enlightening the world, is to
eulogize the human spirit.

Que Euler, um dos matematicos mais produtivos de toda a
historia, foi um grande cientista ¢ inegavel. Mas, Fuss vai além
disto, chama-o de um homem grande e virtualmente identifica-o
como sendo o proprio espirito humano. H4, de fato, ampla razao
para tanta retorica, pois Euler possuia ndo somente uma

inteligéncia voltada para as intrigantes questdes da matematica e

! Nessa segdio, seguimos o relato de Fellmann (2007) e os fatos ndo atribuidos a outra
fonte sdo retirados desta.

% Nicolas Fuss (1755-1826) foi um matematico sui¢o que emigrou para Sdo
Petersburgo em 1773 para atuar como secretario de Euler depois que este ficou quase
cego. Atuou mais como um assistente do que como secretario, pois suas tarefas
incluiam a resolucdo de problemas de pesquisa, o desenvolvimento das teorias de
Euler, o célculo de tabelas e a elaboragdo de exemplos. A partir de 1800, serviu, até
seu falecimento, como secretario permanente da Academia de Ciéncias de S&o
Petersburgo, onde seu elogio foi lido no dia 23 de outubro de 1783. Para mais detalhes
sobre Fuss, ver O’Connor e Robertson (2006).
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da ciéncia, mas também um profundo sentimento religioso e
uma personalidade bondosa e simpdatica. Aliado a essas
qualidades, Euler podia contar com uma memoria quase
fotografica e um poder de concentracdo bastante desenvolvido,
ambos postos a servigo de um comportamento caracterizado por,
nas palavras de Emil Fellmann (2007, p. xv), “steady, quiet
work.” A proposito, B. F. Finkel (2007, p. 8) destaca o prazer

que Euler sentia ao desenvolver trabalhos cientificos:

He was simple, upright, affectionate, and had a strong
religious faith. His single and unselfish devotion to the
truth and his joy at the discoveries of science whether
made by himself or others, were striking attributes of his
character.

Na verdade, vale a pena observar que a sua dedicagao ao
trabalho sério e constante faz parte da sua heranga calvinista e,
da mesma forma, a sua apreciagdo dos valores cristdos levou-o a
pratica da verdadeira caridade entre seus semelhantes.’ Talvez
possamos discernir nisto a integragao dos varios aspectos da sua
personalidade num todo harmonioso que ajudaria a explicar o
fendmeno que foi Euler.

Seja como for, voltemos agora as palavras de Fuss, pois

ha nelas outro aspecto muito interessante, a saber, quando

3 Por exemplo, numa época repleta de controvérsias sobre prioridades de descobertas
cientificas, Euler ndo somente recusava-se a de fazer recriminagdes desse tipo, mas
foi, ao contrario, bastante generoso para com seus contemporaneos em respeito as
suas proprias criagdes intelectuais.
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afirma que Euler iluminou o mundo. A frase ndo ¢ uma mera
forma poética de se referir & quantidade impar de trabalhos
cientificos produzidos por Euler. E também uma referéncia clara
ao proprio “Século das Luzes,” isto ¢, como ja mencionamos, 0
século caracterizado pelo Iluminismo,* uma filosofia que
pretendia libertar o homem, através do uso da razdo, da
escraviddo a supersticdo e as crengas irracionais. Assim, 0S
[luministas Franceses atacaram impiedosamente a religido,
especialmente a religido organizada, como um obstaculo
supersticioso ao desenvolvimento de formas mais justas de
organizagdo social. Isto, como j& vimos, seria anatema para
Euler. Entre os Iluministas Alemaes, no entanto, os ataques
contra a Igreja foram minimizados e, em qualquer caso, Fuss
ndo foi um filésofo profissional e, portanto, simplesmente
desconsiderava esse aspecto da referida filosofia, concentrando-
se, em vez disto, na doutrina central de que o homem poderia
engendrar o progresso da espécie através do uso da razdo para
resolver os problemas sociais. Neste sentido, o século XVIII
fervia com o desenvolvimento da ciéncia aplicada e a tecnologia

que faziam inovacdes transformadoras nas areas de produgdo

4 Observamos que o termo “Iluminismo” para referir a filosofia dominante do século
XVIII s6 se tornaria generalizado entre os franceses e ingleses nos meados do século
XIX. Nao obstante, o termo paralelo alemdo, Aufkidrung, foi popularizado muito
antes.
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industrial, comunicagdo e transportagdo, entre outros. Isto, ¢
claro, foi possibilitado pela aplicagdio da matematica,
especialmente o cdlculo infinitesimal e equacdes diferenciais, a
problemas praticos e, como ja vimos, Euler foi um dos primeiros
que desenvolveu tais investigagdes. Desta forma, Fuss
virtualmente identifica Euler com o Zeitgeist do Século das
Luzes, com sua confianca no progresso ilimitado do homem
através dos seus proprios esforcos racionais.

Voltemos nossa aten¢ao, entdo, para alguns dos detalhes
da vida de Euler. Para tanto, organizaremos os eventos
historicos, como faz a maior parte dos seus bidgrafos, em quatro
periodos, determinados pelos locais em que vivia em cada
época. Especificando, o primeiro periodo, de 1707 a 1727,
compreende a sua juventude na sua cidade natalicia, a Basileia;
o segundo periodo, de 1727 a 1741, corresponde a primeira
estadia de Euler em Sao Petersburgo; o terceiro, que vai de 1741
a 1766, abrange o tempo em que permaneceu em Berlim; o
quarto, de 1766 a 1783, corresponde a sua segunda estadia em

Sao Petersburgo.
A Juventude de Euler em Basileia

A etimologia do nome Euler ¢ frequentemente

relacionada a palavra alema Aul, que significa “argila” (isto ¢, o
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barro usado para fazer potes) e, portanto, indica a profissdo de
olaria. Segundo Fellmann (2007), portanto, o nome ¢ encontrado
em documentos que remontam até o século XIII e significa
“dono de um pequeno prado.” Ainda segundo o referido autor, a
familia vivia perto da Lagoa de Constancia (Bodensee) e era
chamada Euler-Scholpi até Hans-Georg Euler (1573-1663)
mudou-se para Basileia e suprimiu a segunda parte do nome da
familia. O nome Scholpi significa “vesgo” ou “estrabico” e
Ronald S. Calinger (2007) sugere que isto podera indicar que
problemas com a visdo era muito frequente na familia Euler.
Como veremos mais adiante, o proprio Leonhard padeceria de
problemas sérios com a visao.

Basileia foi originalmente uma vila celta, mas, devido a
sua localizagdo estratégica no Reno, foi conquistada pelos
romanos. Por varios séculos, foi governado por uma série de
bispos, um dos quais, no inicio do século XIII, construiu o que
foi, por muito tempo, a Unica ponte sobre o Reno. A ponte
contribuiu para o crescimento econdomico e politico da cidade,
que, em 1501, foi incorporada a Sui¢a. A cidade se tornou
referéncia na atividade da publicagao de livros e como um
centro humanistico, sendo que a Universidade de Basileia, a

mais antiga da Suiga, foi fundada em 1459.
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Figura 2. Leonhard Euler, 1737.°
Fonte: O’Connor & Robertson (2008).

O pai de Euler, Paulus Euler (1670-1745), estudou na
Universidade de Basileia e eventualmente foi ordenado um
ministro calvinista. Mesmo assim, sua posicdo econOmica foi
bastante precaria até sua promocdo, em 1708, a posicdao de
pastor da igreja em Riehen, uma pequena vila na vizinhanga de
Basileia. Ao contrario da familia Euler, a familia da sua mae,
Margaretha Brucker (1677-1761), incluia varios estudiosos de
certa importancia, especialmente no campo das artes e letras. O
proprio Euler nasceu no dia 15 de abril de 1707, sendo o

primogénito do casal Paulus e Margaretha Euler. O casal ainda

5 A datagio das imagens de Euler segue Fasanelli (2007).
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teve trés outros filhos, a saber, Anna Maria (1708-1778), Maria
Magdalena (1711-1799) e Johann Heinrich (1719-1750).

Paulus Euler cuidava dos primeiros passos na educacao
do seu filho, mas eventualmente o jovem Euler passou a fazer a
viagem diaria® (de aproximadamente uma hora) para Basileia
para estudar na escola do municipio. Visto, porém, que a escola
publica da época deixava a desejar, Paulus também contratou
um tutor particular para seu filho. O tutor, Johannes Burckhardt
(1691-1743), foi um tedlogo, mas também, como o proprio
Paulus Euler, gostava muito da matematica. Segundo Fellmann
(2007), Burckhardt deveria ter exercitado uma grande influéncia
sobre o jovem Euler, embora isto ndo fosse, até agora,
esclarecido de forma satisfatoria.

Como era costume da época, Euler, aos treze anos de
idade, entrou no curso preparatério (mais ou menos
correspondente ao nosso segundo grau) da Universidade de
Basileia com o intuito, conforme os desejos dos seus pais, de
estudar a teologia e seguir na careira do Euler pai. Ao final dos
dois anos desse curso, escreveu uma espécie de trabalho final de
curso, intitulado De temperantia e ingressou na Escola de

Teologia da Universidade.

® Isto ¢ relatado por Fellmann (2007). Mesmo assim, na sua pequena autobiografia,
contida na propria obra de Fellmann, Euler afirma que morava com sua avd em
Basileia nesse periodo.
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Ainda no primeiro ano no curso preparatorio, no entanto,
Euler havia cursado a disciplina obrigatoria de Johann I
Bernoulli’ (1667-1748) sobre geometria e aritmética. Isto, junto
com a crescente amizade que travou com os filhos de Bernoulli,
parece ter agucado seu ja apurado gosto pela matematica.
Assim, pleiteou do mestre ligdes particulares. Bernoulli,
contudo, ostensivamente devido a grande quantidade de suas
tarefas oficiais, negou a Euler esse obséquio, mas consentiu a
indicar para ele certas leituras e recebé-lo aos sdbados a tarde
para tirar as suas duvidas. Os encontros com Bernoulli
continuaram quando Euler entrou na Escola de Teologia e,
eventualmente, ele, com a ajuda de Bernoulli, convenceu seu pai
a permiti-lo mudar para o Curso de Matematica. Aparentemente,
Paulus Euler nem ofereceu muita resisténcia a referida mudancga,
pois ele proprio gostava da matemadtica e, como O’Connor e
Robertson (1998) observam, Bernoulli foi um amigo de Paulus
quando os mesmos haviam cursado a Universidade na mesma
época.

O acolhimento de Euler por Bernoulli ¢, de certa forma,

extraordinario, pois Bernoulli era reconhecido pelos seus pares

7 A familia Bernoulli produziu varios matematicos e cientistas de eminéncia.
Infelizmente, a familia ndo foi muito criativa na escolha de nomes dados e, assim,
como se faz para reis e papas, tornou-se costume de afixar algarismos romanos aos
mesmos para distinguir entre os xaras.
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como o proeminente matematico da época. Mais ainda, era um
homem de dificil convivéncia, sendo briguento, desconfiado e
quase insanamente ciumento da sua posicdo como o primeiro
entre 0s matematicos. Mesmo assim, ndo somente salvou o
jovem Euler de seu afogamento na teologia, mas também
proferiu a ele a oportunidade de aprimorar suas habilidades
nativas com instrugdes que eram desafiantes e, a0 mesmo
tempo, incentivadoras.

Euler correspondeu a tutela de Bernoulli com dedicacao
e apego, concluindo seus estudos universitarios em 1726. Nesse
mesmo ano, submeteu um trabalho a Academia de Paris, que
promovia uma competicdo que premiaria o melhor ensaio
investigativo sobre a maneira mais eficaz de arranjar os mastros
em embarcagdes maritimas. O trabalho de Euler ndo ganhou o
prémio, mas a Academia o distinguiu com a avaliagdo accessit
(“estd perto”), que nas palavras de O’Connor e Robertson (1198,
p. 2), “was a fine achievement for the young graduate.” O
trabalho ¢ bastante interessante noutro sentido, como avalia

Fellman (2007, p. 20)®:

[...] Highly characteristic of EULER’s attitude toward
nature is the proud, final paragraph of this work: I did
not find it necessary to confirm this theory of mine by
experiment, because it is derived from the surest and

8 Enfase no original. O autor também indica, numa nota, que a tradugéo do trecho
citado do artigo de Euler foi feito por O. Spiess.
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most secure principles of mechanics, so that no doubt
whatsoever can be raised on whether or not it be true
and takes place in practice.

This almost blind confidence in the rigor of principles
and in the a priori deductions accompanied EULER to his
old age and characterizes a paradigm of his creative
work.

No entanto, a avaliacdo de Fellmann sobre a confianca que Euler
havia depositado aqui no método dedutivo da matematica
podera ser exagerada, pois certamente teria sido quase
impossivel para Euler, que morava no interior da Europa e nem
havia visto um navio maritimo, a providenciar semelhantes
experimentos; assim, podemos entender a afirmacdo de Euler
como uma racionalizagdo para a falta de experimentos.

No ano seguinte, 1727, Euler escreveu uma monografia
sobre a aculstica e a submeteu ao processo seletivo para
preencher a posicao de professor de fisica na Universidade de
Basileia. O referido processo consistia de duas fases. Na
primeira, as trés melhores monografias foram selecionadas pela
comissao de selecdo, enquanto, na segunda, o ganhador foi
determinado por um sorteio. Presumivelmente Bernoulli tentou
interferir a favor de Euler, mas a sua influéncia nao foi o
suficiente a levar o nome do seu aluno a fase do acaso. Desta
forma, Euler aspirava ir a Russia, onde uns filhos de Bernoulli

haviam conquistado umas posi¢des na corte do Pedro, o Grande.
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A Primeira Estadia em Sao Petersburgo

O filho mais velho de Bernoulli era Nicolaus II Bernoulli
(1695-1726). Estudou direito e matematica, passando a ser, por
certo tempo, assistente do seu pai. Seu irmao, Daniel I Bernoulli
(1700-1782) foi designado por seu pai a ser um homem de
negocios, mas, a exemplo do proprio Johann, que havia
contrariado planos idénticos do seu pai em relagdo a si, Daniel
insistiu em estudar a matematica. Johann, no entanto, procurava
um oficio mais lucrativo para o filho e, no final das contas,
concordaram que Daniel estudaria medicina. Fiel a sua vocagao,
Daniel, na sua tese de doutorado, aplicou conceitos matematicos

e fisicos a medicina.

Figura 3. Leonhard Euler, 1753.
Fonte: O’Connor & Robertson (2008).
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Os dois irmaos Bernoulli obtiveram, em 1725, posicoes
como professores na nova Academia de Sdo Petersburgo. Fruto
do empenho de Gottfried Wilhelm Leibniz (1646-1716) que
sonhava com uma série de academias eruditas nos principais
paises europeus, a Academia havia sido fundada pelo czar Pedro
I, O Grande, em 1724. Pedro I havia derrubado a poténcia
regional, a Sueca, na Guerra Nordica, o que aumentou seu
territorio, ¢ seus cofres, consideravelmente. Assim, construiu
uma nova capital para seu império em Sao Petersburgo, onde,
depois de ter conversado com Leibniz, sediou a nova Academia.
Faleceu antes de completar o projeto, mas a sua esposa, Catarina
I, que se tornou czarina, prosseguiu com 0 mesmo.

Na época, a Russia era um pais quase medieval, com
uma corte espléndida e a maior parte da populacdo escravizada.
Dessa forma, ndo se encontrava no pais uma quantidade
suficiente de intelectuais qualificados para compor a proposta
Academia. Em consequéncia, o czar convidou eminentes
pensadores estrangeiros a preencher posi¢des atrativas da nova
instituicdo. Para o primeiro presidente, convidou, de fato,
Christian Wolff (1679-1754), que, depois de Leibniz, era um
dos mais conhecidos filésofos da Europa. Esse, no entanto, junto
com Johann Bernoulli, outro convidado, recusou o convite.

Tanto Wolff, quanto Bernoulli, recomendaram os irmaos
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Bernoulli ao czar. Euler, como ja vimos, era muito amigo dos
referidos irmdos, especialmente de Daniel, e, ndo obtendo
sucesso no concurso para a posi¢ao na Universidade de Basileia,
pleiteou uma posi¢ao na Academia russa. Apoiado pelos trés
Bernoulli, pai e dois filhos, Euler foi chamado a Sao
Petersburgo, aonde chegou em 1727 para ensinar matematica e
fisica aplicadas a fisiologia, um assunto sobre o qual sabia
pouco. Felizmente, na sua chegada, que por azar coincidiu com
o falecimento de Catarina I, conseguiu mudar o oficio para o
ensino de fisica.

Por ndo ser uma das posi¢des mais altas, a remuneracao
de Euler nao foi das melhores e, portanto, residiu na casa do seu
amigo Daniel Bernoulli, com quem também colaborava em
varios projetos cientificos, especialmente na area de mecanica
de fluidos. Sao Petersburgo, contudo, ndo agradava ao Bernoulli
e, quando ele partiu em 1731, a catedra de matematica que ele
havia recebida no ano anterior, foi dada a Euler. O resultante
melhoramento na sua situacdo financeira lhe proporcionou a
estabilidade necessaria de criar uma familia e, no inicio de 1734,
casou-se com Katharina Gsell (1707-1773), filha do artista
Georg Gsell (1663-1740) de Basileia, com quem teve treze

filhos, embora oito deles faleceriam na infancia.
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Euler, como era de seu costume, trabalhava
diligentemente durante esse periodo. Em recompensa, ele teve a
oportunidade ndo somente de colaborar com Daniel Bernoulli,
mas também de conviver com um grupo de brilhantes cientistas,
pensadores e artistas.” Entre esses estava o diplomata e
matematica Christian Goldbach (1690-1764), o primeiro
secretario permanente da Academia, cuja fama hodierna ¢
principalmente associada a Conjectura de Goldbach'®. Um
espécie de Mersenne'' do século XVIIIL, Goldbach manteve uma
correspondéncia extensiva com os matematicos da época e
repassou muitos problemas intrigantes para Euler, pois os dois
ficaram grandes amigos. Enquanto isso, Euler também manteve
uma correspondéncia cientifica com seu mentor Johann
Bernoulli e ainda achou tempo de apreender a lingua russa, o
que foi bastante raro entre os membros estrangeiros da
Academia.

Em 1738, Euler ficou cego de um olho — o olho direito —
e 0s seus contemporaneos, bem como o proprio Euler, seguindo

os padrdes médicos da época, atribuiram a ocorréncia ao seu

% Segundo Peter Hoffmann (2007), Euler foi ciente — e bastante apreciativo — disto.

19 Todo inteiro par maior que 2 pode ser representado como a soma de dois primos.

"' Frade Marin Mersenne (1588-1648) manteve correspondéncia com os principais
matematicos da sua época, entre os quais foram Pierre Fermat (1601-1665) e Blaise
Pascal (1623-1662), noticiando resultados e repassando desafios.
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habito de trabalhar quase excessivamente. Robin Wilson'?

(2002, p. 5) rebate essa explicacdo da seguinte forma:

Although he attributed it to overwork, particularly for
some close work that he had been doing on cartography,
it was more probably due to an eye infection.

De fato, Euler havia sofrido uma infec¢ao, acompanhada
por uma febre altissima alguns anos antes, em 1735, que quase o
matou. Fellmann (2007) sugere que a doenca que levou a perda
do olho foi relacionada com essa infec¢do anterior. Visto que
houve trés anos entre os dois acontecimentos, contudo, ¢ mais
provavel que tenha contraido uma nova infec¢do. Seja como for,
0 jovem matematico continuou a trabalhar em seu ritmo
frenético.

Com o passar dos anos, no entanto, a instabilidade
politica no estado russo, iniciada com o falecimento de Pedro I,
cresceu muito. Somado a isto, os nacionalistas russos
conseguiram mais concessdes para seu projeto de “russificagao”,
ou seja, a imposi¢do da cultura propriamente russa, em
detrimento a cultura emprestada da parte oeste da Europa (certos
nobres russos, por exemplo, preferiram falar, no dia a dia,
francés em vez de russo). Dessa forma, a situagdo comegou a se
complicar para os estrangeiros no império e, portanto, Euler

decidiu sair da sua posi¢ao na Academia de Sao Petersburgo.

12 Wilson (2007) contém basicamente o mesmo material.
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Nem todos, porém, concordam com a explicagdo dada no
paragrafo anterior, pois, alegam que Euler, devido a estima que
havia conquistado dentro da Academia, ndo seria afetado pelas
circunstancias relatadas. A isto, podemos acrescentar que o fato
de que ele havia apreendido a lingua russa deveria ter
aumentado a sua aceitabilidade a todas as fracdes do mosaico
russo e, na verdade, isto ¢ comprovado pelo fato de que, quando
ele decidiu aceitar o convite de Frederico II, o Grande, a vir para
Berlim, o presidente da Academia de Sao Petersburgo, o
autocratico Laurentius  Blumentrost (1692-1755), quase
conseguiu impedir a sua saida, embora ndo teve a autoridade
legal para tanto. Assim, Fellmann (2007) argumenta que, de
fato, foi a sua esposa, Katharina, que o convenceu a aceitar o
convite de Frederico, pois ela temia os fogos que atormentavam
a capital russa. Visto que as casas foram construidas de madeira
e situadas perto umas as outras, aconteciam, de tempos em
tempos, grandes conflagragcdes que destruiam centenas de casas
de uma s6 vez. Acrescentada a esse perigo foi a frequente
inconveniéncia de precisar acomodar, no seu lar, soldados
russos devido a falta de instalagdes militares adequadas na nova
capital.

Embora ndo seja possivel determinar agora a relativa
importancia desses motivos para a sua partida, o certo ¢ que

Euler partiu para Berlim em 1741.
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A Temporada de Euler em Berlim

O motivo do convite de Frederico II (1712-1786) a Euler
foi seu desejo de fundar uma academia de ciéncia em Berlim. Ja
existia uma Sociedade para as Ciéncias, formada com a ajuda de
Leibniz, mas ela se achava desamparada devido ao descaso —
para ndo dizer desdém — de Frederico Wilhelm I (1688-1740),
seu predecessor como Rei da Prissia.'* Agora, porém, Frederico
IT queria uma academia que pudesse superar as trés instituigoes
mais importantes desse tipo: a Academia Real de Londres, a
Academia de Paris e a Academia de Sao Petersburgo. Para tanto,
queria convidar o filésofo francés Frangois Voltaire (1694-1778)
para ser presidente da nova institui¢ao, mas, quando viu que o
mesmo nao aceitaria o convite, voltou-se para Christian Wolff e
Pierre-Luis Maupertuis (1698-1759), o matematico francés,
como co-presidentes e Johann Bernoulli como chefe do setor de
matematica. Wolff e Bernoulli ndo aceitaram o convite e, assim,
Maupertuis ficou como presidente, enquanto Euler, que havia
ganhado o grande prémio da Academia de Paris em 1738 e
1740, foi apontado como chefe do setor de matemadtica e
substituia Maupertuis nas auséncias deste. Os dois ficaram

amigos e Euler se tornou uma espécie de eminéncia parda na

3 Prissia, localizada ao norte da Alemanha, foi o principal estado do Império
Alemao. O Império foi fundado pelos Brandemburgo em 1701 e durou até 1918.
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dire¢do da nova academia, embora Winter, apud Fellmann
(2007, p. 90) cita uma carta de Maupertuis em que refere a Euler

como “intrometido”.

Figura 4. Leonhard Euler, 1756.
Fonte: O’Connor & Robertson (2008).

Apesar do seu interesse em estabelecer uma nova
academia, Frederico atuava mais por motivos de promover o
esplendor do seu reinado do que interesse sincero na ciéncia. De
fato, entendia pouco sobre a matematica e a ciéncia, embora
apreciasse sua utilidade para sua atividade predileta, a guerra, e,
desta forma, mesmo seus convidados chegando a Berlim em

1741, a fundagdo da Academia sé aconteceria em 1744, quando
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houve uma pequena pausa nas suas atividades bélicas. Embora
Frederico, como veremos a seguir, ndo tratava seu matematico
chefe inteiramente bem, Euler ficou bastante feliz no inicio da
sua temperada em Berlim, onde ficaria por 25 anos, inclusive
mantendo durante todo esse periodo uma correspondéncia com o
rei, cuja capital foi locada em Potsdam, quase 30 quilometros
distante de Berlim.

Enquanto permanecia na Prussia, Euler produziu obras
classicas sobre o calculo de variagdes, a balistica, o calculo
diferencial e integral (incluindo o inicio da teoria de fungdes), a
Optica e xadrez. Ainda compds, na lingua francesa, as Cartas a
uma princesa alemd, uma exposi¢ao quase filosofica dos seus
pensamentos defendendo o cristianismo e incluindo muita
divulgacdo cientifica. De fato, Breidert (2007, p. 100) observa
que

In philosophy Euler takes up the pen only in cases
where he is convinced that he has to protect the Holy
Bible or the sciences against philosophers’ attacks or
against their false doctrines.

Em todo caso, a obra, publicada em Sao Petersburgo, foi
um grande sucesso. De fato, o local da publicagdo das Cartas
ilustra o fato de que Euler ainda colaborava com a Academia de
Sao Petersburgo, ndo somente submetendo varios artigos a sua

revista, mas também utilizando a pensdao que recebia dessa
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instituigdo para comprar livros e instrumentos cientificos a
serem remetidos a ela. Também foi encarregado por Frederico a
participar de varios projetos praticos, entre os quais podemos
mencionar projetos hidraulicos, melhoramentos na producao de
seda e aperfeicoamentos no processo da cunhagem de moedas.

A proposito dos projetos praticos mencionados no
paragrafo anterior, hd o caso polémico do sistema hidraulico de
Sanssouci. Frederico queria construir uma rede imponente de
fontes e cascatas artificiais no local do seu novo paldcio em
Sanssouci na cidade de Potsdam. A fonte principal teria um jato
d’agua que se elevaria uns trinta metros no ar. Para obter esse
efeito, era necessario construir uma grande caixa d’agua numa
colina uns 50 metros acima do nivel do rio que iria alimentar o
sistema. Euler se associou a esse projeto, que fracassou de modo
espetacular. Varios historiadores veem nisto evidéncias de que
Euler, embora fosse um matematico tedrico impar, tinha pouca
habilidade na matematica aplicada. No entanto, dadas as suas
realizagdes nesta area da matematica, isto certamente €, no
minimo, um julgamento apressado e, assim, devemos considerar
outras explicagoes.

Na verdade, Michael Eckert (2002) argumenta, de forma
bastante contundente, que Euler ndo estava responsavel pelas

obras de Sanssouci, mas agiu apenas como uma espécie de
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consultor. Mais ainda, Euler fez certas especificacdoes e
recomendacdes, como o uso de canos metais em vez de canos de
madeira, para a construg¢do e até previu que a consequéncia de
ndo seguir as suas instrugdes seria a destruicdo da obra pela
forca da propria agua nela usada. Os responsaveis pelo projeto,
contudo, tinham pouca experiéncia com constru¢des hidraulicas
e desconsideraram as recomendagdes de Euler, o que resultou,
naturalmente, na plena realizacdo da previsdo do matematico
suico. Eckert (2002) também indica que uma parcela
consideravel da culpa para o fracasso das obras hidraulicas em
Sanssouci pertence ao proprio rei, pois, embora alimentasse
planos espantosos, era demasiadamente mesquinho na hora de
apoia-los financeiramente.

Seja isto como for, porém, vamos agora voltar aos
acontecimentos na Academia em Berlim. Com o falecimento de
Maupertuis em 1759, Euler esperava obter a presidéncia da
academia prussiana, pois ndao foi somente um cientista bastante
superior a Maupertuis, mas também estava virtualmente
dirigindo, dos bastidores, a mencionada instituicdo. Segundo
Fellmann (2007), Frederico queria, para o presidente da
Academia, um homem urbano e sofisticado — alguém que se
sentiria confortavel na companhia dos membros refinados da

corte — e o probo Euler, que aos olhos do rei foi nada mais que
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uma maquina de calcular, simplesmente nao correspondia ao
perfil exigido. Frederico, porém, lhe permitiu continuar a
presidir a Academia na pratica, mas ndao lhe agraciou
formalmente com o titulo — e o consequente aumento salarial —
desejado. Com isto, Euler decidiu voltar a Academia de Sao
Petersburgo, o que aconteceu em 1766.

Ha, no entanto, ainda mais a ser contado sobre a saida de
Euler de Berlim, pois o proprio Euler, em 1748 — portanto quase
no inicio de sua temporada na Alemanha — ja estava a procura
de uma posicdo na Academia Real de Londres que poderia lhe
render um saldrio melhor. Mas parte consideravel da sua atitude
foi consequéncia da sua relagdo com o rei prussiano que o
considerava como um sudito, sujeito aos caprichos reais. Por sua
vez, Euler, embora nunca mais houvesse voltado para a sua
pétriaM, se identificava como cidaddo suico e, portanto, como
um homem livre; deste ponto de vista, a Inglaterra ofereceria um
ambiente'” muito mais agradavel as suas expectativas. O
desfecho da sua estadia em Berlim fortalece essa interpretagao,

pois, quando pediu ao rei exoneracdo do seu oficio para poder

' Calinger (2007) relata que, nesse mesmo ano de 1748, com o falecimento de Johann
Bernoulli, foi oferecida a Euler a cadeira do seu ilustre mestre na Universidade de
Basileia. No entanto, ele nfo se interessou em ingressar na universidade, pois a
posi¢do numa academia nacional era mais prestigiada e lhe proporcionava mais tempo
livre para dedicar-se a pesquisa.

15 A Sociedade Real de Londres, ao contrario das academias de Paris, Sdo Petersburgo
e Berlim, ndo foi controlada pelo governo.
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voltar a Sao Petersburgo, Frederico respondeu imperiosamente
que ndo queria conversar sobre isto. Assim, Euler fez uma
espécie de greve, deixando de trabalhar e de assistir as sessoes
da Academia, o que, no entanto, deveria ter sido mais penoso
para o proprio Euler do que para o rei. Depois de seis meses — €
a mediacdo de terceiros, notavelmente Jean le Rond
d’Alembert'® (1717-1783) — Euler obteve permissdo de deixar
Berlim, mas também teria de deixar seu filho, Christoph (1743-
1808), um oficial do exército prussiano; levaria mais uns seis

meses para este obter permissdo a rever sua familia.

A Segunda Estadia em Sao Petersburgo

Durante os 25 anos que Euler havia ficado em Berlim, a
situagdo na Russia se estabilizou com a ascensao de Catarina II,
a Grande, (1729-1796) ao trono em 1762. Euler, contudo, nao
aceitou voltar a Sao Petersburgo sem negociar um pacote de
vantagens, incluindo um bom aumento na sua remuneragao,
isengdo do requerimento geral de alojar militares na sua
residéncia e uma posicdo como Professor de Fisica para seu

filho Johann Albrecht; também queria posi¢des para outros dois

6 Embora o matematico francés d’Alembert houvesse alguns desentendimentos com
Euler, aconselhou Frederico a deixar o suigo partir para evitar escandalos. Frederico,
que queria que d’Alembert aceitasse a presidéncia da Academia, muito a desgosto de
Euler, finalmente aquiesceu. Antes que Euler deixasse Berlim, d’Alembert, em visita
a cidade, encontrou com o mesmo ¢ os dois se tornaram amigos.
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filhos, Karl e Christoph, como, respectivamente, médico e
7

militar'”. Com a excegdo da primeira, Catarina aceitou as
exigéncias de Euler e, assim, este concordou em voltar & Russia.
Na viagem de volta para Sao Petersburgo, o matematico suico
foi recebido por varios nobres, notadamente o Rei Stanislas da
Poldnia, que, nas palavras de André Weil (2007, p. 48), “treated
him almost like a fellow-sovereign.” Quando chegou a Sao
Petersburgo, também foi recebido acaloradamente pela
czarina'®, a qual logo confiou a ele a tarefa de reerguer a
academia russa, que se encontrava num estado de decadéncia

devido ao desinteresse e maus cuidados dos governos anteriores.

Em 1771, o que a sua esposa Katharina tanto receava
aconteceu. Um grande incéndio destruiu a casa de Euler e a
familia s6 escapou sem ferimentos devido a agdo enérgica para
fugir. Condorcet (2005) ainda revela que Peter Grimm, um
compatriota de Euler, entrou na casa ja em conflagracdo e
salvou o matematico cego, carregando-o para fora da casa nas
costas. Dos seus bens, salvou-se apenas a maioria dos
manuscritos de Euler. A czarina, no entanto, lhe concedeu uma
nova casa. Alguns meses depois deste acontecimento, Euler se

submeteu a uma operagdo para remover uma catarata do olho

'7 Condorcet (2005) alega que a verdadeira razio para a qual Euler voltou para Sio
Petersburgo foi a de assegurar esses empregos para seus filhos.

18 Segundo Calinger (2007), houve até os que queriam, na corte de Catarina, admitir
Euler a classe dos nobres. A czarina, portanto, recusou, alegando que a sua fama jé era
maior que qualquer titulo de nobreza.
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esquerdo. A operacdo foi bem sucedida, mas desenvolveram-se
complicagdes pods-operatorias que o deixaram quase cego. Fuss
(2005) relata que as referidas complicagdes deviam-se ao fato de
que Euler ndo seguiu as ordens médicas no periodo de
convalescencga, voltando aos seus trabalhos antes do que deveria.
Seja como for, a visdo do matematico foi seriamente
comprometida, ao ponto de que ndo poderia discernir, por
exemplo, as fisionomias das pessoas em situacdes sociais, nem
ler textos impressos. Poderia, no entanto, escrever e fazer
calculos numa prancha com giz e, com a ajuda de seus
assistentes, especialmente seu filho Johann Albrecht e o ja
mencionado Nicolas Fuss, continuou a fazer suas pesquisas em

matematica e em areas conexas.

Figura 5. Leonhard Euler, 1778.
Fonte: O’Connor & Robertson (2008).
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O falecimento da sua esposa Katharina veio a acontecer
em 1773 e deixou Euler desamparado em relagdo ao
gerenciamento das questdes domésticas. Para ndo ficar
dependente dos seus filhos, resolveu casar-se com uma viuva do
seu conhecimento, Frau Metzen. Os filhos (ja adultos) de Euler,
contudo, observando que a proposta madrasta ndo era da sua
classe social e, mais importante, temendo uma diminui¢do no
tamanho da sua heranca, conseguiram desfazer os planos do seu
pai. No entanto, Euler, mostrando a resolucdo caracteristica
dele, arranjou outra noiva, Salome Abigail Gsell, meio-irma (por
parte do pai) mais moca da sua primeira mulher, e, apesar da
oposi¢ao violenta dos seus filhos, o casal contraiu nlipcias em
1776. Felizmente, logo depois do casamento, os filhos acabaram
aceitando a nova situacdo e a paz voltou a reinar no lar dos

Euler.

Ainda conta-se uma curiosa estoria sobre Euler que teria
acontecido durante sua permanéncia na corte de Catarina II.
Segundo a versao dado por E. T. Bell (1937), o filésofo e ateista
francés Dinis Diderot (1713-1784), em visita a referida corte,
passava dos limites com suas pregacdes ateistas e a czarina
confiou a Euler a incumbéncia de abrandar o incOmodo. Assim,

o matematico suico teria desafiado seu colega francés, segundo

n

a+b

Bell (1937, p. 147), da seguinte maneira: “Sir, =x, hence

n
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'7’

God exists; reply!” Diderot, ignorante da algebra e humilhado
publicamente, voltou a Franca as pressas. B. H. Brown (2007),
no entanto, observa que, de fato, Diderot possuia muito
conhecimento matematico, tendo até publicado cinco trabalhos
competentes sobre esse assunto, e, portanto, ndo teria sido
enganado por um sofismo tdo evidente. Em apoio a conclusdo de
Brown, podemos acrescentar que o suposto acontecimento nao
parece combinar com o que sabemos da personalidade de Euler
—nem ¢ verossimil que Catarina precisaria recorrer a Euler para
se livrar de Diderot! Brown ainda sugere que a estoria fora
originada na corte de Frederico I que detestava o referido
filésofo francés. Isto, sim, ¢ verossimil, pois o rei prussiano foi
adepto da zombaria; Fellmann (2007) relata que humilhava o
proprio Euler, chamando-o de “meu pequeno ciclope”, em
referéncia a sua deficiéncia visual.

Nao obstante os problemas com a sua visdo, Euler,
amparado pela nova esposa, os filhos e seus assistentes,
continuou a prosseguir nos seus estudos, trabalhando até o dia
18 de setembro de 1783, dia do seu falecimento. Nesse dia,
passou algum tempo com os netos, investigou, com seus
assistentes, a oOrbita do recém-descoberto planeta Urano e, no
fim da tarde, sofreu um derrame o que o levaria a morte algumas

horas mais tarde.
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Parte 2:

Revisao Geral da Obra de Euler

Euler foi certamente um dos mais prolificos matematicos
de todos os tempos. Sua obra consiste em mais do que 800
artigos e livros, bem como uma correspondéncia cientifica de
mais que 3000 cartas. Segundo Truesdell (2007, p. 15),

Approximately one third of the entire corpus of research
on mathematics and mathematical physics and
engineering mechanics published in the last three
quarters of the eighteenth century is by him.

Foi um grande inovador na Teoria dos Numeros, no
Célculo das Variagdes e na Analise Infinitesimal, especialmente
na analise e aplicacdo de equagdes diferenciais. De fato,
Calinger (1996, p. 129-130) relata que ja no inicio do primeiro
periodo que passou em Sao Petersburgo,

The core of his research program was now set in place:
number theory; infinitary analysis including its
emerging branches, differential equations and the
calculus of variations; and rational mechanics.

Mas, mesmo assim, ndo se limitou a esses assuntos,

como podemos ver das seguintes porcentagens calculadas por
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Adolf Pavlovich Yushkevich (apud Fellmann, 2007, p. 135-134)

dos 760 itens editados até a data da compilagao:

algebra, number theory, analysis 40%
mechanics and the rest of physics 28%
geometry, including trigonometry 18%
astronomy 11%
naval science, architecture, ballistics 2%

philosophy, music theory, theology and
what is not included above 1%

Na matematica pura, os seus trabalhos de maior destaque
sd30 os que tratam de Séries Infinitas, o Calculo Diferencial e
Integral, Equagdes Diferenciais, Geometria Diferencial, Calculo
das Variacoes e a Teoria dos Numeros.

Ainda mais impressionante ¢ a qualidade do seu trabalho.
Criou varias subdreas importantes da matematica e ressuscitou,
segundo Weyl (2001), a Teoria dos Numeros depois de
encontrar alguns problemas investigados por Fermat. Ainda
mais, ganhou o grande prémio internacional da Academia de
Paris doze vezes, mais do que qualquer outro matematica na
historia desse prémio. Mesmo assim, Fellmann (2007) afirma
que ele deveria ser creditado com ainda mais oito vitorias, pois,
embora seu filho Johann Albrecht ganhasse o referido prémio
sete vezes e outro filho, Karl, uma vez, todos esses trabalhos

premiados foram de fato de autoria do proprio Euler.
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Referente ao seu modo de trabalho, Calinger (1996, p.
123) explica que

After finding missing solutions, often by analogy, Euler
returned periodically to perfect methods, make
exhaustive computations, and systematize fields. His
research signature is a patient, tenacious search in stages
for greater precision, completeness, and taxonomic
order.

Muitos dos seus artigos e livros revelam a mesma
estrutura. Primeiro, apresentam-se varios exemplos numéricos
que sdo subsequentemente comparados e dos quais conjecturas
gerais sao feitas. Por fim, apresentam-se demonstragoes
abstratas e estabelecem-se, quando apropriado, relacdes com
outras areas da matematica. Esta estrutura ¢ bastante evidente
nos seus trabalhos sobre a Teoria dos Numeros, o que faz esses
trabalhos extremamente valiosos para a Educacao Matematica.

Evidentemente, ndo podemos fazer uma revisdo
exaustiva da obra de Euler na presente introducdo. Tentaremos,
contudo, fazer uma pequena revisao de algumas das suas

principais realizacoes.

O Calculo

Antes de Euler, a analise era largamente concebida como
o estudo de curvas. Euler, no entanto, mudou o foco, colocando

a nocdo de funcdo como primordial. Ao fazer isto, poderia
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investigar as propriedades de curvas através de métodos
puramente analiticos, o que lhe proporcionou técnicas mais
poderosas e de mais generalidade. A necessidade para o
conceito moderno de fung¢do, no entanto, ainda ndo se tornou
evidente e, assim, Euler considerava fun¢gdes como combinagdes
algébricas de quantidades varidveis e constantes.

A diferencial dx, a diferenca entre dois valores
infinitamente préximos da variavel x, era geralmente pensada
como um numero maior do que zero, mas menor que qualquer
nimero positivo. A técnica bésica era investigar x+dx e, depois
de manipular as expressdes resultantes, eliminar as poténcias
(dx)", para n>1, pois, visto que dx € infinitamente pequeno, suas
poténcias seriam realmente desprezaveis. Euler, contudo,
considerou essa formulagdo muito confusa e tentou superar o
problema por conceber dx como um simbolo formal para o zero.

Anthony P. Ferzola (2007) relata que Euler deduziu a formula

2
dx+(dx)* = dx por observar que w:de:l' A tltima
X

equagao ¢ verdadeira, visto que, por defini¢do, dx = 0. Segundo
Jesper Liitzen (2007), Euler pensava que ‘“analysis was just
infinite algebra” e isto nos da algum insight ao pensamento de
Euler. Aparentemente, pensava que o simbolo formal dx poderia

ser manipulado livremente segundo as regras da algebra. No
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momento apropriado, porém, poderiamos substitui-lo por seu
valor, 0, obtendo assim a resolucdo do problema. Esse
procedimento, no entanto, ndo ¢ mais claro que o método
original. Mesmo assim, ele aplicou-o com desenvoltura e
chegou a resultados inovadores. Na geometria diferencial, por
exemplo, foi além do estudo de curvas, desbravado por Isaac
Newton (1643-1727) e Jacob Bernoulli (1613-1727), iniciando o
estudo de superficies. Procurou a superficie de rotagio minima
de todas as curvas do mesmo comprimento € mostrou que a
superficie minima ¢ a gerada pela catenaria. Segundo Karin
Reich (2007, p. 481), “This was the first example of a minimal
cdy

Jo-9?-cc

Contribuiu para a busca para féormulas de integragdo e

surface in history.” E dada pela equagio dx =

introduziu fatores de integragdo na resolucdo de equagdes
diferenciais. Ainda estudou integrais duplas. Nesse estudo, a
integragdo da primeira variavel frequentemente resulta em um
novo integrando de dificil resolugdo. Euler descobriu que as
vezes o mesmo poderia ser simplificado por uma troca de
variaveis. Para efetuar esta troca, concebeu as varidveis x e y
como fungdes de novas varidveis u e v. Assim, interpretou o
produto das diferenciais dx dy como o elemento de area e o

relacionou as diferenciais de u e v pela equagdo
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x oy ox

dudv , o que foi considerado como o elemento de
Ou Ov  0Ov Ou

arca em relagdo as novas variaveis.

Outro importante conceito inventado por Euler ¢ o da
fun¢do gama. Segundo Sandifer (2007), Goldbach apresentou ao
matematico suico o problema de interpolacdo de fatoriais, que

consiste em determinar o valor de n! para n racional. Isto é,

. . 11
pediu-se que determinasse o valor de, por exemplo, 7! Em

seguida, Euler descobriu um produto infinito que ¢ igual a n! e

que permite a inclusdo de argumentos ndo inteiros. Observou

. 1 . \ ~
também que para n = 500 referido produto se reduz a equagao

(E](ﬁj(ﬂ)(ﬁj -z, que havia sido descoberta por John
1-3 A3-5A\5-7T\7-9 2

Wallis (1616-1703), e isto lhe levou a procurar uma maneira de

representar seu produto por uma integral. Descobriu que
1 . . 00

n!:j (~logx)"dx, 0 que foi remanejado em F(x):j e't*'dt por
0 0

Adrien-Marie Legendre (1752-1833).

Calculo das Variacoes

O Célculo das Variagdes ¢ intimamente relacionado com
a resolugdo de equacdes diferenciais, pois o problema geral ¢

achar uma fun¢cdo minimal ou maximal que satisfaz uma
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integral, geralmente junto com algumas condi¢des iniciais. Ja
mencionamos a superficie minima gerada pela catenaria e, de
fato, Euler usava métodos infinitesimais para abordar problemas
variacionais. O matematico suico publicou, em 1744, o livro
Método para achar curvas que gozam de uma propriedade
mdxima ou minima, ou a solu¢do do problema isoperimétrico,
concebido no mais lato sentido, que, apesar do titulo imponente,
no julgamento de Carathéodory' (citado por Kreyszig, 2007, p.

210), “is one of the most beautiful mathematical works ever

written.” Nele se acha a equagdo de Euler, o_dfoL =0,
oy dx\ oy

como uma condi¢do sobre a fun¢do y(x) para que a mesma seja

uma solu¢do da integral variacional J[y] = jL(x, y,¥)dx  com

Y(x0) = yo, ¥(x1) = y1 € Xo <x1.

Segundo Riidiger Thiele (2007), a mencionada obra de
Euler marcou o inicio da Teoria do Célculo das Variagdes, pois
antes s6 houve a resolucdo de problemas avulsos, enquanto
Euler fez um estudo sistematico da nova area. Mesmo assim,
porém, os métodos de Euler, ainda dependentes da geometria,

foram, uns onze anos mais tarde, superados pelos métodos

! Constantin Carathéodory (1873-1950), matematico grego.
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analiticos de Lagrange®. Euler reconheceu a superioridade do
método de Lagrange e o incorporou nos seus trabalhos
posteriores, até por volta de 1771, quando descobriu como
reduzir esse método ao Calculo Diferencial, fazendo assim uma
simplificagdo enorme da teoria. Para mais detalhes, ver Thiele

(2007).

Mecanica e Astronomia

Talvez a caracteristica mais ressaltante da obra de Euler
referente a aplicacdo da matematica a ciéncia ¢ o uso de
métodos infinitesimais. De fato, segundo Stacy G. Langton
(2007), ele concebeu a ideia inovadora de aplicar a segunda lei
de Newton (F = Ma) aos elementos infinitesimais de corpos em
mog¢do para determinar as leis de movimento. Inicialmente,
queria basear toda a mecanica neste principio, tomado como um
axioma, mas eventualmente reconheceu que precisaria um
principio adicional referente a0 momento de rotagdo. Ainda
separou o componente do movimento devido a mogao do centro
de gravidade do componente devido a rotagdo do corpo ao redor
do referido centro. Isto ¢ muito evidente, por exemplo, na sua

discussdo do movimento de barcos no seu famoso livro Ciéncia

2 Joseph Luis Lagrange (1736-1813), matematico francés, nascido na Italia.
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naval, publicado em 1749, mas aparentemente escrito uns dez
anos antes.

Foi o primeiro cientista a fazer uma formulagdo
quantitativa do principio de minima agdo e, segundo Teun
Koetsier (2007), foi o primeiro a usar sistemas de coordenadas
cartesianas ortogonais para descrever o movimento de corpos. A
motivagdo original parece ter sido a simplificacdo dos calculos
complicados que resultaram do uso de sistemas cartesianos
“Intrinsecos”. Para descrever as trajetorias pleiteadas, porém, ele
usou dois sistemas, um fixo no espago “absoluto” e o outro fixo
ao corpo em movimento. Isto o levou a resolver o problema
puramente matematico de descobrir as transformagdes
relacionando as coordenadas de dois sistemas.

Na astronomia, ja mencionamos a teoria lunar de Euler.
Também trabalhou na area da determinacdo das orbitas dos
planetas, especialmente em relacdo as perturbacdes observadas
nelas. O maior exemplo disto foi as perturbagdes mutuas dos
planetas Jupiter e Saturno, que, alids, ndo conseguiu resolver de

forma satisfatoria. O problema o levou a desconfiar que o termo

Lz na lei de gravitacio de Newton nio fosse correto (Clairaut® e
r

d’Alembert chegaram a mesma conclusdo), mas Clairaut

3 Alexis Claude Clairaut (1713-1765), matematico francés.
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eventualmente mostrou que, em relagao a certos movimentos da
lua, a lei newtoniana foi correta e Euler aceitou o resultado
como sendo definitivo. Desenvolveu uma teoria para explicar a
precessao dos equindcios e, no processo, resolveu

completamente o problema da rotagcdo de corpos rigidos.

Séries Infinitas

Newton ja havia mostrado que séries infinitas poderiam
ser uma arma poderosa na resolu¢ao de problemas dificeis do
Calculo e nisso varios outros matematicos, incluindo Euler,
seguiram seu exemplo. Em especial, Euler usou séries para
calcular, ou pelo menos aproximar, integrais para as quais nao
conhecia uma formula fechada e, segundo Victor J. Katz (2007,
p. 216), “Euler claimed that any function can be expressed as an
infinite series”. Assim, por expressar uma fun¢do como uma
série infinita, poderia integrar ou diferenciar termo por termo de
forma bastante facil. Também usou este recurso para calcular
aproximacdes para tais constantes como 7w. Na verdade, o
recurso era tdo importante na matematica de Euler, que, como C.
Edward Sandifer (2007) observou, ele publicou mais artigos
sobre esse assunto do que qualquer outro, com a excecao da

Teoria dos Numeros.
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Uma das caracteristicas da época foi o fato de que nao se
entendia bem a natureza de séries divergentes e as limitacdes
que a divergéncia impde na manipulagdo de séries. Assim, em
relagdo a metodologia de trabalho do matematico sui¢o, Morris

Kline (2007, p. 101) afirma que

Like his predecessors, Euler’s work lacks rigor, is often
ad hoc, and contains blunders, but despite this, his
calculations reveal an uncanny ability to judge when his
methods might lead to correct results.

Por volta de 1755, no entanto, Euler vislumbrava algumas
dessas dificuldades e argumentou explicitamente (embora o
procedimento defendido nao fosse original com ele) que, sempre
que uma série ¢ gerada por uma expressao fechada, ela pode ser
somada por atribuir valores a variavel da expressdao. Reconheceu
que isto ¢ uma extensao do significado de “soma”, mas pensou
que os resultados assim obtidos seriam uteis. A técnica foi
utilizada na soma da série alternada 1-1+1-1+1-1+..., uma
série, alias, que ocasionava muita controvérsia, visto que a soma
parecia ser 0 ou 1, conforme fosse agrupado como (1-1)+(1—
H+(1-1)+..., ou como I1+(-1+1)+(—1+1)+H(-1+1)+... Em
contraste, o matematico italiano Guido Grandi (1671-1742),

observou que

1
— = l-x+xi x4+
1+x
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Assim, ao fazer x = 1, obtém-se o resultado 1-1+1-1+1-1+... =

1 . .
5 Euler concordou com Grandi e ainda acrescentou que
1
— =l4x+xi+ X+,
1-x
de tal modo que, ao fazer x = —1, obtém-se 0 mesmo resultado.

1 . . (o
A soma 5 também ¢ achada por tratar a série como uma

progressao geométrica e, desta forma, o fato de que varios
métodos nos levam ao mesmo resultado ¢ tido como forte
evidéncia para a validade do mesmo. De fato, Euler usou esse
critério na sua investigagdo da série hipergeométrica de Wallis*:
1-11+21-31+...

Depois de aproximar a soma por quarto métodos distintos, ele
constatou que a série converge € que a sua soma ¢ por volta de
0,59.

Euler também trabalhou com o que seria conhecido

como a “funcao zeta”:

4 A série é chamada “hipergeométrica” porque cada termo é obtido do precedente por
multiplicar por um fator diferente. Segundo E. J. Barbeau (2007), a referida série ndo
se encontra na obra de Wallis e a razdo para a qual Euler a atribuia ao Wallis ¢ um
mistério.
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Para s = 1, se obtém a série harmodnica, que se sabia ser
divergente. Para s = 2, se obtém o problema de Basileia:

determinar a soma de

I 1 1 1
—t—t—t—+..
1 4 9 16

Os Bernoulli havia determinado que a série converge e se
empenhavam em estabelecer limites sempre mais estreitos

dentro de que a soma se situava. Euler, no entanto, resolveu o

2
s oe T
problema quando mostrou que a sua soma ¢ igual a -

De posse de varias somas, manipulou as séries para determinar
as somas de outras. Nao entraremos nos detalhes aqui.
Simplesmente mencionamos, sem maiores comentarios, alguns
dos seus resultados relacionados a séries infinitas: numeros de
Bernoulli, nimeros de Euler, a constante y, a constante Euler-
Mascheroni), a fungdo I', a formula Euler-Maclaurin, fungdes

geradores e a formula produto para a fungao C.
Geometria

A maior parte do trabalho de Euler na area de geometria
envolveu aplicacdes do calculo a problemas geométricos. Como
ja mencionamos, foi muito ativo no desenvolvimento da
geometria diferencial e, de fato, ¢ considerado como um dos

fundadores dessa subarea da matematica, sendo Gaspard Monge
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(1746-1818) e C. F. Gauss (1777-1855) os outros dois. Homer
S. White (2007) explica que o matematico suico ainda fez
extensivos estudos sobre a trigonometria esférica, classificou
curvas planares do segundo grau, iniciou a classificagao das
curvas do terceiro grau e foi o primeiro a reconhecer a
importancia de geodésicas.

Dois dos seus trabalhos sdo considerados precursores da
topologia. De fato, Leibniz havia concebido uma nova parte da
matematica, que chamou de analysis situs, ou seja, analise da
posicao, em que certos problemas geométricos seriam abordados
sem o recurso a conceitos métricos. Quando Euler conheceu o
famoso problema das pontes de Konigsbergo, ele o enquadrou
nesse novo tipo de analise. Konigsbergo, na época uma
importante cidade da Prussia, ¢ situado no Rio Pregel, o que
divide a cidade em quatro setores (ver a Figura 6), sendo um
desses setores uma ilha no meio do rio. Os setores foram ligados
por sete pontes ¢ dai nasceu o seguinte problema: sera possivel
passear na cidade de tal forma a atravessar cada ponte uma tinica
vez? Ainda mais, serd possivel terminar o passeio no ponto

inicial?
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Figura 6. O diagrama de Euler para o problema de Konigsbergo.
Fonte: Apud Hopkins e Wilson (2007).

Euler mostrou que o passeio procurado nao existe no
caso da configuragdo de Konigsbergo, formulou e resolveu a
versao generalizada do problema e deu um exemplo de uma
configuragdo (ver a Figura 7) com duas ilhas (seis setores),

quatro rios e quinze pontes, em que ¢ possivel fazer o passeio.

Figura 6. O diagrama de Euler para um problema com 15 pontes.
Fonte: Apud Hopkins e Wilson (2007).

O segundo dos referidos trabalhos sobre conceitos

topoldgicos aborda o que hoje chamariamos uma constante
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topoldgica, a saber, F-E+V = 2, para certos tipos de poliedros,
onde F ¢ o nimero de faces do poliedro, E o nimero de arestas e
V o numero de vértices. Tentou demonstrar o teorema por
reduzir o poliedro a um que ¢ mais simples, fazendo a reducao
de tal maneira que a quantidade F-E+V permanece constante e,
embora a sua demonstragdao acabasse tendo falhas, o teorema foi
reformulado de maneira mias preciso e demonstrado por

matematicos posteriores.

Algebra

A maior parte do trabalho de Euler na Algebra foi na
teoria de equagdes, desenvolvendo métodos para fatorar
equagdes ou para achar raizes. Foi d’Alembert que deu certo
impulso ao que depois seria chamado o teorema fundamental de
algebra, a saber, que um polindmio de grau n tem n raizes
(complexas). Ele se interessava em achar integrais de quocientes
de polindomios, o que seria facilitado se poderia fatorar o
polindmio denominador em fatores lineares e/ou quadraticos.
Neste contexto, o teorema tomou a seguinte forma: Todo
polindmio com coeficientes reais pode ser decomposto em um
produto de fatores lineares e/ou quadraticos. (A necessidade de
trabalhar no campo dos nimeros complexos para demonstrar

esse teorema so seria compreendida mais tarde.)
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Ao tentar demonstrar essa proposicao, Euler foi, ¢ claro,
fadado a fracassar, pois ndo ¢ universalmente valida. Mesmo
assim, teve sucesso parcial, pois a mostrou para 0s casos em que
n =4, 5. Para o caso n = 4, fez uma substituicdo que eliminaria o
termo cubico. No caso em que o termo x ¢ ausente, a solucao ¢
bastante facil, pois a equagdo ¢ uma quadratica em x* e pode ser
resolvido diretamente, se o descriminante for positivo, ou
transformado em uma diferenca de dois quadrados, se o
descriminante for negativo.

Quando o termo linear, x, ndo desaparece, no entanto,
Euler conseguiu relacionar as raizes da equacao por um sistema
de equacdes e, consequentemente, expressa-las por uma so
variavel. Isto o levou a uma equacao de grau 6 que poderia tratar
como uma cubica para achar as raizes. Para, garantir que as
mesmas fossem reais, no entanto, ainda precisava invocar o
teorema do valor intermediaria do Calculo. O mesmo teorema
lhe permitiu reduzir equacdes de grau 5 a equacdes de grau 4 e,
portanto, garantir que sdo faturaveis.

Ainda tentou aplicar a mesma estratégia a casos
superiores, mas fez algumas suposi¢des sobre a existéncia de
raizes reais que invalidaram o resultado. Mesmo assim, como
William Dunham (2007) observou, a virtuosidade com que lidou

com as propriedades algébricas e as propriedades analiticas de
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polindmios foi impressionante, mesmo levando em conta que so

obteve resultados parciais.

Teoria dos Numeros

Como ja indicamos, Euler, tendo escrito quase cem
trabalhos sobre o assunto, fez varios contribuigdes a Teoria de
Numeros. Esse ramo da matemadtica foi investigado por Fermat,
mas a maioria dos seus contemporaneos pensava que era apenas
uma colegdo de problemas independentes e ndo uma verdadeira
ciéncia e, portanto, mostrou pouco interesse no assunto. Mesmo
assim, os Bernoulli abordavam alguns topicos da Teoria dos
Numeros e ¢ provavel que Euler tomou conhecimento desses
topicos através deles. Também tomou conhecimento do trabalho
(em geral, conjeturas e desafios) de Fermat através da sua
correspondéncia com Goldbach.

Além dos problemas origindrios de Fermat, Euler
investigou as propriedades de numeros primos, questoes
relacionadas a divisibilidade e equagdes diofantinas. Foi
pioneiro na aplicacdo de métodos algébricos a Teoria dos
Numeros e desenvolveu novos conceitos, alguns dos quais
foram precursores da Teoria dos Grupos. De modo geral, sua
abordagem organizou e sistematizou o estudo dessa subarea da

matematica de tal forma que foi reconhecida, para a primeira
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vez, como uma parte legitima da ciéncia. Visto que suas
contribuigdes particulares sobre a Teoria dos Numeros serdo
objeto de andlise de outros volumes do presente Arquivo, nao
serd necessario nos delongar sobre isto agora. Assim, voltamos a
nossa atencao agora para o conteudo do Tratado traduzido no

Presente
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Parte 3

Resumo do Conteudo do 7ratado

O Tratado foi provavelmente elaborado, segundo Weil
(2001, p. 177), por volta de 1750, embora ndo tenha sido
concluido. Assim, o texto que temos, publicado postumamente
em 1849, deve ser concebido como uma primeira versao € nao
uma obra devidamente lapidada pelo seu autor. Mesmo assim,
contém muito material interessante, além de, também, retratar as
fronteiras da Teoria dos Numeros da época.

O primeiro capitulo, intitulado “Sobre a composi¢ao dos
nameros,” consiste de 54 paragrafos, comecando com a
defini¢do pitagérica de numero. A mesma também se encontra
em Os Elementos de Euclides (Defini¢ao 2, Livro VII) e reza, na
tradu¢do de Irineu Bicudo (Euclides, 2009): “E ntmero ¢
quantidade composta de unidades.” A ideia bésica ¢ que o
conceito de nimero compreende o de quantidade, de tal forma
que a sua multiplicidade ¢ indicada pelas suas unidades
componentes. Esses componentes, no entanto, sdo colecionados
como uma unidade maior pela mente e o resultado ¢ reificado
para mais facilmente padecer as operagdes aritméticas. Ao
mesmo tempo, Euler chama atencao a outro aspeto dos numeros,

o de que cada um tem um determinado lugar na sequéncia
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numérica que se desenvolve pela adjuncdo sucessiva de
unidades. Aos niimeros naturais (1, 2, 3, ...), acrescenta logo o
zero, o que, contudo, ¢ convenientemente esquecido na sua
classificacdo posterior dos nimeros em vdrias categorias. Isto se
explique se entendermos o simbolo 0 a ndo representar um
numeral, mas simplesmente o conceito nada, que ¢, alias, o
significado literal da palavra latina (nihil) usada por Euler —
embora isto ndo seja inteiramente natural quando 0 ¢ usado, por
exemplo, em equagdes. Numeros negativos nao sao
mencionados explicitamente no presente capitulo.

Adicao e subtracdo sdo definidas pela jun¢do e remogao
de unidades. Multiplicagdo, como uma operacao, nao ¢ abordada
explicitamente, mas através do conceito de multiplo, que, por
sua vez, ¢ definido recursivamente como a soma de parcelas
iguais. Euler entdo afirma a comutatividade de multiplicacdo por
observar que ab pode ser compreendido como contendo a
parcelas de b ou b parcelas de a. Nenhum outro exemplo de que
hoje considerariamos axiomas para os inteiros (axiomas para
anéis) ¢ abordado. Na sua explicacdo de multiplos, Euler deixa
claro que multiplo é equivalente ao numero composto (embora
ele ndo seja completamente consistente nisto); os nao multiplos,
ou numeros simplices, s30 0s numeros primos, entre 0s quais a

unidade ¢ incluida (e, novamente, excluida quando
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conveniente)'. Devemos distinguir entre os simplices e o
namero simples, que ¢ o menor termo positivo de uma classe de
multiplos. Por exemplo, 4 ¢ o simples dos multiplos de 4,
embora 4 claramente ndo € primo.

Visto que todo produto pode ser quebrado em fatores
menores até chegamos ao ponto em que nao ha mais qualquer
fator composto, todo produto pode ser expresso como produto
de numeros primos. Desta maneira, todos os nimeros pertencem
a classes disjuntas dependendo de quantos fatores primos (ndo
necessariamente distintos) possuem. O capitulo fecha com
algumas consideragdes sobre a distribuicdo nos nimeros nessas
classes, dando certa énfase a distribuigao irregular dos primos.

Os 27 paragrafos do segundo capitulo, “Sobre divisores
de numeros,” se iniciam com as defini¢des de divisor e
quociente. Mais uma vez, as defini¢des sdo feitas com referéncia
ao conceito de multiplos; nao obstante, suas defini¢des sao
basicamente equivalentes a defini¢cao usada hoje em dia para “a
divide b” (a | b). Em seguida, mostra que 1 lnenln, sempre que
n ¢ inteiro positivo. A prova, porém, ¢ estranha, pois encara n
como multiplo de 1, embora j& havia removido os numeros

simples do conceito de multiplos. Isto ¢ concertado no §60, onde

! De fato, Euler, no proximo capitulo (§62), alegard que a unidade geralmente néo ¢
considerada primo porque estes tém dois divisores (positivos), enquanto a unidade
tem apenas um.
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prova que “d|n = n é multiplo de d,” pois explicitamente alarga
o conceito de multiplo de novo para fazer a demonstragdo. Esse
procedimento ¢ tipico do texto de Euler, pois ele alarga ou
restringe o significado de varios conceitos, dependendo da
conveniéncia do momento; as vezes, faz isto explicitamente e, as
vezes, conta com o bom senso do leitor. Continuando, considere
os numeros como pertencentes as classes definidas no capitulo
anterior e define os tipos dos seus divisores através da sua
decomposi¢cdo em numeros primos. O final do capitulo (§73 a

§91) ¢ dedicado a demonstracdo da formula que determina o
numero de divisores de um numero, isto €, para n = p" p3>..pJ*,

onde pi, p2, ..., px sdo primos distintos e o ,0, ..., O S30
numeros naturais, n tem (o +1)(op+1)...(o+1) divisores, isto é,
a referida formula define uma funcdo multiplicativa. A
demonstragdo ¢ por “indu¢do,” ou seja, alguns casos especiais
sdo mostrados e isto ¢ considerado suficiente para estabelecer
um padrao que pode ser generalizado; ou talvez melhor, espera-
se que os casos mostrados sejam suficientes a levar o leitor a
compreender como qualquer outro caso seria tratado.

O terceiro capitulo, “Sobre a soma dos divisores de

b

qualquer nimero,” contém 29 paragrafos dedicados a mostrar

que, para p primo, a soma dos divisores de pk ¢ pk+pk’1+...+p+1
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k+1
A e que a soma dos divisores (indicada pelo simbolo [n)

p—1
¢ uma funcdo multiplicativa. Lista as somas para varias classes e
tipos de numeros e calcula Jn para 1< n < 60. Observa que ha
numeros que ndo sdo somas de divisores de qualquer niimero,
listando os mesmos para n < 60. Define um nimero perfeito
como sendo um niimero N para o qual [N = 2N, que ¢ a definicdo
moderna (a antiga, e equivalente, ¢ que N = soma das suas partes
aliquotas). Mostra que todo ntimero perfeito par tem a forma
2"(2™1-1), com 2""'-1 primo (ver Os Elementos de Euclides,
Proposicao 36 de Livro IX). Observa ainda que ninguém sabe se
h4 nameros primos impares, mas que, se houver, terdo a forma
(4n+1)4x+1P2, onde P ¢ um numero impar e 4n+1 & primo.

O quarto capitulo, “Sobre niimeros primos e compostos
entre si,” consiste de 29 pardgrafos. Inicia-se por definir
numeros primos entre si e, em paralelo, nimeros compostos
entre si. A maior parte do capitulo, no entanto, investiga, para
um dado nimero n, a questdo da quantidade de numeros
contidos no intervalo de 1 a n que sao primos com x. Hoje, isto ¢
geralmente chamado a funcdo ¢ de Euler, embora ele ndo usa
essa notagdo na presente obra. Mostra que ¢(p") = p" ' (p—1) para

p primo e mostra que ¢ ¢ uma funcdo multiplicativa. Nesse

capitulo achamos, pela primeira vez, a transcricdo de algumas
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anotagdes que Euler fez na margem do seu texto. Nela enuncia

. s~ 2
as seguintes proposigoes:

e Sejam a e b numeros primos € ¢ um numero qualquer.
Entdo, Jn, g, tais que na = bg+c.

e (a,b)=1= (%=1

e (a,b)=1le(a,c)=1=(a,bc)=1.

o Parapprimo,p|ab:>p|aoup|b.

¢ (a,b)=1 = para qualquer k, Im, n, tais que ma—nb = 1
e, portanto, Im', n', tais que m'a—n'b = k.

¢ (a,h)=d= (D=1

® a=bgtr = na=nbgtnr.

o a=bq+r,c|aec|b:>c|r.

o a=bgtr,clbeclr=cla.

e O Algoritmo de Euclides (aplicado aos numeros a, b
tais que (a, b) =1).

Viérias dessas proposicdes sdo importantes por si so; parece,
contudo, que o propdsito de Euler foi o de demonstrar o
Algoritmo de Euclides para achar o M.D.C.

No proximo capitulo, o quinto, intitulado “Sobre
residuos surgidos por divisdo,” Euler inicia seu estudo de

residuos. Nos 27 paragrafos do capitulo, utiliza o Algoritmo da

2 Aqui (a, b) significa o M.D.C. entre a e b. Assim, (a, b) = 1 indica que a ¢ b sdo
primos entre si. Observe também que ndo ¢ inteiramente claro do texto de Euler se os
expoentes o ¢ [ da segunda proposicdo devem ser concebidos como sendo,
possivelmente, distintos ou se, para ele, devem ser iguais. Assim, damos a
interpretagdo mais geral.
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Divisdao para definir “residuo” e aborda a aritmética elementar
dos mesmos, mostrando que o residuo da soma, diferenca e
produto de dois nimeros correspondam a soma, diferenca e
produto dos residuos dos nimeros originais. E evidente que esta
investigando o que hoje chamamos “congruéncia modulo m”,
pois afirma que dado um divisor qualquer d, os inteiros
(explicitamente inclui os negativos) sdo divididos em d classes,
sendo que todos os elementos de uma mesma classe sao
equivalentes; também substitui liviemente nimeros pelos seus
equivalentes. Nao possui, contudo, a notagdo sugestiva que seria
desenvolvida mais tarde por Gauss e, portanto, desenvolve suas
consideragdes ou retoricamente ou através das formulas (nd+r)
que geram as classes.

O sexto capitulo, “Sobre residuos surgidos da divisdo de
termos em progressdo aritmética,” contém 25 paragrafos em que
se investiga os residuos dos termos de progressdes aritméticas.
Hé dois casos diferentes. No primeiro, a diferenga comum (b) ¢é
primo com o divisor (d). Euler mostra que, nesse caso, todos os
nimeros de 0 a d—1 sdo residuos. No segundo caso, (b, d) =f> 1
e ha D residuos distintos, onde d = Df. Além disto, todos os
residuos serdo a soma de a, o primeiro termo da progressao, com
algum multiplo do M.D.C. (f). Observamos que, formalmente, o

primeiro caso pode ser incluido no segundo por permitir que /' =1.
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Assim, teriamos d = Dx1. No entanto, a formulacao do texto ¢
provavelmente mais perspicua. Em todos os dois casos, a
sequéncia dos d, ou D, residuos se repete ciclicamente.

Euler passa a investigar os residuos dos termos em
progressdes geométricas nos 51 paragrafos do sétimo capitulo,
que ¢ intitulado “Sobre residuos surgidos da divisdo de termos
em progressao geométrica.” Mostra que a investiga¢do pode ser
reduzida ao caso em que o termo inicial ¢ a unidade e o fator
comum (b) € primo com o divisor (d). Nestas condi¢gdes, mostra
o Teorema de Euler, b*? = 1 (mod d) se a e d sdo coprimos € ¢
¢ a fun¢do de Euler, embora, como j4 mencionamos, ndo usa a
linguagem de congruéncia; também mostra, como consequéncia,
uma versdo do Pequeno Teorema de Fermat. Finaliza o capitulo
por mostrar que se " = 1 (mod d) com 0 < n < @(d), entdo
nlo(d).

No oitavo capitulo, intitulado “Sobre poténcias de
numeros que, quando divididos por nimeros primos, deixam a
unidade,” que consiste de 21 paragrafos, Euler investiga a" = 1
(mod d) para d primo impar e, portanto, da forma 2p+1. A
discussdo ¢ feita em termos da divisibilidade de a"-1 por d.
Mostra primeiro que " = 1 (mod d) e (1, 2p) = A implica que "
= 1 (mod d) e, em seguida, que, para n primo, os divisores

primos de a"-1, que ndo sdo divisores de a—1, sdo contidas na
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forma 2mn+1. Finaliza o capitulo mostrando que, para todo
primo da forma d = 2p+1, sempre ha algum a tal que a” ndo é
congruente a unidade modulo d.

Nos 20 paragrafos do nono capitulo, “Sobre divisores de
nimeros da forma a"+b",” Euler, em primeiro lugar, pergunta
quais nameros primos impares, 2p+1, além dos divisores de a—b
dividem a"-b". Particularizando um resultado mais geral, deduz
que, para n primo € (a, b) = 1, os divisores primos de a"-b" tém
a forma An+1. De forma semelhante, se n ¢ o produto de dois
primos, a ¢ 3, os referidos divisores sdo os que t€ém as formas
Aa+1, sendo (A, B) =1, AB+1, sendo (A, a) =1, e Aaf+1. Entdo,
mostra que primos da forma Ao+l nao dividem aP—bP. Assim,
fazendo n = 2m, usa a formula a®"+b*" = (a"-b")(a"+b™) para
deduzir que os divisores de a"+b" tem a forma 2Am+1.

Euler investiga os residuos de quadrados perfeitos no
décimo capitulo, intitulado “Sobre residuos surgidos da divisao
de quadrados por numeros primos.” O referido capitulo,
consistindo de 87 paragrafos, ¢ o maior do livro. Euler considera
divisores primos maiores que 2 e, assim, pde d = 2p+1. Neste
caso, mostra que ha exatamente p residuos e p nao-residuos
entre os nameros de 1 a 2p. Prossegue mostrando que (i.) o
produto de dois residuos ¢ um residuo (e, portanto, qualquer

poténcia de um residuo ¢ um residuo, o que lhe permite a
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comparar os residuos quadraticos com os residuos surgidos de
sequéncias geométricas, estudados em Capitulos VII e VIII),
(ii.) o produto de um nao-residuo e um residuo ¢ um nao-residuo
e (iii.) o produto de dois nao-residuos ¢ um residuo. Entdo,
define o “complemento” de um niimero » menor que d como o
namero c tal que r+c = d e mostra que, quando d = 4¢+1, os
complementos de residuos sdo residuos e, quando d = 4¢—1, os
complementos de residuos sdao nao-residuos. Ao fazer isto,
também mostra que o numero primo d = 4g+1 pode ser
representado como a soma de dois quadrados, primos entre si, €
que isto ndo ¢ o caso para d = 4g—1. Estabelece que, para d =
2p+1, primo, se a’—1 ¢ divisivel por d, a é um residuo e, se a’+1
¢ divisivel por d, a ¢ um nao-residuo. Isto ¢ conhecido hoje em
dia como o critério de Euler. Ainda mostra que, quando d =
4g+1, achamos —1 entre os residuos e, portanto, o simétrico de
todo residuo ¢ um residuo, enquanto, ao contrario, quando d =
4g—1, o nimero —1 ¢ um nao-residuo. Observe o caso importante
de que +2 ¢ residuo para d = 4¢g+1 e nao-residuo para d = 4¢—1;
faz ainda observagdes semelhantes para outros casos especiais.
Com isto, Euler comeca sua abordagem do que ¢ hoje conhecido
como “reciprocidade quadratica”. Isso, no entanto, nao ¢
inteiramente Obvio, pois ele ndo se ocupa com o proprio

conceito de reciprocidade (isto ¢, o de dois nUmeros
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relacionados de tal forma que cada um ¢ um residuo do outro);
sempre procura varios divisores de certas formas dos quais n ¢
um residuo e ndo d4, nem teoricamente, nem nos poucos
exemplos numéricos, qualquer indicio que esta a procura da
relagdo de reciprocidade. Assim, sua abordagem ndo tem a
simplicidade e elegancia de formula¢des posteriores como os de
Legendre3 e, sobretudo, Gauss. Mesmo assim, Edwards (2007)
observa que o desenvolvimento desse material por autores mais
modernos perdeu o aspecto explicito de reciprocidade e voltou a
um ponto de vista mais de acordo com o de Euler, o que, sempre
segundo o referido autor, atesta a genialidade do Euler. Em
qualquer caso, observamos que Euler ndo conseguiu demonstrar
muita coisa referente a questao de reciprocidade, mas apresentou
varios “teoremas” — isto ¢, para nds, conjecturas — baseadas em
exemplos concretos. Assim, pode-se perguntar se Euler teve
alguma influéncia importante no desenvolvimento posterior do
assunto. Weil, (2001, p. 210), comentando sobre Capitulos 10 a

12 do Tractatus, emite o seguinte julgamento:

These brilliant but wholly isolated observations were
lost to the mathematical world; in 1849, when the
Tractatus was first published, Gauss, and then Jacobi
and Eisenstein, had already proved all that Euler had
guessed, and of course much more.

3 Legendre deu sua primeira versio desta lei em 1785. Posteriormente, deu outras
versdes. A obra mais acessivel dele sobre a Teoria dos Numeros é Legendre (1830).
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Devemos lembrar, porém, que Euler cientificou sua abordagem
do topico a outros matematicos da época através da sua
correspondéncia e apresentou a mesma a Academia de Sao
Petersburgo em 1748 como “Theoremata circa divisores
numerorum in hac forma paatgbb contentorum,” que foi
publicado em 1751. De fato, Euler ¢ geralmente considerado
como um dos principais incentivadores de pesquisa sobre
reciprocidade da sua época.

No décimo primeiro capitulo, “Sobre residuos surgidos
da divisdo de cubos por nimeros primos”, que consiste de 41
pardgrafos, Euler empreende um estudo sobre os residuos
deixados por cubos perfeitos. Observe que se a” deixar o residuo
r, 0 cubo do complemento da sua raiz, (d—a)’, deixara o residuo
—r. Observa ainda que quando o divisor primo tiver a forma
6g+1, um ter¢o dos numeros de 1 a 6¢g serdo residuos, sendo o
restante nao-residuos; sendo, os 6q residuos serdo distintos.
Mostra que a multiplicagdo de residuos e ndo-residuos ¢
parecida com o que aconteceu para residuos quadraticos, exceto
no caso do produto de dois ndo-residuos, que pode ser tanto
residuo, quanto ndo-residuo. Ainda separa os ndo-residuos em
duas classes equinumerosas, obtidas de um ndo-residuo A4,
multiplicando cada residuo primeiro por A e, depois, por A%

desta forma, o produto de dois ndo-residuos da mesma classe
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resulta em um nao-residuo da outra classe, enquanto o produto
de dois residuos de classes diferentes resulta em um residuo.
Afirma que se o primo d = 6¢+1 dividir p*+aq’, entdo a serd um
residuo para o referido divisor. Conjectura ainda certas
condigdes para 2, 3, 5, 6, 7 e 10. Nos primeiros quatro casos, da
varios exemplos e serd interessante especificar os célculos para
esses exemplos.

Para 2 ser residuo, entdo, Euler afirma que o divisor
primo d, da forma 6¢+1, também deve ser da forma 27p*+¢>. As
representacdes, na forma indicada, dos exemplos dados por

Euler s3o os seguintes:

31 =27(1)*+ 2? 499 =27(3)*+16°

43 =27(1)*+ 4° 601 =27(4)*+13*
109 =27(2)*+ 17 643 = 27(3)*+20°
127 = 27(1)*+10? 691 =27(5)*+ 4°
157 =27(2)*+ 7* 727 = 27(3)*+22°
223 =27(1)*+14% 733 =27(2)*+25°
229 =27(2)*+11% 739 =27(5)*+ 8
277 =27(2)*+13% 811 =27(1)*+28?
283 =27(1)*+167 919 = 27(3)*+26"
307 =27(3)*+ 8 997 = 27(6)*+ 5°
397 =27(2)*+17° 1021 =27(6)*+ 7°
433 =27(4)+ 17 1051 =27(1)*+322
439 =27(3)*+14% 1069 = 27(2)*+31°
457 =27(4)+ 5* 1093 = 27(6)*+11°
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Para 3 ser residuo, temos d = 3p*+¢* com p = 9n ou p+q = 9n:

61 =32+ 7* onde 2+7=9(1)
67 =3(1+ 8 onde 1+8=9(1)
73 =3(4)+ 5% onde 4+5=9(1)
103 =3(1)>+10* onde 1-10=9(-1)
193 =3(8)*+ 1% onde 8+1=19(1)
307 =3(9)*+ 8% onde 9=9(1)
367 =3(11)>+2% onde 11-2=9(1)
439 = 3(9)*+14*> onde 9=9(1)
577 =3(4)*+23% onde 4+23=19(3)
1021 =3(18)*+7* onde  18=9(2)

Para 5 ser residuo, temos d = 3p*+¢* com (i.) p = 15n, (ii.) p =

3m e g = 5n, (iii.) ptq = 15n, ou (iv.) p£2q = 15n:
13= 3(2)*+ 1% onde 2-2(1)=15(0) Cond. (iv.)
67= 3(1)*+ 8 onde 2-2(8)=15(-1) Cond. (iv.)
127 = 3(3)*+10% onde 3 =3(1) e 10 = 5(2) Cond. (ii.)
181 = 3(2)*+13% onde 2+13=15(1) Cond. (iii.)
199 = 3(1)*+14? onde 1+14=15(1) Cond. (iii.)
241 = 3(8)*+ 7° onde 8+7=15(1)  Cond. (iii.)
487 = 3(1)*+22% onde 1+44=15(3)  Cond. (iv.)
739 =3(15)*+ 8 onde 15=15(1) Cond. (i)

Finalmente, para 6 ser residuo, temos d = 3p*+¢*> com p = 91 ou

2ptq =9n:

7= 3(1)*+ 2> onde 2(1)-2= 9(0)
37= 3(2)%+ 5% onde 2(2)+5= 9(1)
139= 3(5)+ 8% onde 2(5)+8= 9(2)
163 = 3(7)+ 4% onde 2(7)+4= 9(2)

74



181 = 3(2)*+13% onde 2(2)-13 =9(-1)
241 = 3(8)*+ 7° onde 2(8)-7= 9(1)
307= 3(9)°+ 8 onde 9= 9(1)
337= 3(4)*+17° onde 2(4)-17=9(-1)
349 = 3(10)*+7° onde 2(10)+7= 9(3)
379 = 3(11)>+4* onde 2(11)4= 9(2)
631 = 3(7)*+22° onde 2(7)+22= 9(4)

727 = 3(9)*+22° onde 9= 9(1)
751 = 3(5)°+26° onde 2(5)+26 = 9(4)
997 = 3(18)*+5° onde 18= 9(2)

Com a possivel excecdo do primeiro caso, as condi¢des sdo
bastante complexas para a quantidade de instancias usadas para
fazer a generalizagdo. De fato, para o caso do residuo 5, nenhum
exemplo da condigio p—¢ = 151 ¢é dado.* Isto podera indicar, se
acatarmos a afirmagdo de Euler de que procedeu por “indugdo”,
que ele realmente investigou muito mais casos do que os que
relatou no presente capitulo, ou que foi bastante afoito nas suas
generalizagdes.

Nos 51 paragrafos do décimo segundo capitulo,
intitulado “Sobre residuos surgidos da divisdo de biquadrados
por nimeros primos”, Euler manifesta preocupacdes parecidas
com as dos capitulos anteriores. Mostra que se o divisor primo

tiver a forma de 4¢—1, havera 2¢g—1 residuos distintos em relagao

4 Um exemplo seria d = 769 = 3(16)*+12. Observe que o referido d é um primo da
forma 6g+1.
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aos biquadrados e, caso contrario, se o divisor for da forma
4g+1, haverd g residuos distintos. No segundo caso, havera
ainda trés classes de ndo-residuos, cada uma contendo ¢
elementos. Ainda elabora regras de pertinéncia para a
multiplicacdo de elementos das varias classes, determina quais
residuos de quadrados sdo também residuos de biquadrados e
observa que numeros primos da referida forma sempre podem
ser representados como a soma de dois quadrados. Finalmente,
conjectura sob quais condigdes —2, 2, 3, —4, 5 e g sao residuos de
biquadrados para os divisores primos da forma 4¢+1.

No décimo terceiro capitulo, “Sobre residuos surgidos da
divisdo de surdosolidos por niumeros primos,” Euler dedica 39
paragrafos aos residuos de niimeros da forma x°. O termo surdo
foi usado para indicar uma raiz irracional de um inteiro (v'2 ou
V2) ou uma combinagio deles (v2 + ¥/2), enquanto o termo
numero solido indicava que o nimero tinha trés fatores, ou seja,
um cubo, caso os fatores fossem iguais. Assim, a combinacao
desses termos, isto €, surdosolido, ou (inapropriadamente)
sursélido, indicava uma quinta poténcia.” Mostra que, quando o
divisor primo nao for da forma 10g+1, haverd 10g residuos
distintos, enquanto que, se for da referida forma, havera 2g

residuos distintos e 8¢ ndo-residuos, sendo estes ultimos

5 Ver, por exemplo, Barlow (1814) ou Hutton (1796).
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distribuidos em quatro classes diferentes. Assim, dado qualquer
nimero a, menor que o divisor, terd mais quatro numeros,
igualmente menores que o divisor, tais que tenham o mesmo
residuo que a. Euler entdo mostra que a soma desses cinco
numeros sempre sera divisivel pelo divisor original 10g+1 e
generaliza alguns dos seus resultados para divisores primos da
forma mn+1.

Nos 39 paragrafos do décimo quarto capitulo, “Sobre
residuos surgidos da divisdo de quadrados por numeros
compostos,” investiga-se, em primeiro lugar, divisores
compostos das formas 2(2p+1), 42p+1) e 8(2p+1), onde, como
sempre, 2p+1 € um primo impar. Para todos os trés divisores, ha
p residuos; a quantidade de nao-residuos, porém, ¢ diferente
para cada divisor, sendo, respectivamente, p, 3p ¢ 7p. Para cada
caso, mostra a relacdo entre os residuos do divisor 2p+1 e os
residuos do divisor composto. No primeiro caso, por exemplo,
os residuos impares do divisor 2p+1 sdo também divisores do
divisor 2(2p+1), enquanto os residuos pares do primeiro
somados com o proprio 2p+1 completam o conjunto de residuos
do divisor composto. Desta maneira, todos os residuos do
divisor 2(2p+1) sdao numeros impares. Euler ainda fecha o
capitulo com algumas rapidas consideracdes sobre os residuos

dos divisores 3(2p+1) e (2p+1)(2g+1), onde, no primeiro caso,
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2p+1 € um niimero primo maior que 2 e, no segundo, 2p+1 e
2g+1 sdo primos distintos. Ele d4 destaque a afirmacdo (as
demonstragdes sao incompletas) de que ha p residuos distintos
no primeiro caso e pq deles no segundo.

No décimo quinto capitulo, consistindo de 30 paragrafos
e intitulado “Sobre os divisores de niumeros da forma xx+yy,” o
resultado principal ¢ que todo ntimero primo da forma 4¢+1
pode ser representado como uma soma de dois quadrados, a’+b7,
onde a e b sdo primos entre si. Em contraste, nenhum numero
primo da forma 4¢—1 pode ser representado por uma soma do
referido tipo. As regras para o produto e o quociente de nimeros
representaveis por somas de dois quadrados sao estabelecidas e
¢ deduzido, como consequéncia, que a soma de dois quadrados,
primos entre si, ndo pode ser dividida por um niimero da forma
4g9-1.

Finalmente, o ultimo capitulo, intitulado “Sobre os
divisores de nimeros da forma xx+2yy,” investiga os divisores
de numeros da forma x*+2)* onde x e y sdo primos entre si.
Através de consideragdes sobre a paridade de x e y, determina
que qualquer numero desse tipo terd a forma 8n+1, 8n+3, ou o
duplo destes. Ainda afirma que o produto € o quociente (quando
existe) de dois nimeros do referido tipo sao do mesmo tipo. O

capitulo contém apenas 17 paragrafos e ¢ bastante provavel que
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Euler, se tivesse concluido a obra, teria acrescentado algumas
consideragdes sobre o caso geral x*+ny?. Weil (2001) mostra que
Euler ndo percebeu certas relagdes provenientes da Teoria dos
Grupos e, portanto, o Tratado foi prematuro e tinha de ser
abandonado. Isto, claro, ¢ um juizo feito a partir de
desenvolvimentos que ainda aconteceriam (o que ndo o invalida)
Mas, do ponto de vista do proprio Euler, os tltimos capitulos
deveriam ter parecidos aquém da clareza e beleza dos capitulos
iniciais — ele mesmo achou problemas com algumas
demonstragdes e a existéncia das suas notas nas margens indica
(em contraste as famosas notas marginais de Pascal) a sua
intencao de reformular o manuscrito. Nao sabemos por que isto
ndo foi feito, embora varios assuntos® lancados no presente

manuscrito foram desenvolvidos em outros trabalhos seus.

Sobre a Traducao

Embora o latim fosse a linguagem culta dos cientistas
europeus da época de Euler, ¢, mesmo assim, essencialmente
uma lingua antiga e carece dos recursos, especialmente no que
se diz referente ao vocabulério, que o faria um instrumento ideal
para expressar as subtilezas da matematica moderna. O

problema ¢ exacerbado pelo fato de que Euler estava

investigando territério novo, para o qual uma terminologia

® Para uma listagem desses assuntos, ver Weil (2001, p. 195ff).
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padrdo ainda ndo havia sido determinada e pelo fato de que ele
foi, de certa forma, parcimonioso com o uso do formalismo
algébrico. A presente traducdo ndo tenta reproduzir esses
aspectos do texto original, mas pretende apresentar ao leitor o
pensamento de Euler sem, por um lado, se perder em questdes
linguisticas, nem, por outro lado, recorrer as falsas
modernizagdes do texto original. Para tanto, incluimos algumas
notas explicativas que poderdo ajudar na interpretacdo do texto
por esclarecer textos ambiguos, preencher lacunas no
argumento, ou fazer referéncias internas as varias partes
relevantes do texto. S3o todas incluidas como notas de rodapé e
identificadas pela abreviacdo “N. do Trad.” (Nota do Tradutor).
As notas do proprio Euler, escritos a8 mao nas margens do seu
manuscrito, foram colocadas na rodapé na publicacdo original
(Commentationes arithmeticae, editado por P. H. Fuss e
Nicolaus Fuss, 1849) e identificadas por uma frase em italico da
autoria dos editores. Aqui, sdo colocadas no texto
imediatamente apds o pardgrafo em que aparecem, identificadas
pelo sinal (*) e pela manuten¢do (em italico) da frase explicativa
dos referidos editores.

Identificamos varios erros no decorrer do texto. A
maioria deles parecem ser erros de composicao grafica. Assim,
corrigimos esses erros na tradu¢do, mas sempre acrescentamos
uma nota de rodapé identificando a correcdo ¢ dando o texto

original.
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Capitulo I

Sobre a composi¢cdo dos niimeros

1. Numero ¢ uma quantidade de unidades.

2. Qualquer namero, portanto, significa tanto quanto ha
unidades nele contidas.

3. Os nimeros, come¢ando com a unidade, sao 1, 2, 3, 4,
5, 6, etc., cada um dos quais supera o anterior por uma unidade.

4. Visto que cada numero pode ser aumentado por uma
unidade, a série dos niameros progride ao infinito.

5. Desde que o primeiro, a saber, a unidade, também
supera o anterior por uma unidade, é necessario que o referido
anterior seja nada, 0.

6. O presente tratado estd voltado apenas para os
nameros inteiros e¢ ¢ somente acerca dos mesmos que a
definicdo se aplica; em consequéncia, as fragdes e, ainda mais,
os surdos devem ser excluidos.

7. Seja @ um numero qualquer; entdo, os que seguem
serdo a+l, at2, a+3, a+4, etc., dos quais o primeiro, a+1, supera
o dado nimero a por uma unidade, o segundo, a+2, por duas

unidades, o terceiro, a+3, por trés unidades, etc.
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8. Semelhantemente, para o numero proposto a, o0s
anteriores serdo a—1, a2, a-3, a—4, etc., dos quais o primeiro,
a—1, ¢ menor que o dado niimero a por uma unidade, o segundo,
a-2, por duas unidades, o terceiro, a—3 por trés e, assim,
sucessivamente.

9. Sejam juntadas ao niimero a tantas unidades quantas o
niamero b contém; entdo, teremos a+b. Sejam, ao contrario,
retiradas de a tantas unidades quantas b contém; entdo, teremos
a—b. No primeiro caso, dizemos que o niumero b ¢ somado ao
namero a e, no segundo, que € subtraido de a.

10. Seja o numero a juntado a si mesmo; entdo teremos
seu duplo a+a, que € escrito 2a. Seja 0 mesmo somado mais
uma vez; entdo o triplo 3a serd produzido. Se o mesmo niimero
a for juntado mais uma vez, teremos seu quadruplo 4a, e assim
sucessivamente. Estes sdo chamados, de modo genérico,
multiplos de a.

11. Os multiplos de a, portanto, sdo 2a, 3a, 4a, 5a, etc,
dos quais cada um supera o anterior pelo proprio numero a; com
respeito a estes, o proprio numero a ¢ chamado simples.

12. Se a for a unidade, todos os numeros serdao
claramente seus multiplos; e se @ ndo for a unidade, mas uma
quantidade de unidades, nem todos os numeros serdo seus
multiplos — neste caso, haverd numeros que nao sdo multiplos de

a.
13. Visto que os multiplos do proprio a sdo 2a, 3a, 4a,

Sa, etc., todos os numeros menores que a, isto €, 1, 2, 3, ..., (a—
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1), ndo se encontram entre esses multiplos; € a mesma
quantidade de ndo-multiplos ocorrem entre qualquer multiplo e
0 proximo.

14. Se, portanto, oo for um niimero menor que @, nem o
nem os numeros ata, 2ato, 3ata, 4ato, etc. se encontram
entre os multiplos de a.

15. Visto que, para a < a, 2a—o. ¢ menor que 2a e, ao
mesmo tempo, maior que a, 0 numero 2a—o ndo serd um
multiplo do a; também nenhum dos ntimeros a—a., 2a—a, 3a—a,
4a—a., etc. serd contido entre os multiplos de a.

16. Dado, portanto, um niimero b qualquer, que ndo seja
um multiplo de a, ele serda ou menor que a, ou superara um certo
multiplo do mesmo, sendo, contudo, menor que o proximo
multiplo.

17. Visto que os multiplos de dois (dos quais nao excluo
o numero simples) sdo 2, 4, 6, 8, 10, etc., os outros niimeros
diferem destes por uma unidade. De forma semelhante, em
relagdo aos multiplos de trés, 3, 6, 9, 12, 15, efc., os outros
numeros distam desses, ou por uma unidade, ou por duas.

18. O dobro de um numero a qualquer, isto ¢ 2a, ¢
também um multiplo de dois. Mas, como a ¢ uma quantidade de
unidades 1+1+1+1 efc., seu redobramento poderia ser

representado da seguinte maneira:
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a=1+1+1+1+etc.
a = 1+1+1+1+etc.
que, somando, resulta em 2a = 2+2+2+2+etc.

19. Ou seja, visto que o numero a € uma quantidade de
unidades, o numero a sera dobrado ao tomar cada unidade duas
vezes, o que faz surgir uma quantidade de bindrios. Disto, ¢
claro que o duplo 2a contém tantos bindrios, quantas unidades
sdo contidas em a.

20. Do mesmo modo, o triplo 3a conterd tantos trios,
quantas unidades sdo contidas em a e, portanto, 3a também sera
um multiplo de 3. O mesmo deve ser entendido sobre todos os
multiplos.

21. O nimero que indica quantas vezes um multiplo
contém em si 0 nimero simples ¢ chamado o indice do multiplo.
Assim, o indice de duplos ¢ 2, de trios 3, de quadruplos 4, etc.

22. Se o numero a ¢ tomado tantas vezes, quanto o
numero n contém unidades, o indice do maultiplo assim
produzido € n e, além disto, esse multiplo € expresso por na, de
tal modo que na denotara o multiplo de a cujo indice € n.

23. Ainda mais, o multiplo na, de a, ¢ também um
multiplo do indice n, visto que contém em si o indice tantas

vezes, quanto o nimero a contém a unidade.
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24. E, portanto, claro que o multiplo do namero a, cujo
indice € n, coincide com o multiplo do nimero n, cujo indice ¢é
a; como o multiplo expresso por na serd também expresso por
an, teremos na = an.

25. Como, em qualquer multiplo na, o naimero a, do qual
na ¢ o multiplo, e o indice n do multiplo podem ser permutados,
os dois numeros a e¢ n sdo chamados, sem discriminagao,
fatores, enquanto o proprio multiplo na costuma receber o nome
de produto ou resultado.

26. Da mesma forma, qualquer nlimero ¢ um multiplo da
unidade, sendo o proprio ntimero o indice do maultiplo; o
numero, com respeito a si mesmo, € também simples, sendo a
unidade seu indice. No que segue, portanto, ndo consideraremos
multiplos da unidade, nem numeros simples, como multiplos.

27. Para nos, portanto, multiplos serdo nimeros do
seguinte tipo: qualquer nimero além da unidade (e excluindo
numeros simples) sera um multiplo e, portanto, consistira de
dois fatores, qualquer um dos quais pode ser considerado o
indice com respeito ao outro.

28. O resultado ab, portanto, cujos fatores sdo a e b, €
um maultiplo tanto de a, quanto de . Como multiplo de a, seu

indice € b e, ao contrario, como multiplo de b, seu indice € a.
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29. Um multiplo do resultado ab sera simultaneamente
um multiplo tanto de a, quanto de b. Seja nab um multiplo, cujo
indice ¢ n; visto que ¢ também um multiplo de n, serd um
multiplo de cada um dos ntimeros n, a e b.

30. Disto, ¢ também claro que, num produto contendo
trés fatores, os trés fatores sdo permutaveis, de tal maneira que o
resultado abc ¢ ndo somente um multiplo dos numeros
individuais a, b, ¢, mas também dos fatores tomados dois a dois,
ab, ac, bc.

31. Se, na série dos nameros 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, etc., todos
os multiplos forem retirados, restardo apenas nimeros que nao
sao maultiplos de qualquer outro ntimero (pois excluimos os
numeros simples da classe dos multiplos)' e esses niimeros
serdo chamados simplices ou primos.

32. Ao retirar os multiplos de dois, 4, 6, 8, 10, 12, etc.,
resta a série 1, 2, 3, 5, 7, 9, 11, 13, 15, 17, 19, 21, etc.; em
seguida, removemos os multiplos de trés 6, 9, 12, 15, 18, 21,
etc., que ainda estdo presentes, e restam 1, 2, 3,5, 7, 11, 13, 17,

19, 23, etc.; e, assim, finalmente restardo apenas niimeros

'N. do Trad. Ver §26 ¢ §27.
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primos 1,2, 3,5,7, 11, 13,17, 19, 23, 29, 31, 37, 41, 43, 47, 53,
59, ete.?

33. Se, portanto, p ¢ um nimero primo, p ndo ocorre
entre os multiplos de dois, nem entre os multiplos de qualquer
outro numero e, assim, ele ndo pode ser exibido como um
resultado do tipo ab, a ndo ser que sejaou a =1 ou b = 1, quais
casos, porém, excluimos (§26).

34. Todo numero que ndo ¢ primo ¢ chamado composto;
disto, fica claro que todo nimero composto ¢ multiplo de outros
nimeros menores, que sao primos, ou, de novo, multiplos de
outros menores; mas, multiplos de qualquer produto sdo, ao
mesmo tempo, multiplos de seus fatores individuais e, portanto,
segue que todo numero composto, na analise final, ¢ reduzido a
multiplos de nimeros primos.

35. Todo ntimero, portanto, ¢ ou um nimero primo, ou
um maultiplo de alguns nimeros primos; como, no segundo caso,
o numero ¢ composto, todo niimero composto pode ser exibido
como um produto, cujos fatores individuais sdo nimeros primos.

36. Entre os numeros compostos ocorrem, no primeiro
lugar, os que sao compostos de somente dois numeros primos.

Se, por exemplo, p e ¢ denotarem dois numeros primos

2 N. do Trad. Observamos que aqui Euler classifica 1 como um numero primo. O
processo que ele descreve para achar os numeros primos (menores que um niimero N)
¢ conhecido como o crivo de Eratostenes.
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quaisquer, o produto pg exibira a forma geral dos nimeros
compostos desse primeiro tipo, 0os que consistem de somente
dois fatores primos.

37. Assim, um namero composto pgq, desse tipo, sera
tanto um multiplo do nimero ¢, sendo p o indice, quanto
multiplo do proprio p, sendo g o indice, e, de fato, ndo serad
multiplo de qualquer outro niimero. Pois, se fosse multiplo de
algum outro niimero a, sendo b o indice, entdo os numeros a € b
seriam fatores dele, o que contradiz a hipotese.

38. Um produto do tipo pa, porém, com fator primo p e
fator composto a (tendo esse os fatores a, [, y, efc.), sera
multiplo ndo somente dos nimeros p € a, mas também ocorrera
entre os multiplos de a, 3, v, efc.

39. Depois dos nimeros compostos consistindo de dois
fatores primos, deveriam ser considerados como os proximos os
que consistem de trés fatores primos, cuja forma geral &,
portanto, pgr, onde p, g, € r denotam niimeros primos quaisquer.

40. Entdo, seguirdo os numeros compostos que sao
produtos de quatro numeros primos, cuja forma sera pgrs. Os
seguintes tipos serdo produtos consistindo ou de cinco niimeros
primos, ou de seis, ou de sete, etc.

41. Desta maneira, todos os numeros sao distribuidos em

classes, de tal forma que a primeira contém todos os nimeros
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primos; a segunda, produtos de dois primos; a terceira, produtos
de trés primos, a quarta, de quatro primos, a quinta, de cinco
primos; e assim sucessivamente.

42. Depois da unidade, portanto, os nimeros da primeira
classe, ou seja, a dos primos, ndo maiores que cem, sao: 2, 3, 5,
7,11, 13, 17, 19, 23, 29, 31, 37, 41, 43, 47, 53, 59, 61, 67, 71,
73,79, 83, 89, 97.

43. Os numeros da segunda classe, menores que cem, sao

2-2=4, 3 3=9, 5 5=25 7 7=49,

2-3=6, 3 5=15 5 7=35  711=177,

2-5=10, 3 7=21, 511=55 7-13=91,

2- 7=14, 3-11=33, 5-13=65,

2-11=22, 3-13=39, 5-17=85,

2-13=26, 3-17=51, 5-19=095,

2:-17=34, 3-19=57,

2-19=38, 3-23=069,

2:23 =46, 3-29=87,

2:29=58, 3-31=93,

2:31=062,

2:37="14,

2:41 =82,

2-43 =86,

2:47 =94,
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44. Entdo, os nimeros da terceira classe, menores que

cem, sao
2:2- 2= 8, 2:3- 3=18, 3-3- 3=27,
2:2- 3=12, 2-3- 5=30, 3-3- 5=45,
2:2- 5=20, 2:3- 7=42, 3-3- 7=063,
2:2- 7=28, 2:3-11 =66, 3-3-11 =99,
2:2-11 =44, 2:3-13 =178,
2:2-13 =52, 3-5- 5=75,
2:2-17 =68, 2:5- 5=150,
2:2-19 =176, 2:5- 7=10,
2:2:23 =92, 27 7=098,

45. Os numeros da quarta classe, abaixo de cem, s30°

2:2:2- 2=16, 2-2-3-3 =136, 2:3-3-3 =54,
2:2:2- 3=124, 2:2:3:5=160, 2-3-3-5=90,
2:2:2- 5=40, 2:2-3-7 = 84,
2:2:2- 7=156, 3-3-3-3 =281,
2:2:2-11 =88, 2:2-5-5=100,

46. Os numeros da quinta classe, ndo maiores que cem,

2:2:2:2:2=32, 2:2:2:2-5 =180,
2:2:2:2:3 =48, 2:2:2:3:3=72,

3 N. do Trad. O texto original tem 63 para 2-2-3-3, o que é claramente um erro de
transcrigdo. Observamos que 2-2-5-5 ndo ¢ menor que cem, mas Euler evidentemente
queria dizer, como no §42 e §46, “ndo maiores que cem”.
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47. Na sexta classe, ocorrem dois niimeros desse tipo

2:2:2:2:2-2 =64, 2:2:2:2:2:3=96.

As classes seguintes ndo contém nimeros menores que cem.

48. Os numeros de cada classe distinguem-se dos
nameros das outras classes pela sua natureza especifica e, assim,
um determinado nimero pertence a uma certa classe qualquer e
ndo pode pertencer a qualquer outra.

49. Sejam, entdo, p, ¢, r, s, etc. nimeros primos; as

formas dessas classes podem ser exibidas da seguinte maneira:

Forma da classe I....p,

« IL....pq,

« II....pgr,

« IV...pgrs,

« V...pgrst,

« VI...pgrstu,
elc.

50. Visto que todos os numeros sdo contidos nessas
classes, se estendermos a série dos niumeros naturais 1, 2, 3, 4,
etc. até n, de tal forma que a quantidade desses numeros seja = n
e que a quantidade de nimeros primos contidos nessa série seja
= 0, a quantidade de nimeros da segunda classe = [3, da terceira
classe =y, da quarta = 0, e assim por diante, sera necessario que

o+p+y+otetc. = n. Assim, vemos que, se tomarmos n = 100,
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teremos o = 26 (incluindo a unidade entre os primos), § = 34, y
=22,0=12,e =4, =2, n =0, e temos, decerto, que
26+34+22+12+4+2 = 100.

51. Denotando por n as poténcias de dois, a quantidade

dos nimeros até n, que cada classe conterd, serd a seguinte:

Numero Quantidade de numeros
n o | Bl y |l o] e C | n| © ! K
2| 2
41 3 1
8 5| 2 1

321 12| 10| 7| 2 1
64| 19| 22| 13 T 2

1
128 32| 42| 30| 14| 7| 2 1
256 55| 82| 60| 34| 15 T 2 1
512 98157 125| 71| 36| 15 71 2 1
102411731304 | 256 | 152 77| 37| 15 7 1

52. Se contemplarmos atentamente a disposi¢do dos
numeros, perceberemos facilmente que, no inicio, os nimeros
primos ocorrem muito frequentemente, com o0s numeros
compostos intercalados mais raramente. Na medida em que
progredimos, porém, mais nimeros compostos e, ao contrario,

menos primos, serdo encontrados.
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53. Devemos também observar, entdo, que, na
progressao dos numeros primos 1, 2, 3,5, 7, 11, 13, 17, 19, etc.,
evidentemente nao hd ordem alguma pela qual uma lei de
formacao da progressdao pode ser definida, embora, de forma
geral, ¢ certo que, o mais longe que progredimos, o menos
frequentes eles se tornam.

54. Ha tabelas, nas quais nimeros primos sdo dispostos
em relacdo as centenas. Assim, na primeira centena, de 1 a 100,
ha 26 nameros primos, na segunda, 21 e, nas seguintes, de fato,
menos; ndo obstante, sua quantidade n3o diminui
continuamente, mas ¢, ao contrario, completamente irregular,
agora crescendo, agora decrescendo. Assim, de 200 a 300
ocorrem 16 numeros primos, enquanto ha 17 de 400 a 500 e essa
mesma quantidade de 1400 a 1500. Mais adiante, de 79700 a
79800, apenas trés numeros primos serdo encontrados; ndo
obstante, na centena de 90000 a 90100, serdo descobertos 13

nimeros primos.
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Capitulo II

Sobre divisores de niumeros

55. Quando um certo numero ¢ um multiplo de outro
numero, o referido outro namero ¢ chamado divisor do primeiro,
e o indice da multiplicacdo ¢ geralmente chamado o quociente
surgido da divisao.

56. Assim, se o numero N for um multiplo de a, sendo o
indice n, de tal modo que tenhamos N = na, o nimero a sera um
divisor do nimero N e o indice n fornecera o quociente. Isto &,
se o nimero N = na for dividido por a, o quociente sera n.

57. Visto que os nimeros 7 € a sdo permutaveis e, neste
respeito, sao chamados fatores, o nimero N = na também tera n
como divisor e, neste caso, seu quociente sera a. Em geral,
portanto, o divisor multiplicado pelo quociente reproduz o
proprio nimero que foi dividido.

58. Visto que qualquer ntiimero ¢ seu préprio nimero
simples, a unidade ¢ divisor de todo numero, sendo o proprio
nimero o quociente. Em consequéncia, qualquer nimero ¢ seu
proprio divisor, sendo o quociente a unidade.

59. Portanto, um numero qualquer N terd, primeiro, a

unidade como seu divisor e terd o proprio numero N como
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quociente. Entdo, um ntimero qualquer N também terd se mesmo
como divisor, sendo o quociente a unidade.

60. Nenhum numero tem outros divisores, exceto os dos
quais € um multiplo (aqui ndo excluo o numero simples da ideia
de multiplo); pois, se tivesse outro divisor, ja seria, em virtude
disto, um multiplo desse divisor, sendo o indice do multiplo
fornecido pelo quociente.

61. Visto, portanto, que um nimero primo nao ¢ multiplo
de qualquer outro nimero, além da unidade, um nimero primo
nao tem outros divisores além da unidade e se mesmo. Isto €, se
p for um ntimero primo, seus divisores serdo 1 e p e ele ndo terd
qualquer outro além desses.

62. Numeros primos, portanto, ou niumeros da primeira
classe, tém apenas dois divisores, exceto a unidade, que,
decerto, tem apenas um; por esta razdo, a unidade geralmente
nao ¢ incluida entre os nimeros primos.

63. Numeros da segunda classe, que consistem de dois
fatores primos pg, porque sdo multiplos de cada um dos
mesmos, tém, além dos divisores 1 e pg, também os divisores p
e ¢, de tal forma que todos seus divisores sao 1, p, g, € pq.

64. Porém, o caso em que os fatores p e g sdo iguais deve
ser considerado a parte, pois ndo ¢ permitido contar o0 mesmo

namero entre os divisores duas vezes. Assim, 0 nimero pp, que
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¢ o quadrado de um ntimero primo, tem apenas trés divisores 1,
pepp.

65. Por essa razdo, convém subdividir os nimeros da
segunda classe em dois tipos, dos quais o primeiro contém
numeros da forma pp e tem trés divisores, 1, p € pp; o outro tipo
contém numeros da forma pg, onde as letras p e ¢ denotam
nameros primos distintos. Os nimeros desse tipo terdo os quatro
divisores 1, p, g, pq.

66. De forma andloga, a terceira classe deve ser
subdividida em trés tipos, cujas formas sdo p°, p’q e pgr, onde p,
¢, r denotam nimeros primos distintos, pois ou todos os trés
fatores sdo iguais, ou somente dois, ou todos os trés sao
desiguais.

67. Assim, para a terceira classe de nlimeros,

o primeiro tipo p® ter os quatro divisores 1, p, p*, p°,

segundo  p’g seis 1,p, 4.0, pq. p’q.
terceiro  pgr oito 1,p,q,r, pq,pr,qr, pqr,

e nao pode haver quaisquer outros divisores nesse classe.

68. A quarta classe, que contém numeros consistindo de
quatro fatores primos, visto que pode ter ou dois, ou trés ou
todos os quatro desses fatores iguais, deve ser subdividida em
cinco tipos, cujas formas sio L p*, IL. p°q, IIL p*q?, IV. p*qr, V.
pqrs.
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69. Agora seré facil enumerar todos os divisores de cada

tipo da quarta classe:

Tipos os divisores serao
I p* cinco: Lp.pp.p',
3 : 2 3 .2 3
II. p°q oito: 1,p, 4,009, 0,0 4, P°q
22 . 2 2 2 2 .22
I11. pg" move: L,p,q,p", p4:94-P9-P9:Pq ,
IV. p“gr doze: L, p,q,r,p",pq, pr,qr,p°q, p°r, pqr, p qr,

V. pgrs dezesseis: 1, p, q, r, s, pq, pr, ps, qr, 4S, IS, pqr, pqs,
prs, qrs, pqrs.

70. Para a quinta classe, que reuni nimeros compostos de
cinco fatores primos, devido a igualdade de alguns dos fatores,
devemos listar os seguintes tipos:

Lp°, ILp'q, UL p°q*, IV.p’qr, V.p’q*r, VL p*grs, VIL
pqrst.

71. Entao, os divisores desses tipos serdo enumerados da

seguinte maneira:

Tipos os divisores serdo
Lp  seis: Lp,p5p,php,
4 . 2 372 4 3 4
I1. Py, dez: 1,p,q, P-Pg:P,P 4P -P 9P 9
. p°¢~  doze: 1’2”2’ 9.0 P44 P P4 Pq DY,
. . Pa.rq, sy
IV. p'qr dezesseis: l,p,q,v,p",pq,pr,qr,p’,pq,pr,
3 3 2 3
- pqrpq:prpanpqr.
V. p°q’r dezoito: L,p,q,v,p",pq,pr,q", qr,p°q,pr,
2 2 2 2 2 2
Pg L Par 4P, PP T
pqr,
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VL pzqrs vinte e quatro: 1,p, q, 7, s, pz, Pq, pr, ps, qr, gs,
rs, p’q, p’r, p’s, pqr, pqs, prs. qrs,
p’qr, p’qs, p'rs, pars, pqrs,

VIIL. pgrst trinta e dois: 1,p,q,r st pq, pr, ps, pt, qr, gs,
qt, rs, rt, st, pqr, pqs, pqt, prs, prt,
pst, qrs, qrt, qst, rst, pqrs, pqrt,
pqst, prst, qrst, pqrst.

72. Os tipos das classes restantes serao constituidos de
forma semelhante e todos seus divisores serdo classificados em
diversos tipos. E, a0 mesmo tempo, a natureza dos varios
divisores sera revelada por esse procedimento, bem como tanta a
classe, quanto o tipo, aos quais cada um deve ser referido.

73. Sejam 1, a, B, v, 0, ..., N, os divisores do nimero N e
seja 0 mesmo multiplicado por um numero primo p, que nao ¢
nele contido. Entdo, o produto Np tera como divisores, além dos
ja mencionados 1, a, B, y, 0, ..., N, esses mesmos por p
multiplicados, p, ap, Bp, yp,op, ..., Np, e, assim, a quantidade
dos seus divisores sera o dobro.

74. Mas, se o nimero N for multiplicado pelo quadrado
de um numero primo p, que nao consta no mesmo como fator, a
quantidade de divisores sera triplicada. Pois, o produto Np* terd,
primeiro, os mesmos divisores de N, segundo, os mesmos

multiplicados por p e, terceiro, os mesmos multiplicados por p?.
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75. De forma semelhante, se p for um niimero primo nao
contido em N, e se o numero N for multiplicado por p°, o
produto Np® ter, primeiro, todos os divisores do numero N,
entdo os mesmos multiplicados por p, em seguida os mesmos
multiplicados por p* e, finalmente, os mesmos multiplicados por
p°, de tal forma que a quantidade de divisores do produto Np® ¢
quatro vezes maior que a do nimero N.

76. De forma geral, se a quantidade de divisores do
numero N for = m e se for multiplicado pela poténcia p* de um
numero primo p, a quantidade de divisores do produto Np" sera
(A+1)m; sera util observar que, por isto, a quantidade de
divisores da propria poténcia p* é A+1.

77. De tudo isto, ¢ claro que hd uma regra conveniente,
que determina a quantidade de divisores de qualquer numero.
Seja p"g"r's® a forma do numero proposto. Visto que a
quantidade de divisores do nimero p* é A+1, a quantidade de
divisores do nimero p"g" sera (A+1)(p+1), a do numero p*g"r’

g

sera (\+1)(ut+1)(v+1) e, finalmente, a do namero p*g"r's® sera

(A+1D)(ut+1)(v+1)(E+]). Mais ainda, a classe, a qual o referido
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numero pertence, ¢ indicada pelo numero A+u+v+&, ou seja, a
soma' dos expoentes.

78. Portanto, infinitos nimeros, que tém uma quantidade
dada de divisores, podem ser exibidos. Pois, seja a quantidade
de divisores = g, onde ¢ ¢ um nimero primo’; 0s nUmeros

procurados sdo contidos na forma p*’

, onde p denota um
nimero primo qualquer.

79. Se a, b, c, d, etc., bem como as letras p, g, r, s, etc.,
denotam ntimeros primos, os nimeros tendo a quantidade ab de

divisores sdo ou p*, ou p*¢""; os tendo a quantidade abe de

- ~ be-1 bl el 1 bl be-l a1
divisores sdo ou p*, ou p® ¢“ ", ou p™ q” ", oup” ¢* ", ou

", onde as letras a, b, ¢, etc, podem significar
quaisquer niumeros primos, sob a condicao que p, g, r, efc. sejam
distintos.

80. Assim, se a quantidade de divisores seja = 2, somente

nimeros primos serdo satisfatorios, ou seja, nimeros contidos

na forma p. Mas, se tivermos

' N. do Trad. Ver §49. Observe que os primos que definem a classe no referido
paragrafo ndo sdo necessariamente distintos.

% N. do Trad. Se a for composto, p*™', para p primo, ainda tera a divisores. No entanto,
havera outras formas que também tém a divisores. Ver o proximo paragrafo. Quando
a & primo, no entanto, isto ndo pode acontecer, pois se tivéssemos, por exemplo, p®~

'¢°”!, para expoentes ndo triviais, teriamos a = bc, e a ndo seria primo.

107



quantidade de divisores:
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81. Se, portanto, a forma (ou seja, a classe e o tipo a que

pertence) de qualquer niimero seja conhecida, ndo somente a

quantidade dos seus divisores, mas também os proprios

divisores, podem ser exibidas através do recurso das regras”.

> N. do Trad. A regra para a quantidade dos divisores é dada no §77 e a para os

divisores em §69 a §71.



Capitulo I1I

Sobre a soma dos divisores de qualquer nimero

82. Dado qualquer niimero n, designaremos a soma de
todos seus divisores por | n, de tal forma que o simbolo Jn
denota a soma dos divisores de 7.

83. Visto que a unidade ndo tem outros divisores além de
si mesmo, teremos que J1 = 1. A soma dos divisores de qualquer
outro numero sera maior que si mesmo, isto ¢, teremos, com
certeza, In> n, exceto paran = 1.

84. Para nimeros primos p, visto que ndo admitem
outros divisores além de si mesmo e a unidade, teremos Jp =

p+1. Mais ainda, teremos, para poténcias de numeros primos,

Ip'=p+1= —pp__ll,
3
-1
I’ =pppi = 2=,
p—1
4 —_—
o = pptpr1 = £
p—1
e em geral
n n,_ n-1 n—2 pn+1 -1
jp =p+p tp H.AHl=——
p—1
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85. Visto que os divisores de numeros contidos na forma
pq sdo 1, p, q, pq, sua soma sera
I+ptqtpg = (14p)(1+q) e, portanto, [pg = (p+1)(g+1).
De forma semelhante, teremos, para os da terceira classe,
Ip’q = (ppp+1)(g+1) e Ipgr = (p+1)(g+1)(r+1).

86. Os divisores das outras classes podem ser somados
do mesmo modo. Para que a natureza dessas somas seja
examinada mais claramente, consideremos o nimero geral N,
cujos divisores sao 1, a, B, v, J,..., N € cuja soma ¢ IN. Ao
multiplicar 0 mesmo por um numero primo p, nele ndo contido,
o produto Np terd, além dos referidos divisores, os mesmos
multiplicados por p, cuja soma, portanto, sera p/N; somando aos
outros', temos [Np = (p+1)IN = [pIN.

87. Da mesma maneira em que foi feito em §74, se um
numero N for multiplicado pelo quadrado de um ntimero primo
p, nele ndo contido, a soma dos divisores do produto Np* sera

(1+p+p)IN, ou seja, [Np* = [NIp?;
e, do mesmo modo, teremos [Np® = [NJp® e assim por
diante.

88. Assim, as somas dos divisores para as diversas

classes e tipos serdo expressas da seguinte maneira:

"'N. do Trad. Isto &, [Np = pIN+[N.
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Ip =1+p

Ip? = 1+p+p?

Ipq = (1+p)(1+q)

Ip’ = 1+ptp*+p’

Ip’q = (1+p+p°)(1+q)

Ipgr = (1+p)(1+q)(1+7)

Ip* = 1+ptp*p*pt

Ip’q = (1+ptp*+p)(1+q)

P’ = (Lp+p))(1+g+q°)

Ipqr = (1p+p*)(1+q)(1+7)

[pgrs = (1+p)(1+q)(1+r)(1+s)
etc.

89. Dessas formulas, deduzimos® as seguintes

conclusoes:

Ip>=p*+lp=1+plp
Ip* =p’+lp® = 1+plp® = L4p+p’lp
Ip* = 14plp’ = 14p+p?lp? = 14pp*+p’lp
Ip> = 1plp* = Liptp’lp’ = Lpp*plp® =
Lp+p*p*+pilp
etc.

das quais ¢ evidente que, em geral, temos

[p" = 1+plp™™ = 1+p+p*[p" % = l4p+p*+p’p" ete.

2 N. do Trad. De [p* = p*tlp obtemos p*+plp = plp* = p(1+p+p®) = p+p*+p° e,
portanto, plp = p+p*. Somando a unidade aos dois lados dessa equagiio e substituindo
para o lado direito, obtemos 1+pJp = Jp>. Para n > 2, a primeira relagio ¢ obtida de
maneira semelhante ¢ os demais por substituigdo de valores ja obtidos para p*Jp".
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90. Seja dado, entdo, um numero N, para o qual devemos
determinar a soma dos seus divisores. Seja N decomposto nos
seus fatores primos, de modo que

N=p"¢"'s%, do qual teremos [N = [p™[g" [ [s~.

91. Portanto, uma vez que podemos determinar as somas
dos divisores tanto dos proprios nimeros primos, quanto das
suas poténcias, ¢ claro que as somas dos divisores de todos os
numeros podem ser determinadas.

92. Para um niimero primo p, visto que [p = p+1, a soma
dos seus divisores sempre serd um nimero par, exceto para p =
2, em qual caso temos [2 = 3. Pois, para p = 2a—1, teremos [(2a—
1) = 2a. Ainda mais, porque Jp* = p>+p+1, a soma dos divisores
do quadrado de qualquer nimero primo sempre serd um numero
impar e, muitas vezes, at¢ um niimero primo, como por exemplo
[22=7,13"=13,[5=31.

93. Continuando, se N for o cubo de um nimero primo,
ou seja,

N=p’, teremos Jp’ == l+ptpptp’ = (14p)(1+pp),
logo, serd um niimero composto e, exceto para p =2, a soma dos
divisores serd, no minimo, divisivel por 4, pois cada fator 1+p e
I+pp € par. Teremos, entdo, Ip3 = (1+pp)fp.
94. Se o numero N for a quarta poténcia de um niimero

. . 4 .. , 4
primo, ou seja, N = p* a soma dos divisores sera Jp* =
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1+p+pp+p3+p4 e, portanto, sempre impar, e até pode acontecer
que seja um numero primo, como por exemplo [2* = 31.

95. Seja N = p°. Como [p° = l4ptpp+p*+p*+p’, a soma
dos divisores sera

Ip* = (L4ptpp)(1+p™) = (1+p)(1+p+pp)(1-p+pp)

e, portanto, ¢ um numero composto, sendo composto de somas
de poténcias menores, visto que
Ip> = (—prpp)lplp*.

96. Seja proposto agora o produto MN, cujos fatores M e
N ndo tém fator primo algum em comum. Teremos |MN =
JM-JN; logo, a soma dos divisores serd ainda mais composta,
quanto mais niameros primos distintos sao incluidos.

97. Seja proposto qualquer nimero N, a soma de cujos
divisores é [N. Se o mesmo é multiplicado por um nimero primo
p, a soma dos divisores do produto Np sempre é maior que pJN.
Pois, [Np é compreendida primeiro por todos os divisores do
numero N multiplicados por p, cuja soma & p|N, e depois
também pelos divisores do nimero N sem serem multiplicados
por p.

98. A demonstragdo tem duas partes. Primeiro, se o

numero primo p ndo for contido em N, certamente teremos [Np
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= [p'IN = (1+p)IN = pIN+IN, em qual caso temos, sem duvida,

[Np > pIN.

99. E se p for de fato contido em N, de tal maneira que N

= Mp", teremos [N = [M-[p"; mas [Np = [MIp""". Mas, do que foi

estabelecido acima®, temos que [p""' = l4plp”", do qual

deduzimos [Np = [M+p[p"[M e, assim, temos [Np = pIN+M e,

portanto, INp > pIN.

100. As somas dos divisores dos numeros naturais, na

ordem da sua progressao, sao as seguintes:

f1=1
=3
[3= 4
4= 7
[5=6
Jo=12
[7=8
[8=15
Jo=13
Jlo=18
f11=12
[12=28

[13=14
[14=24
J15=24
J16 =31
[17=18
[18 =39
[19=20
20 =42
21=32
22=36
[23=24
[24 =160

25 =31
26 =42
[27 =40
28 =56
[29 =30
[30="72
31=32
[32=63
[33 =48
[34 =54
[35=48
[36=091

3N. do Trad. Em §89.
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[37= 38
[38= 60
[39= 56
Ja0= 90
Ja1= 42
[42= 96
J43= 44
Jaa = 84
f45= 178
f[46= 72
J47= 48
Ja8 =124

49= 57
[50=93
[51= 72
[52= 98
[53= 54
[54=120
[55= 72
[56 =120
[57= 80
[58= 90
[59="60
J60 = 168



101. Nem todo niimero ocorre entre essas somas de
divisores e, de fato, até 60, os seguintes sdo excluidos:
2,5,9,10, 11,16, 17, 19, 21, 22, 23, 25, 26, 27, 29, 33, 34, 35,
37, 41,43, 45, 46,47, 49, 50, 51, 52, 53, 55, 58, 59.

Desta forma, os nimeros que exprimem somas de divisores sao:
1,3,4,6,7,8,12,13, 14, 15, 18, 20, 24, 28, 30, 31, 32, 36, 38,
39, 40, 42, 44, 48, 54, 56, 57, 60.

102. Disto, ¢ claro que dois ou mais nimeros podem

fornecer a mesma soma de divisores, por exemplo,

Je=l11=12 [1a=M15=023=24
f1o=]17=18 20=026=/41=42
[16 =25 =31 [33=[35=[47=148
1=31=32 [24 = [38 = [59 = 60.
[34 =53 =54
[28 =139 =56

103. Costuma-se propor o problema em que o nimero

procurado faz uma certa razdo com a soma das suas divisores;

N
isto é, devemos ter NN = n:m, ou seja, T:ﬂ’ onde
n

estipulamos que m > n; pois, se tivéssemos m = n, teriamos N =
1.

104. Sendo a razdo m:n irredutivel, o numero N sera
igual ou ao proprio n, ou a algum multiplo do mesmo. Seja,

entdo, N = an; teremos IN = lan = am. Mas, exceto para a = 1,
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temos* Jan > aln e, assim, m > [n. Desta forma, se tivermos m <
Jn, ndo haverd solugdo alguma; para m = Jn, contudo, ha uma
solucgdo tinica, a saber, N = n.

105. Logo, exceto para ou m = [n, ou m > Jn, o problema
ndo admite solucdo. No primeiro caso, decerto, o numero
procurado, N, serd igual ao proprio n e ndo tera qualquer outra
solucdo. No segundo caso, em que m > |n, se de fato houver uma
solu¢do, o numero N sera igual a um certo multiplo do proprio n,
digamos N = an. De qualquer forma, dado uma razdo m:n, o
problema ainda pode néo ter solugéo, mesmo se m > Jn.

106. Um numero € perfeito se a soma dos seus divisores
¢ 0 dobro do proprio nimero. Assim, se tivermos [N = 2N, entéo
N serd um numero perfeito. Se o mesmo for par, ele sera 2”4,
sendo 4 um niimero impar, ou primo ou composto. Sendo, entdao

N=2"4, teremos [N = (2""'-1)[4 =2""4,

J- A 2n+1

do qual temos = )
q 2n+l 1

n+l

107. Porque o numerador da fragdo supera o

n+l

denominador apenas por uma unidade, ele ndo pode exceder a

4N. do Trad. Ver §97.
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soma dos divisores do denominador” ; serd, portanto, ou igual ou
menor. No segundo caso ndo hé solucdo e, na verdade, ndo ha
solugdo no primeiro caso, exceto quando 2""'~1 for um numero
primo. Sempre que 2""'—1 for um nimero primo, 4 devera ser
tomado como sendo igual a0 mesmo e teremos o numero
perfeito = 2"(2""'-1).

108. Todo niimero perfeito par, portanto, ¢ contido na
formula 2"(2""'-1), sob a condi¢do de que 2""'-1 seja um
numero primo, o que nao pode ocorrer, contudo, se n+1 nao seja
um nimero prim06; no entanto, nem todo nimero primo, quando
substituido no lugar de n+1, faz com que 2""'~1 seja primo. Até
agora, ninguém tem demonstrado se haja, ou ndo, além desses
numeros perfeitos pares, também impares.

109. Se houver um numero perfeito impar, todos os seus
fatores serdo necessariamente impares. Seja, entdo, ele = ABCD
etc. e devemos ter |A-[B-JC:I[D = 24BCD, um ntumero
imparmente’ par. Logo, s6 pode ter um Gnico namero
imparmente par entre as somas dos divisores IA, IB, IC, ID,
todos os outros sendo impares. Portanto, todos os fatores 4, B,

C, D, exceto um, serdo poténcias pares de nimeros primos e,

5'N. do Trad. Isto &, 2" ndo excede [(2""'-1) ¢ essa soma &, no minimo, (2""'-1)+1,
ou seja, 2", O resto do argumento se apdia em §104, pois 2""'/2""1—1 & irredutivel.
N. do Trad. Observe que 2°—1 divide 2%°~1.

"N. do Trad. Um nimero da forma 2(2¢+1), para ¢ > 1. E também chamado “par-
vezes-impar” ou “par-impar”.
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ainda mais, aquele um sera ou um nimero primo da forma 4n+1,
ou alguma poténcia do mesmo cujo expoente ¢ 4A+1. E, assim,
um numero perfeito desse tipo terd a forma (4n+1)4“1PP, onde
P € um numero impar e 4n+1 € primog.

110. Omito muitos outros problemas que poderiam ser
incluidos aqui, nos quais ¢ proposto investigar outras relagdes
entre nimeros € as somas dos seus divisores, pois nao sera
dificil obter um método para resolvé-los a partir dos principios

aqui expostos.

8 N. do Trad. Se 4 é um primo da forma 4n+3, entfio [4 ser4 divisivel por 4; 0 mesmo
acontece quando o expoente assume a forma 4A+3.
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Capitulo IV

Sobre niimeros primos e compostos entre si

111. Dois numeros, que niao tém, além da unidade, qualquer
outro fator ou divisor comum, sdo chamados primos entre si;
mas os que tém, além da unidade, outro divisor comum sao
chamados compostos entre si. Assim, 8 e 15 sdo nimeros primos
entre si, enquanto 9 e 15 sdo nlimeros compostos entre si.

112. A unidade, portanto, ¢ primo com todos os niumeros.
Denotando por » um numero qualquer, os nimeros 1 e n sao
claramente primos entre si, pois ndo admitem qualquer outro
divisor comum além da unidade.

113. Da mesma maneira, dois numeros, n ¢ n+1, que
diferem por uma unidade, sdo primos entre si; pois, quaisquer
que sejam os divisores que n tenha, nenhum deles pode dividir
n+1. Pois, se p for um divisor do nimero », o préximo niimero
maior que ¢ divisivel por p serd n+p e, assim, n+1 nio admite’
divisao por p.

114. Um numero primo p ¢ primo com todos os numeros,
exceto os que sao multiplos dele; desta forma, os nlimeros a € p

sdo primos entre si, exceto no caso em que ou a = p ou a = np.

"'N. do Trad. Veja §14.
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Portanto, o niimero primo p ¢ primo com todos os numeros
menores que Si.

115. A quantidade de nimeros menores de um dado
numero a ¢ a—1 e vale a pena determinar quantos deles sao
primos com a e quantos sdo com ele compostos’; pois, disto, &
facil estender o resultado para todos os nimeros maiores que a.

116. Pois, seja b < a. Se b e a forem primos entre si,
entdo também todos os numeros b+a, b+2a, b+3a, etc., serdo
primos com a. Mas, se b e a tiveram um divisor comum, 0
mesmo sera divisor dos nimeros b+a, b+2a, etc.

117. Portanto, se a = p ¢ um nimero primo, visto que
todos 0os niimeros menores que 0 mesmo sao primos com ele,
essa quantidade ¢ = p—1.

118. Seja’ a = 2p. Entre 1 ¢ a, ha p niimeros pares, os
quais, portanto, ndo sdo primos com a; também o proprio
numero p nao ¢ primo com a. Removendo esses, cuja
quantidade ¢ = p, de todos os numeros de 1 até* @, restam p—1, e

esse tanto sera primo com a.

2N. do Trad. A frase “a é composto com b”, muito usada no que segue, quer dizer que
“a ¢ b sdo numeros compostos entre si”. E paralela a frase “a é primo com b.” Em
especial, a frase “a é composto com »” ndo implica que b (necessariamente) faz parte
da composigdo de a.

> N. do Trad. Os dois fatores considerados no presente paragrafo, bem como nos
proximos trés, devem ser concebidos como primos entre si, como o proprio Euler
esclarece em §122.

4N. do Trad. A frase “de 1 até a” deve ser entendido como 1, 2, ..., a.
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119. Seja a = 3p. Entre os nimeros ndo maiores que o
mesmo, os que sdo divisiveis por 3, cuja quantidade ¢ = p, ndo
sd0 primos com g;. ainda mais, p € 2p ndo sdo primos com a.
Todos os restantes, cuja quantidade ¢ 3p—p—2 = 2(p-1), serdao
primos com a = 3p.

120. De forma semelhante, se a = 5p, os nimeros que
tém um divisor comum com a sdo, em primeiro lugar, todos os
que sao divisiveis por 5, cuja quantidade € = p, e, ainda mais, 0s
que sao divisiveis por p, a saber, p, 2p, 3p e 4p; pois o proprio
namero 5p ja foi contado. Assim, a quantidade de numeros
compostos com a ¢ p+4 e, portanto, a quantidade de numeros
primos com a ¢ = 4p—4 = 4(p—1), isto €, claramente, os que nao
s30 maiores que o proprio a.

121. De forma mais geral, seja a = pg, sendo cada um
dos fatores p e g primos. Da unidade até a, ha p nimeros
divisiveis por ¢, a saber, ¢, 2g, 3¢, ..., pq. Ainda ha g nimeros
divisiveis por p, a saber, p, 2p, 3p, ..., gp, dos quais o ultimo, gp,
ja foi contado. Logo, a quantidade de todos os nimeros que nao
superam a € que sdo compostos com a sera = ptg—1. Os
restantes, portanto, cuja quantidade ¢

=qp—p—q+t1=(p-1)(g-1),

serdo primos com a.
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122. Aqui tomamos, contudo, nimeros primos distintos
por p e g. Mas, se tivéssemos a = pp, nenhum nimero seria
composto com a, exceto os que sdo divisiveis por p, cuja
quantidade ¢ = p; a quantidade dos restantes, que sdo primos
com p, sera = pp—p = p(p—1).

123. De modo semelhante, seja a = p°. Visto que @ ndo
tem outro divisor primo além de p, todos os nimeros de 1 até a e
compostos com a sio p, 2p, 3p, ..., p°p, cuja quantidade & p*;
todos os niimeros restantes, cuja quantidade é p*—p* = p*(p-1),
serdo primos com a.

124. Disto ¢ claro que, em geral, se a for uma poténcia
qualquer p" de um nimero primo p, a quantidade de numeros
primos com a, que decerto ndo sdo maiores que a, serd p" ' (p—1).

125. Seja a = p’q, sendo p e g numeros primos distintos.
Entdo, visto que a ndo tem outros divisores primos além de p e
g, 0s nimeros compostos com a serdao ou divisiveis por p, sendo
eles p, 2p, 3p, ..., pq-p, em quantidade = pg, ou divisiveis por ¢,
sendo esses ¢, 2¢, 3¢, ..., pq, em quantidade = p*. Entre os
ultimos, contudo, ocorrem pgq, 2pq, 3pq, ..., p'pq, que ja foram
contados, em quantidade = p, de tal forma que a quantidade de
todos os compostos com a é = pg+p’—p. Assim, todos os
restantes, cuja quantidade é ppg—pg—pp+p = p(p—1)(g—1), serdo

todos os primos com a.
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126. Se a = pqr, sendo p, g, r nimeros primos distintos,
entdo os nimeros compostos com a sao divisiveis

1) por p, a saber, p, 2p, 3p, ..., qrp, em quantidade gr

2)porgq, « q,2q,3q,..,prq, « pr

3)porr, « r,2r,3r, ..., pq-r, « Pq.
Aqui, porém, os seguintes foram contados duas vezes: os
divisiveis por pg, em quantidade », os divisiveis por pr, em
quantidade ¢, e finalmente os divisiveis por gr, em quantidade p;
estes devem ser removidos®. Ao fazé-lo, no entanto, o proprio
namero pqr foi completamente removido e, portanto, tem que
ser colocado de novo. Assim sendo, a quantidade de numeros
compostos com a sera gr+pr+pg—r—q—p+1; logo, os restantes,
cuja quantidade ¢

pqr—qr-pr-pgtrqtp-1 = (p-1)(g-1)(r-1),

serdo primos com o nimero a = pqr.

127. Destes dados, concluimos que, para todos os tipos

dos numeros, teremos:

>N. do Trad. Isto ¢, devem ser removidos da lista dos niimeros compostos com pgr.
Logo em seguida, Euler explica que o proprio pgr aparece, no primeiro estagio do
processo, trés vezes na lista dos compostos. Mas, no segundo estagio, ¢ retirado da
lista trés vezes e, consequentemente, deve ser colocado na lista de novo.
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se 0 nimero a quantidade de nimeros menores

proposto for que a e primos com ele sera
a=p p-1
a=p’ p(p-1)
a=pq (»-D(g-1)
a=p’ P(p-1)
a=pq p(p-1)(g-1)
a=pgr (Ig—l)(q—l)(r—l)
a=p pz(p—l)
a=p4q P (p-D(g-1)
a=pyq p(p—1)q(g-1)
a=p-gqr plp-1)(g-1)(—1)
a=pqrs (P—1D)(g—D)(r-1)(s-1)

128. Para que essa conclusdo possa ser mais firmemente
corroborada, porém, e para nio confiarmos demais em indugdo®,
consideremos a forma a = Mp, onde M ¢ um niimero qualquer e
p um primo ndo contido em M. Seja p a quantidade de niumeros
entre 1 e M que sdo primos com M e, portanto, a quantidade de
numeros compostos com M € = M—pL.

129. Visto que hd M—p nimeros compostos com M entre
1 e M, tera’ p(M—p) nimeros compostos com M entre 1 e Mp e
esses serdo, portanto, também compostos com Mp. Mas, além
desses, os seguintes numeros sao compostos com Mp: p, 2p, 3p,
..., Mp, em quantidade M, dos quais devem ser removidos os que

ja foram compostos com M, cuja quantidade ¢ M—p; restam,

®N. do Trad. Isto ¢, “indugfo” por casos, ndo indugio matematica.
"N. do Trad. Ver §116.
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portanto, apenas | nimeros que sdo compostos com Mp, mas
ndo com M. Deste modo, a quantidade total de nimeros entre 1
e Mp e compostos com Mp serda a seguinte: p(M—p)+u, € os
restantes, cuja quantidade ¢ Mp-p(M—p)-p = wp-1), serdo
primos com Mp.

130. De modo semelhante, mostra-se que, se 0 numero
proposto seja = Mp", sendo p um niimero primo ndo contido em
M e sendo p a quantidade de niimeros primos com M, contidos
entre os limites de 1 e M, entdo a quantidade de nliimeros
menores que Mp" e primos com Mp" serd = p" ' u(p-1).

131. Pois, procuremos os niimeros compostos com Mp",
0s quais serdao os que sao compostos ou com M ou com p. E, de
fato, a quantidade de nimeros compostos com M entre 1 e Mp" é
= p"(M—u), enquanto os que sdo compostos com p serdo os
seguintes: p, 2p, 3p, ..., Mp" ' p, em quantidade Mp""'. Destes,
porém, devemos excluir os que ja foram compostos com M, cuja
quantidade é p"'(M—p); desta forma, a quantidade dos que sdo
compostos com Mp", mas ndo com M, serd = Mp"'—p" " (M—p) =
p"'u. Assim, a quantidade total de numeros de 1 até Mp",

n—1

compostos com Mp", é = p"(M—p)+p"  n. Em consequéncia, os
restantes, cuja quantidade & Mp"—p"(M—p)-p"'n = p" ' u(p-1),

serdo primos com Mp".
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132. Portanto, visto que a quantidade de nimeros primos

~ -1
com p" e menores que o mesmo sdo = p" (p—1), podemos
concluir com o maximo rigor, da proposi¢cdo precedente, o

c etc., entdo a

seguinte: se o numero proposto for = p’g"'r's
quantidade de todos os nimeros que sao primos com este €
menores que 0 mesmo sera

=" (p-1)¢" (g-1) ' (=1) 5 (s-1) etc.

133. Se, portanto, M e N forem niimeros primos entre si,
e a quantidade de numeros de 1 até M, primos com M, for = m,
enquanto a quantidade de niimeros de 1 até N, primos com N,
for = n, entdo a quantidade de numeros primos com o produto
MN e ndo maiores com 0 mesmo sera = mn.

134. Disto, ¢ claro que a quantidade de todos os nlimeros
primos, como Euclides ja havia demonstrado®, nio pode ser
finita. Pois, se o ultimo e maior nimero primo fosse = p,
poriamos o nimero M igual ao produto de todos os numeros
primos, M = 2-3-5-7-...-p, que claramente ¢ composto com todos
0s numeros; visto, porém, que 0 mesmo nimero M ¢ certamente
primo com M-1 ou com M+I1, ¢ claro que a proposicao ¢

absurda.’

¥ N. do Trad. Proposi¢io 20 do Livro IX de Os Elementos.
% N. do Trad. Nos seguintes cinco paragrafos, Euler continua a procurar contradi¢des a
partir da hipotese falsa de que a quantidade de primos ¢é finita.
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135. Do que foi feito'®, é também claro que, entre os
nimeros menores que o referido M, ndo somente o nimero M—1,
mas também muitos outros, sdo, com certeza, primos com M,
pois a quantidade desses numeros primos com M ¢ =
1-:2:4-6-...-(p—1), que ¢ maior que a quantidade de numeros
primos que sdo fatores de M.

136. Ponhamos m = 1-2:4-6-...-(p—1), sendo M =
2:3-5-7-...:p; e, visto que, de 1 até M, ha tantos nimeros que sao
primos com M, quantas unidades sdo contidas em m, esses, sejam
eles primos, ou compostos de primos, sdo maiores'' que p.

137. Se, de 1 at¢ M, houver m nimeros primos com M,
haverd, de 1 até¢ 2M, 2m nimeros primos com M e, em geral,
haverd, de 1 at¢ NM, Nm numeros primos com M. Entdo, em
qualquer intervalo,

..M, M+1..2M, 2M+1..3M, 3M+1 ...4M, etc.

a quantidade de niumeros primos com M ¢ a mesma.

138. Se N designar um numero qualquer e se de 1 até¢ N
houver n nimeros primos com N, entdo de 1 até MN havera Mn
nameros primos com N. E no mesmo intervalo hd Nm nimeros
primos com M. Mas os que sdao primos com MN, sdao os que sao

primos tanto com M, quanto com N.

1ON. do Trad. Ver §132.
'""'N. do Trad. Se x ¢ um nimero primo, que ¢ primo com M, x ndo ¢ contido em M.
Mas, M ¢ o produto de todos os niimeros primos de 2 a p. Portanto, x > p.
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139. Antes, porém, mostramos > que, se os numeros M e
N forem primos entre si, entdo havera no intervalo 1 ... MN
tantos numeros primos com MN, quantas unidades sdo contidas
em mn; e esses numeros ocorrerdo em cada um dos referidos

agregados, Mn e Nm. (*)

(*) Notas do ilustre autor acrescentadas na margem.
Sobre o méximo divisor comum e como aché-lo. —
Se 4 e B sdo nimero primos, um multiplo de 4 pode
ser achado, que, dividido por B, deixa um dado
nimero C como resto. — Se os numeros forem
primos entre si, quaisquer poténcias deles serao
primos entre si. — Se 4 for primo com B, bem como
com C, entdo também sera primo com BC. — Se o
produto AB for divisivel pelo primo p, um dos dois
fatores sera divisivel por ele. — Se 4 ¢ B forem
primos entre si, poderdo ser achados nimeros m e n,
tais que fazem mA-nB = 1, ou qualquer outro

numero dado. — Se ¢ for o0 maximo fator comum dos

, ~ A B ~ . .
numeros 4 € B, entdo — e — serdo primos entre si.
4 4

— Se a, dividido por b, deixar o residuo r, entdo na

2 N. do Trad. Ver §133.
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dividido por nb deixard o residuo nr. — Se a,
dividido por b, deixar o residuo r, um fator comum
dos nuimeros a e b, se tiveram algum além da
unidade, também serd um fator do residuo r. — Por
sua vez, se b e r tiveram um fator comum, 0 mesmo
também sera um fator do proprio a. — Se a e b forem
nameros primos entre si com a > b, teremos a =
mb+p; mas b > p, assim, b = np+g com p > g e assim

por diante até¢ chegamos a unidade.
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Capitulo V

Sobre residuos surgidos por divisao

140. Se o nimero a nao for um multiplo do nimero b, o
primeiro nao ¢ divisivel pelo segundo e o excesso do numero a
sobre o maior multiplo de » menor que a ¢ chamado o residuo
resultando da divisdo. Assim, se tivermos a = mb+r, r sera o
residuo surgido da divisdo do niimero a por b.

141. Disto, fica claro que o residuo » sempre ¢ menor que
o namero b, ou seja, o divisor; pois, se fosse igual, isto &, r = b,
ao aumentar o indice da multiplicagdo, m, por uma unidade, a
seria um multiplo de b, ou seja, a = (m+1)b; e se tivéssemos r >
b, ao aumentar o indice m, o residuo seria reduzido abaixo de b.

142. Seja proposto, entdo, qualquer b como divisor; se o
dividendo a for um maultiplo desse b, o residuo serd = 0. Se,
porém, a ndo for um multiplo de b, o residuo serd ou 1, ou 2, ou
3, ou algum outro numero menor que b. Em consequéncia, a
quantidade de residuos que podem surgir ¢ b—1, ou ainda serd b
se o zero for contado.

143. Em relagdo a qualquer divisor b, portanto, todos os
numeros podem ser distribuidos em tantas classes, quantas
unidades sdo contidas em b. A primeira classe conterd, de fato,

todos os numeros que sdo multiplos de b, ou seja, os da forma
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mb; a segunda, os que, quando divididos por b, deixam o residuo
1; a terceira, os que deixam 2; a quarta, os que deixam 3; até,
finalmente, a Gltima, os que deixam b—1.

144. Assim, tomando 2 como o divisor, ha duas classes,
das quais a primeira contém numeros da forma 2m, enquanto a
segunda contém numeros da forma 2m+1. Os nameros da
primeira classe s3o chamados pares e os da segunda impares.

145. Se tomarmos trés como o divisor, todos os niimeros
serdo separados em trés classes: a primeira consistira de
nameros da forma 3m, a segunda de numeros da forma 3m+1 e a
terceira de nimeros da forma 3m+2.

146. Se o divisor for = 4, as quatro classes de todos os
numeros terdo as seguintes quatro formas: 1. 4m. II. 4m+1, IIL.
4m+2, IV. 4m+3, onde os numeros da primeira classe sdo
parmente pares,' enquanto os da terceira classe sdo imparmente
pares. A segunda e quarta mostram os numeros impares
subdivididos em duas classes.

147. De modo semelhante, o divisor 5 fornece as
seguintes cinco classes de numeros: 1. Sm, II. Sm+1, 1. Sm+2,
IV. 5m+3, V. Sm+4. O divisor 6 da as seguintes seis classes:

L. 6m, II. 6m+1, III. 6m+2, IV. 6m+3, V. 6m+4, V1. 6m+5,

e assim por diante para qualquer outro divisor.

'N. do Trad. Ver §109.
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148. Assim, todo numero pertencera a alguma
determinada classe, ou seja, tomara alguma determinada forma,

com respeito a qualquer divisor; isto pode ser feito em um

O~

numero infinito de maneiras, pois o numero de divisores
infinito.

149. Se, por exemplo, um numero for menor que o
divisor proposto, o proprio nimero pode ser considerado o
residuo, sendo desvanecido o indice do multiplo. Isto &, se
tivermos a < b, entdo teremos a = mb+a, sendo m = 0. O nimero
3, portanto, com respeito ao divisor 5, pertence a classe Sm+3.

150. Uma classe qualquer é composta de infinitos
numeros crescendo em progressao aritmética, sendo a diferenga
entre dois consecutivos igual ao divisor. Assim, em geral, se o
divisor é b e o residuo r, todos os numeros da classe mb+r sdo
exprimidos assim: r, b+r, 2b+r, 3b+r, 4b+r, Sb+r, etc. O termo
geral dessa progressao aritmética ¢ a propria formula mb+r, da
qual ela surge.

151. A formula mb+r pode, de fato, ser representada
assim: (m+1)b—b+r. Desta forma, o residuo positivo » deve ser
julgado equivalente a um residuo negativo, —(b—r); disto, fica
claro que a ideia de residuos se amplia para compreender os

nimeros negativos.
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152. Desta forma, send’o o divisor b = 2, a férmula para
os numeros impares, 2m+1, também pode ser representada como
2m—1; e se o divisor b ¢ = 3, a classe de numeros que deixam 2,
quando divididos por 3, ¢ também definida pela formula 3m—1.
Assim, todo nimero ¢ necessariamente contido em uma das trés
classes 3m, 3m+1 e 3m—1.

153. Por isto, se pretendermos admitir residuos

negativos, poderemos representar todas as formulas mbxr de tal

forma que o residuo » ndo excede a metade do divisor b. Pois, se

tivermos » > %b, tomaremos —(b—r) para r e obteremos b—r < %b.

154. De modo semelhante, visto que mb+tr = (m—
1)b+b+r, o residuo r ¢ equivalente ao residuo, tomando esse
palavra num sentido lato, b+r. Em geral, portanto, os residuos
(ainda usando a palavra nesse sentido lato) b+r, 2b+r, 3b+r, etc.
sdo equivalentes ao residuo propriamente dito, .

155. Sem duvida, entdo, sendo b o divisor, todo nimero,
mesmo que seja maior que b, pode ser considerado um residuo,
que sera reduzido ao residuo propriamente dito, subtraendo o
divisor b quantas vezes forem necessarias, e, admitindo valores
negativos, pode até ser reduzido abaixo da metade do préprio b.

156. Assim, sejam o divisor 6 e o residuo 16. Entdo esse

residuo impréprio serd reduzido ao residuo proprio 4, ou até ao
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residuo negativo -2, o que ¢ o mesmo de tomar como
equivalentes as formulas 6m+16, 6m+4 e 6m-2, pois todo
numero contido em uma é também contido nas outras.

157. Convém considerar mais propriedades notaveis
sobre residuos. Se o numero A, dividido por d, fornecer o
residuo o, também os numeros A+d, A+2d, A+3d, etc., deixardo
o mesmo residuo a. Mas, o nimero 4+1, dividido por d, dara o
residuo a+1 e, em geral, o nimero A+n dara o residuo a+n, que,
se isto exceder o divisor, sera reduzido a forma minima, por
subtrair d quantas vezes forem necessarias.

158. De modo semelhante, se, tomando d como o divisor,
o numero A produzir o residuo o, também os nimeros 4A—d, A—
2d, A-3d, etc., deixardo o mesmo residuo; mas, o nimero A4-—1
produzird o residuo o—1 e o nimero 4-n, o residuo o—n, que, se
isto for por acaso negativa, serd reduzido a um positivo por
somar o divisor d.

159. Tomando d como o divisor, se o numero 4 fornecer
o residuo oo € o nimero B o residuo 3, a soma desses nimeros

A+B deixaré o residuo a+B, que ¢ congruente” ao a+B—d, se, por

2 Para descrever essa relagio, Euler usa palavras que significam, no fundo,
concordancia entre os niimeros ou que sdo agradaveis umas aos outras. Aqui pela
primeira vez usa uma forma de “congruente” (congruere, ao pé de letra “correr
juntos”), que viria a ser o termo técnico para a referida relagéo.
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acaso, a+f > d. Disto, fica claro que, se tivermos a+f3 = d, entdo
A+B sera um multiplo do proprio d.

160. Dadas as mesmas convengdes, a diferenca dos
referidos numeros, A-B, deixara o residuo o—f3, ou a—+d, se,
por acaso, 3 > a. Em consequéncia, se tivermos o = 3, ou seja,
se os numeros A e B deixarem residuos iguais, entdo sua
diferenga sera divisivel pelo divisor d.

161. Tomando d como o divisor, se o numero 4 fornecer
o residuo a, seu duplo 24 dara 2a como residuo, ou entdo 20—d;
seu triplo 34 dara 3o como residuo, cuja forma minima, se o
mesmo for maior que d, serd ou 3a—d, ou 30—2d. E, em geral, o
residuo de um multiplo qualquer n4 serd na., ou seja, na—md.

162. Seja o divisor proposto = d. Se o nimero A4
corresponder ao residuo a e o nimero B ao residuo 3, o produto
AB produzira o residuo a3, o qual, se, por acaso, for maior que o
divisor d, sera reduzido para af—d, ou aff—md.

163. Pois, teremos 4 = md+a ¢ B = nd+p, o que faz com
que o produto seja

AB = mnd*+(mp+no)d+op
€, como suas primeiras partes sdo divisiveis por d, a ultima

parte, a3, pode ser considerada o residuo.
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164. Disto, concluimos que, se o numero 4, quando
divido por d, deixar o residuo o, seu quadrado 4> correspondera
ao residuo ocz, seu cubo A3, ao residuo oc3, € uma poténcia
qualquer A", ao residuo o, o que, feita a divisdo por d, sera
reduzido, por sua vez, a forma minima.

165. Em consequéncia, se o nimero A, quando dividido
por d, deixar um residuo = 1, todas as suas poténcias A% A%, 4%,
etc., quando divididas pelo mesmo d, também deixardo residuo
= 1. Mas, se o residuo do niamero 4 for —1, que € equivalente a
d-1, as poténcias pares Az, A4, A6, A8, etc., terao +1 como
residuo, enquanto as impares terdo —1.

166. Finalmente, deve ser observado que, se o nimero A4,
dividido por d, fornecer o residuo a, entdo 4—a serd divisivel
por d. Dai, visto que 4", dividido por d, da o residuo o, também

A"-o" sera divisivel por d.
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Capitulo VI

Sobre residuos surgidos da divisao de termos

em progressao aritmética

167. Vamos comegar por dividir a sequéncia dos
numeros naturais, cujos termos sao 1, 2, 3, 4, etc., por um
divisor qualquer d. Obtemos os residuos 1, 2, 3, 4, etc., até
chegamos ao termo d, cujo residuo ¢ = 0; os termos seguintes,
d+1, d+2, d+3, etc., repetem os residuos 1, 2, 3, efc., na mesma
ordem, até 2d, cujo residuo se anula de novo, e assim por diante.

168. Agora, seja proposta uma progressao aritmética
qualquer

a, atb, at2b, a+3b, at4b, a+5b, etc.,
cujos termos devem ser divididos pelo divisor d. E seja a o
residuo do primeiro termo, que s6 ocorrerd de novo quando
chegarmos ao termo a+nb, sendo a parte nb divisivel por d. Em
seguida, os residuos dos termos serdo repetidos na mesma

ordem como do inicio. (*)

* Escrito na margem. Esses residuos excedem pelo nimero a os residuos
surgidos da progressdo 0, b, 2b, 3b, 4b, etc.; consequentemente basta

desenvolver essa progressio.
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169. Sera imediatamente claro, em primeiro lugar, que
ndo ¢ possivel ter mais residuos distintos do que o niimero de
unidades contidas no divisor d. Em consequéncia, se, do inicio
até um certo ponto, esse tanto de residuos diferentes foram
produzidos, ¢ necessario que esses se  repitam
subsequentemente. Ainda mais, o termo a+db, cujo indice' &
d+1, sempre fornecerd o mesmo residuo que o primeiro termo,
a.

170. Se a diferenca b da progressao for fator do divisor d,
ou se b e d tiveram pelo menos um fator comum ¢, de modo que
b = Be e d = Do, entdo, antes de chegar ao termo a+db, o
primeiro residuo a sera repetido; isto acontece, decerto, para o
termo a+Db (cujo indice € D+1), pois Db = BDo = Bd ¢
divisivel por d.

171. Assim, convém distinguir dois casos: um, em que o
divisor d e a diferenca® b da progressdo sio numeros primos
entre si, 0 outro, em que sao niumeros compostos entre si, isto &,
eles tém algum fator comum além da unidade.

172. Se o divisor d e a diferenca b da progressdo forem

primos entre si, o primeiro residuo a nao sera repetido antes do

"'N. do Trad. Aqui o indice indica a posigdo do elemento dentro da progressdo. Assim,
a+db & o (d+1)-ésimo termo da progressdo a, a+b, a+2b, ...

2 N. do Trad. O texto original tem “e a diferenga ¢”. Na tradugdo, porém, mantivemos
a notaclo estabelecida nos paragrafos anteriores.
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termo a+bd; pois, se fosse repetido para um determinado termo
anterior, digamos a+(d-n)b, entdo (d-n)b e, logo, nb, seria
divisivel por d, e, portanto, também” 7, o que ¢ absurdo.

173. Para determinar os residuos, portanto, deve-se
considerar os termos da progressao do primeiro, a, até¢ a+(d—1)b;
teremos entdo d termos, que podem ser representados, dispostos

P . .4
em ordem, com seus residuos, da seguinte maneira™:

Indices: 1, 2, 3, 4, 5, d
Progressdo: a, atb, a+2b, at3b, atdb,........ at+(d-1)b
Residuos: o, B, v, 0, g, A

174. Primeiro, entdo, observamos que esses residuos,
cuja quantidade ¢ = d, sao todos distintos. Pois, do mesmo modo
em que foi mostrado® que o primeiro, a, ndo ocorre mais do que
uma vez, mostra-se que o segundo 3 esta presente somente uma
vez. Pois, se 0 mesmo residuo surgisse no termo a+nb, onde n <
d, a diferenga (n—1)b dos termos e, portanto, n—1 seriam
divisiveis por d, o que € absurdo.

175. Visto, entdo, que todos os residuos a, 3, v, 0, €, ..., A
sdo distintos e que sua quantidade ¢ = d, todos os numeros
menores que d, incluindo o zero, ocorrem entre os residuos, isto
¢, os numeros 0, 1, 2, 3, ..., (d-1) ocorrem, e sua quantidade ¢é
justamente = d.

*N. do Trad. Isto é, n também seria divisivel por d, mas, por hipétese, 0 < n < d.

4 N. do Trad. No presente parigrafo Euler generaliza pela primeira vez, adotando o
simbolo a para o residuo de a. Claramente, a. = a, sempre que 0 < a <d e, sendo, o =
a (mod d).

5N. do Trad. Em §172.

141



176. Para essa razdo, se r for um numero qualquer,
menor que o divisor d, entdo certamente terd um termo da
progressdo, a+nb, sendo n < d, o qual, quando dividido por d,
deixa o residuo ». Ainda mais, tomando » = 0, havera algum
termo, a+nb, do referido tipo, que ¢ divisivel por d.

177. Se o termo atnd fornecer o residuo r, entdo atnb—r
sera divisivel por d. Assim, se b e d s3o nlimeros primos entre si
e a—r denotar um niimero qualquer, sempre terd um namero 7,
menor que d, tal que o nimero a—r+nb seja divisivel por d.

178. Seja atmb, com m < d, o termo divisivel por d.
Entdo, o termo seguinte, a+(m+1)b, tera b como residuo e o
precedente, a+(m—1)b, tera —b, ou, d—b. Seja, em seguida, o
termo a+nb o que, quando dividido por d, deixa a unidade.
Entdo, o numero (n—m)b, obtido pela diferenca entre esses,
também deixa a unidade.®

179. Ponhamos n—m = p, de tal forma que o nimero pb,
divido por d, deixa a unidade, onde o termo a+mb ¢ o termo que
¢ divisivel por d. Assim, o termo a+(m+p)b deixa residuo = 1, o
termo a+(m+2p)b, residuo = 2, o termo a-+(m+3p)b, residuo = 3

e, em geral, o termo a+(m+np)b, residuo = n.

®N. do Trad. Ver §159 e §160.
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180. Se m+np for maior que o divisor d, isto sera
subtraido tantas vezes até chegar a um nimero k < d; o termo
a+kb, dividido por d, deixaré residuo = n.

181. Assim, sera bastante facil determinar os termos que
deixam um dado residuo, uma vez que o produto pb, que deixa a
unidade quando dividido por d, for conhecido. Como o primeiro

termo a deixa o residuo o, o termo a+npb deixa o residuo a+n.

182. Se, portanto, o dado residuo for = r, ponhamos o+n
=r, e, visto que n = r—a, sendo p conhecido, o termo fornecendo
o residuo r serd at+(r—a)pb; ou, de forma mais geral, a+((r—
o)ptud)b, onde p pode ser tomado de tal forma a fazer (r—
o)ptud <d.

183. Tudo ¢, portanto, reduzido a achar um maultiplo pb
do nimero b, que, quando dividido por d, deixa a unidade como
residuo. Como pb—1 ¢ divisivel por d, pomos pb—1 = gd ¢
procuramos nimeros p ¢ g que satisfazem’ a equacio pb—qgd = 1.
Ainda mais, sempre podemos fazer p menor que d.

184. E frequentemente mais facil achar um produto b
que, quando dividido por d, deixa residuo d—1, ou seja, —1; entdo
o produto (d-m)b fornecera o residuo = +1 e, como © ¢
conhecido, devemos fazer p = d-m. Entdo, o termo a+((o—

r)yntud)b deixard r, o residuo procurado.

" N. do Trad. Isto é sempre possivel, como Euler observou nas notas (*) depois de
§139. Observe também que, se p > d, pomos, como sempre p' = p—kd; entdo, para g' =
q—kb, teremos p'b—q'd = pb—qd =1, com p' <d.
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185. Consideremos agora residuos que surgem quando a
diferenca b da progressao e o divisor d ndo sdo nimeros primos
inter si. Como ja vimos®, se o fator comum seja @, de tal modo
que b = Bp e d = Do, o termo a+Db fornece o mesmo residuo
que o primeiro, a.

186. Para essa razao, se ¢ for o maximo fator comum dos
numeros b e d, visto que o primeiro residuo a, ou o, aparecera
de novo no termo a+Db, s6 terd lugar para D residuos distintos;
assim, nem todos os numeros menores que o divisor d ocorrerdo
entre os residuos.

187. Para examinar esses residuos de forma mais facil,

pomos a = 0. Os termos da progressdo, com seus residuos serao:

Indices: I 2 3 4 D
Termos: 0, B, 2B¢, 3Bo, ..., (D-1)Bo
Residuos: 0, Bo, yo, do, AP

e ¢ claro que, se esses termos forem divididos por d = D¢, os
residuos serdo divisiveis por .

188. Pois, se mB fornecer o residuo » quando dividido
por D, teremos mB = nD+r e, assim, mB¢ = nDo+re. Em
consequéncia, se mBo for dividido por Do = d, o residuo sera

r@, um multiplo do proprio ¢. Portanto, como todos os nimeros

$N. do Trad. Em §170.
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menores que D sdo produzidos® para r, e como todos os
multiplos de ¢, que ndo superam o divisor d = D@, devem
ocorrer entre esses residuos, sua quantidade ¢ certamente = D.

189. Se somarmos a cada termo o numero a, Seus
diversos residuos serdo aumentados pela mesma quantidade;
assim, sendo b = B e d = D, teremos:

Indices: 1 2 3 4 5 D
Termos: a, at+b, a+2b, a+3b, at4b, ..., at(D-1)b
Residuos: a, at+Bo, atyp, a+tdp, ateo, atio

onde a sequéncia B, y, O, €, ..., A contém todos os niimeros
menores que D.

190. Nesse caso, portanto, serdo excluidos da sequéncia
de residuos todos os numeros, que, diminuidos por @, ndo sdo
divisiveis por ¢ (o maximo divisor comum entre a diferenca b e
o divisor d).

191. Como os numeros B e D sdo primos entre si,
podemos achar um multiplo do primeiro, digamos mB, tal que,
quando dividido por D, deixa um dado residuo r. Desta forma, o
termo a+mB¢@ da nossa progressdo, ou seja, o termo a+mb,
dividido por D¢ = d, deixa o residuo a+ro. (*)

(*) Escrito na margem: Método de determinar uma formula ax+b que seja

divisivel pelo dado numero d.

?N. do Trad. Observe que B e D sdo primos entre si.
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Capitulo VII

Sobre residuos surgidos da divisao de termos

em progressao geométrica

192. Em geral, representamos uma progressao

> etc. Quando os

geométrica assim: a, ab, abz, ab3, ab4, ab
referidos termos sdo divididos por um numero d qualquer,
deixando residuos, é facil calcular os mesmos dos residuos da
progressao 1, b, bz, b’ , etc., multiplicando estes por a.

193. Assim, estamos conduzidos a uma investigacdo de
residuos de poténcias puras, isto é, queremos determinar o
residuo deixado por um poténcia qualquer 4", quando dividido
por um dado nimero d. Aqui, de fato, convém distinguir dois
casos, 0s em que 0s numeros b € d sao ou primos, ou compostos,
entre si.

194. Sejam b = pp e d = g e vamos procurar o residuo
que surge de p"¢"', quando divido por g. O mesmo,
multiplicado por ¢, dard o residuo que surge da divisao do
namero p"@" por g e, desse modo, o problema € reduzido a
divisdo da poténcia b" por d, onde b ¢ d sdo primos entre si.

195. Sejam, entdo, b e d numeros primos entre si; 0s
residuos resultando da divisdo das poténcias de b sdo indicados

da seguinte maneira:
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Poténcias: 1, b, b°, b, b, b°, B°, b, etc.
Residuos: 1,a, B, v, 0, & (&, n, etc,
todos dos quais serdo também primos com o divisor' d, pois d &
primo com todas as poténcias de b.

196. Visto que todos os referidos residuos 1, a, B, v, 9,
etc. sao menores que d, todos nao podem ser distintos. Na
verdade, se u seja a quantidade de nimeros que sao primos com
d e também menores que ele, ndo ¢ possivel ter mais residuos
distintos que p contém de unidades. >

197. Portanto, como h4 infinitas® poténcias que fornecem
o mesmo residuo, supondo que b” ¢ b"™ dio o mesmo residuo,
a diferenca entre essas duas poténcias b "-b" = b"(b"-1) sera
divisivel por d. Mas, visto que b" € primo com d, segue que b"-1
¢ divisivel por d, ou seja, a poténcia b" da residuo = 1.

198. Porque ndo poder haver mais do que p residuos
distintos, se a progressdo for continuada até o termo 5", o qual é
o termo de numero = p+1, pelo menos um residuo ocorrerd duas

vezes e, como aconteceu no caso anterior, antes que m+n supera

'N. do Trad. Seja b" = gd+r. Se ald e al r, entdo al gd+r, ou seja al b", 0 que
contradiz a hipotese de que (b, d) =1 (ver §164).

2 N. do Trad. Visto que os residuos tém de ser primos com o divisor d (§95).

3 N. do Trad. Ha um némero infinito de poténcias b*, mas apenas um niimero finito ()
de residuos. Portanto, pelo menos um residuo deve ocorrer um nuimero infinito de
vezes.
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i, chegamos®* a um ponto em que a poténcia 4" dara o residuo =
1, de modo que 7 ndo supera L.

199. Seja b" o menor, depois da préopria unidade,
poténcia que deixa a unidade quando dividida por d. Entdo as

+1 +2 +3 5
BT, BT ete., fornecerdo os mesmos

proximas poténcias, b
residuos que as poténcias iniciais, b, bz, b’ , etc., até chegamos a
potencia bzn, que deixard, mais uma vez, a unidade como
residuo.

200. Como, ao percorrer do inicio por passos de b", os
mesmos residuos se repetem, nao somente acontece que todas as
poténcias b°, b", b*", b*", b*", etc. deixam o mesmo residuo 1,
mas também b', ", ¥ B B erc., tém os mesmos

+ 2+ 3n+ .
b b b ete., deixam

residuos e, ainda mais, b”,
residuos iguais quando divididas por d.

201. Pondo, entdo, b" para a menor poténcia que deixa a
unidade como residuo, de modo que »n ndo excede p, a
quantidade de nimeros menores que o proprio d e primos com
ele, todas as poténcias precedentes, 1, b, bz, b3, e b”_l,

fornecerdo residuos distintos, que se repetem em seguida na

*N. do Trad. O texto ndo é inteiramente claro, mas o sentido parece ser algo como o
seguinte. Seja r o residuo do termo b*; visto que esse residuo é repetido, r € também o
residuo de algum termo anterior, ". Pondo p = m+n o residuo de »" é 1 (pelo
argumento do paragrafo anterior) e n claramente ndo ¢ maior que p. Observe que,
embora o residuo de b" seja necessariamente repetido, ndo ¢é necessariamente o
primeiro residuo repetido.
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mesma ordem. Pois, se dois deles fossem iguais, teriamos um
valor menor para n, contra a hipdtese.

202. Quando, portanto, todos os nimeros que sdo primos
com o divisor d e menores que ele, cuja quantidade ¢ p,
ocorrerem entre os residuos, teremos n = p e b*~1 sera divisivel
por d. No entanto, se nem todos 0os nimeros que sdo primos com
d ocorrerem entre os residuos, sera necessario que seja n < .
Mostraremos que, neste caso, n ¢ uma parte aliquota de p.

203. Se nem todos os nimeros que sao primos com d e
menores que ele, cuja quantidade ¢ = p, ocorrerem entre os
residuos, cuja quantidade ¢ = n, chamarei os, que sao excluidos
da classe dos residuos, pelo nome de ndo-residuos e, assim, a
quantidade de residuos n, junto com a quantidade de nao-
residuos, devem exaurir o nimero L.

204. Se os numeros 7 e s ocorrerem na sequéncia de
residuos 1, a, B, v, etc., 0 numero rs também nela ocorrera, ou
seja, o residuo correspondendo ao mesmo. Pois’, se os residuos
r e s corresponderem as poténcias b° e b°, o residuo rs
correspondera a poténcia b°'°. Assim, o numero Ys® ocorrera
entre os residuos, qualquer que seja a maneira em que OS

expoentes f e g sao tomados.

5 N. do Trad. Ver §159. Em geral, a aritmética elementar de residuos é abordada em
Capitulo 5.
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205. Por sua vez, se a poténcia b” fornecer o residuo » € a
poténcia b°'° o residuo rs, ou rs—Ad, entdo a poténcia b°
produzira o residuo s. Pois, o produto b°s produzira o residuo rs,
0 mesmo que a poténcia b°'%; desta forma, a diferenga b* °—bPs
= bP(b°—s) sera divisivel por d. Em consequéncia, visto que b° é
primo com d, é necessario que h°—s seja divisivel por d e, assim,
a poténcia b° corresponde ao residuo s.

206. Se, portanto, os nimeros ¢ s sao achados entre os
residuos, ¢ certo que o niimero s também sera achado entre eles.
Mas, se a sequéncia dos residuos 1, a, B, v, d, etc., cuja
quantidade ¢ = n, ndo completar todos os numeros menores que
d e primos com ele, cuja quantidade ¢ = p, havera um deles, ou
talvez mais, que deve pertencer a classe dos ndo-residuos.

207. Seja x um nao-residuo; entdo ¢ claro que os
numeros o, Bx, yx, Ox, etc., serdo achados entre os nao-
residuos, pois se ox fosse achado entre os residuos, visto que o
esta entre eles, x também deveria ser achado entre os mesmos,
contra a hipotese. Da existéncia de um Unico ndo-residuo,
portanto, segue necessariamente que existem tantos nao-residuos

quantos residuos6, a saber, n. Pois esses nao-residuos sdao todos

® N. do Trad. Como sera evidente a partir dos proximos parigrafos, nio devemos
conceber isto como afirmando que ha exatamente tantos ndo-residuos quanto residuos,
mas que ha pelo menos tantos nido-residuos quanto residuos.
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distintos, exatamente como os residuos 1, a, B, y, O, etc.; se
houvesse dois daqueles iguais, entdo haveria dois destes iguais’,

o que ¢ absurdo. (*)

(*) Escrito na margem: Sejam x e y nao-residuos. Entdo, y = o € xy = owx;

se o numero de ndo-residuos = o numero de residuos, deve ser

demonstrado que xx € contido entre os residuos.

208. Seguramente, portanto, » < u € ha no minimo z nao-
residuos; quando esses completar o todo, haverd tantos nao-
residuos quanto residuos®, numerando n+n, que é igual a p. Em
consequéncia, n = <; assim, se n < W, ndo ¢é possivel que n supera
metade do numero L.

209. Se nem todos os nao-residuos ocorrerem entre os ja
exibidos, x, o, PBx, yx, etc., seja y um numero < d € primo com
ele, que ndo ¢ achado entre esses ndo-residuos, nem entre os
residuos. Entdo, de forma semelhante, os numeros ay, By, vy,
etc., que sio diferentes dos precedentes’, devem pertencer aos

nao-residuos, ¢ assim, teremos mais z nao-residuos.

" N. do Trad. Claramente 0 ndo pode ser um residuo, pois, sendo, teriamos d|b*, para
algum £.

¥ N. do Trad. Aqui ha exatamente tantos ndo-residuos quanto residuos.

° N. do Trad. Como Euler mencionard em §242, cada residuo tem uma inversa entre
os residuos. E facil ver isto, pois os n produtos aa, af, oy, efc. sdo todos distintos (e 1
sempre ¢ um residuo); portanto, um destes € 1. Assim, se oy = fx, ao multiplicar pela
inversa, teremos y = yx, para algum residuo v, contra a hipdtese.
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210. Se esses dois tipos ainda ndo exaurirem todos os
ndo-residuos, haveréd outro tipo, igualmente contendo n termos,
ou talvez ainda mais contendo o mesmo numero de termos;
desta forma, concluimos que o nimero de todos os ndo-residuos,
a nao ser que nao houver qualquer um, serd igual ou a n, ou seu
duplo, ou seu triplo, ou, em geral, um multiplo qualquer.

211. Como, entdo, todos os nao-residuos, juntos com os
residuos, devem exaurir a quantidade de todos os numeros
menores que o divisor d e primo com ele, teremos ou que n = L,
ou 2n =y, ou 3n = p, efc., de tal forma que o expoente'® n é
sempre uma parte aliquota do nlimero p.

212. Mas, se b e d forem niimeros primos entre si, € L
denotar a quantidade de todos os nimeros que sdo primos com d
e menores que ele e, ainda, " for a minima poténcia, depois do
caso n = 0, que, dividido por d, deixa a unidade, entdo teremos
que ou n = W, ou n serd igual a alguma parte aliquota de p, de tal

forma que teremos n = £, sendo m algum divisor do proprio .
m

213. Como se sabe'' que, além da poténcia 5", todos

esses b, b>", b*", etc. tém a unidade como residuo, a poténcia

10N, do Trad. Isto ¢, fator.
"'N. do Trad. Ver §199 e §200.
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b™ = b* sempre deixaré a unidade quando dividido por d. Dai, '
quando b ¢ d forem numeros primos entre si, a formula b"-1
sempre sera divisivel pelo numero d.

214. Ainda mais, se ¢ e d forem nimeros primos entre si,
visto que ¢"-1 admite a divisdo por d, a diferenga entre essas
formulas, b*—c", sempre sera divisivel pelo niimero d, uma vez
que cada um dos nimeros b e ¢ seja primo com d.

215. Se tomarmos para d o niimero primo p, teremos | =
p—1 e, entdo, a formula »'—1 sempre sera divisivel por p,
exceto quando o numero b for um multiplo do proprio p.
Também pode acontecer, no entanto, que a forma mais simples
b"" admite a divisdo por p, onde, porém, é necessario requerer
que o expoente n seja uma parte aliquota de p—1.

216. Se o divisor for d = pq, sendo p e g numeros primos
distintos € b ndo conter esses numeros, entdo, porque L = (p—
1)(g-1), a formula b7V _1 sera divisivel por d.

217. E, sendo p, ¢, r, s, nimeros primos distintos, se

M55, com b um niimero qualquer primo com d,

tivermos d = p’q
posto que

m=p""(p-Dg" (g-1)r ' (=1)s" '(s-1),

2N. do Trad. Este resultado ¢ chamado, hoje em dia, o Teorema de Euler; é uma
generalizagdo do Pequeno Teorema de Fermat: para p primo, p divide a’—a.
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a forma b"-1 sempre sera divisivel por d; as vezes, pode
acontecer que uma férmula mais simples "1, sendo n alguma
parte aliquota do proprio m, sera divisivel.

218. Mas, vamos voltar para o divisor geral d, e seja i a
quantidade de numeros menores que d e primos com ele; ainda
mais, tomemos por b um niamero qualquer primo com d, ¢ seja
b" a menor poténcia do mesmo que, dividido por d, deixa a

unidade. Vimos, entdo, que ¢ necessario que ou n = [, ou n =
1 1 1 1 .
S M, 0Un = 2|, 0un = o, 0un = _ |, uma Vez que j admita

tais partes aliquotas. Convém investigar esses casos com mais
cuidado.

219. Poderemos até conjeturar que esses casos dependam
da natureza do nimero b, de tal forma que, para um dado divisor

d, certos nimeros tomados por b fornecerdo n = W, outros n =

%p, outros n = %u, outros n = %u, ou até partes aliquotas ainda

menores de L.

220. Ora, seja n qualquer parte aliquota de u; se as duas
poténcias b" e ¢" deixarem a unidade, entdo sua composta (be)"
deixara a unidade. Ainda mais, é claro que a poténcia (b+Ad)",

dividida por d, deixara a unidade.

3'N. do Trad. Observe que nesse paragrafo, Euler usa m no lugar de p, pois p é usado
como um dos expoentes.
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221. Como a poténcia b" sempre deixa a unidade,

1
y . H .
procuramos numeros, tomados para b, para os quais b2 deixa a

unidade, em qual caso ¢é necessario, antes de tudo, que p seja um
numero par, que de fato sempre acontece exceto quando d = 2.

222. Se tomarmos b = ee, onde e seja primo com d, €

1
—u . . )
certo que »2° = " deixa a unidade, que também acontece quando

. 14
b = eet)\d. Nimeros menores , a serem tomados por b, portanto,
sao residuos que resultam da divisao de numeros quadrados por d,

sob a condi¢do que o quadrado seja primo com d.

1
223. De modo semelhante, a poténcia bgy, dividida por

d, deixara a unidade, se tivermos b = e ou, em geral, se b =
¢*+)\.d. Portanto, valores menores apropriados de b sio residuos,
que surgem da divisdo por d de cubos, primos com d. E
evidente, no entanto, que isto ndo pode acontecer, a ndo ser que

u seja divisivel por 3.

''N. do Trad. A redagio de Euler neste, e nos proximos trés, paragrafos nio parece
muito feliz. Em §219, ele conjecturou que, para qualquer parte aliquota v de p, havera
algum b tal que b deixa a unidade quando dividido por d (ou seja, b” = 1 (mod d)).
Nos referidos paragrafos, exibiu um procedimento que comprova a conjectura.
Exemplificamos com d = 9 (ver §233). Entdio, i = 6 e, em consequéncia, 5° = 1 (mod
9). Mas, u = 2x3 e, assim, consideramos que 5° e 5°, que deixam restos de 7 ¢ 8. Mas,
de fato, 7° ¢ 8% deixam a unidade como resto quando dividido por 9 (ou seja, 7 =1e
82 =1 (mod 9)). Observe que, 4° também deixa a unidade como resto quando dividido
por 9; fazendo 4°, achamos que isto ja deixa a unidade sob as referidas condigdes (ou
seja, 4°=4° =1 (mod 9)).
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1
224. Seja p divisivel por 4. Entdo a poténcia p",
dividida por d, deixara a unidade, se tivermos b = e4, ou em
geral b = e*Ad. Assim, niimeros menores sdo residuos, que
surgem da divisdao de biquadraticos por d, isto ¢, devem ser
tomados apenas os biquadraticos que sdo primos com d.

225. Em geral, portanto, se o nimero p for divisivel por
ﬁ
v, a poténcia b v, dividida por d, deixara a unidade se tomarmos

b =¢’, ou até e"tAd, de forma que, numeros apropriados, a
serem substituidos por b, sdo residuos, que surgem da divisao
por d de poténcias de ordem v, sendo essas poténcias primas
com d.

226. Basta, portanto, tomar por » 0s numeros menores
que d, que sao primos com ele. Sendo a unidade tomada por b,
todos os residuos serdo iguais a unidade, de modo que nesse

caso sempre temos n = 1, ou seja, n = £ S6 resta um caso
)7
como este, quando tomarmos o divisor d = 2, pois isto, decerto,
faz com que pn = 1.
227. Seja o divisor d = 3. Entdo, teremos p = 2, e além

do caso b =1, para o qual n = 1, teremos o caso b = 2, em que
surge a seguinte progressao geométrica com seus residuos:

Progr. geom. 1, 2, 22, 23, 24, etc, onde temosn =2,
Residuos 1, 2,1, 2, 1, etc., ouseja,n=.

228. Seja o divisor d = 4. Entdo, teremos n = 2, e além

docasob=1,paraoqualn=1= %u, teremos o caso b = 3.

Progr. geom. 1, 3, 32, 33, 34, etc, aquitemosn=2=u
Residuos 1,3, 1, 3, 1, etc.
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229. Seja o divisor d = 5. Entdo, p = 4 e teremos os

seguintes casos

b=1 h=2 b=3
Progr. geom. 1,1, 1,2,222°2% 1,3,3%3°3*
Residuos 1,1, 1243, 1 1,34,2,1

n=1 n=4 n=4

b=4
1,4, 4°
1,4, 1
n=2

em dois desses casos, portanto, temos # =4, num n = 2 ¢ num n

=1.
230. Seja o divisor d = 6. Entdo, n = 2 e teremos dois
casos
b=1 b=5
Progr. geom. 1, 1, 1, 5, 52
Residuos 1, 1, 1, 5, 1
n=1 n=>2

231. Seja o divisor d = 7. Entdao, u = 6

mesmo numero de casos

b=1 b=2 b=3
Progr. geom. 1,1, 1,2,2°2°% 1,3,3%3°3% 3°3°
Residuos 1,1, 1,2,4,1 13,2,6,4, 5,1
n=1 n=3 n==6
b=5
Progr. geom. 1, 5, 5%, 5°, 5% 5°, 5°
Residuos 1, 5 4, 6, 2, 3 1,
n==6
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h=4

1,44 4°
1,4,2,1

n=3

b=6
1, 6, 6
1, 6, 1
n=2



232. Seja o divisor d = 8. Entdo, teremos p = 4 ¢ o

mesmo numero de casos

b=1 b=3 b=5 b=17
Progr. geom. 1,1, 1, 3, 32 1, 5, 52 1, 7, 7?
Residuos 1,1, 1, 3, 1 I, 5 1 , 7, 1

n=1 n=2 n=>2 n=>2

ndo temos, portanto, caso algum em que n = p, mas em trés

casoan%uenung%u.

233. Seja o divisor d = 9. Entdo, p = 6 e teremos o

mesmo numero de casos

b=1 bh=2 b=4
Progr. geom. 1,1, 1,2,2%2° 2% 2°2°0 1,44%4°
Residuos 1,1, 1, 2, 4, 8, 7,5, 1 1,4,7,1
n=1 n==6 n=3
b=5 b=17 bh=8
Progr. geom. 1,5,5% 5%,5%5°, 5% 17,757, 18,8’
Residuos 1,5,7,8, 4, 2, 1 1,7,41 1

,8, 1
n==6 n=3 n=>2
234. Seja o divisor d = 10. Entdo, p=4

b=1 b=3 b=17 h=9
Progr. geom. 1, 1, 1,3,3%,3°3* 1,7.727°,7" 19,9
Residuos 1,1, 1,3,9,7,1 1,7,9, 3,1 1,9,1
n=1 n=4 n=4 n=2

235. Seja o divisor d = 11. Entdo, p = 10 e teremos o
mesmo nimero de casos
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b=1 h=2 b=3
Progr. geom. 1,1, 1,2,2%,2%2%2° 262728 29710 1 332 3% 34 3°
Residuos 1,1, 1,2,4,8,5,109, 7,3,6, 1 1,3,9, 5, 4,1
n=1 n=10 n=>5
b=4 b=5
Progr. geom. 1,4,4°% 4° 4% 4° 1, 5, 5%, 5%, 5% 5°
Residuos 1,4,5, 9,3, 1 1,53, 4 9 1
n=>5 n=>5
b=6 b=17

Progr. geom. 1,6,6%.6°,6",6°,6°,6",6°.6°,6' 1,7,7%,7°,7*,7°,7°7" 78, 7°, 7"
Residuos  1,6,3,7, 9,10,5,8,4, 2, 1 1,75 2 3,10,4,6,9 8, 1
n=10 n=10

b=38
, 8’ 82’ 83’ 84’ 85, 86’ 87’ 88, 89, 810

Progr. geom. 1
Residuos 1, 8, 9, 6, 4,10, 3, 2, 5 7, 1
n=10
h=9 b=10
Progr. geom. 1, 9, 9%, 9°, 9% 9° 1, 10, 10°
Residuos 1, 9, 4, 3, 5, 1 1, 10, 1
n=>5 n=2

236. Seja o divisor d = 12. Entdo, teremos p =4 e o

mesmo nimero de casos
b=1 b=5 b=17 b=11

Progr. geom. 1, 1, 1,5 5 1, 7, 77 1, 11, 11?
Residuos 1, 1, 1, 5, 1 1, 7, 1, 1, 11, 1
n=1 n=2 n=2 n=

aqui, portanto, sempre temos n < p, a saber, em trés casos n =

1 1
—uenumnsz= —|l.
K i
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237. Seja o divisor d = 13. Entdo, teremos p = 12, e, para
a menor poténcia b" que, dividida por 13, deixa a unidade,

acharemos que

seb=1, 2, 3
n=1, 12, 3,

238. Do mesmo modo em que, sempre que seja b = 1,
temos n = 1 qualquer que seja o divisor d, assim também,
tomando b = d—1, temos n = 2, ou seja, (d—l)z, dividido por d,
deixa a unidade, o que nunca acontece para a primeira poténcia.
Sobre os outros valores assumidos por b, porém, ¢ dificil julgar.

239. Visto que a poténcia (kd+1)", dividida por d, deixa
1, se tivermos kd+1 = bc e a poténcia b", dividido por d, também
deixar a unidade, entdo ainda a poténcia ¢" deixard a unidade.
Pois, como b" deixa 1, o produto b"c" deixard ¢”, mas, por
hipotese, b"c" deixa 1; logo, ¢" serd equivalente a unidade no
valor do seu residuo, ou seja, ¢", dividido por d, deixara a
unidade.

240. Para essa razdo'’, se b" for a menor poténcia
deixando a unidade quando dividida por d, e sendo bc = kd+1,
entdo a menor poténcia de ¢ deixando a unidade sera ou ¢", ou
at¢ uma menor, sendo seu expoente uma parte aliquota de n.

Contudo, se uma poténcia menor desse ¢ deixar a unidade,

n

digamos ¢V, entdo a mesma poténcia de b deixard a unidade,

que, porém, ¢ contra a hipotese; segue que, se b" for a menor

S'N. do Trad. Observe que, em §239, (kd+1)" = 1 (mod d) para todo n (natural).
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poténcia deixando a unidade, também ¢" sera a menor poténcia

deixando 1.
241. Assim, pondo d = 13, visto que 5 é a menor

poténcia deixando a unidade, se tivermos 5¢ = 13k+1, ¢* também
sera a menor poténcia deixando a unidade. Na verdade, para fazer
13k+1 divisivel por 5, devemos fazer k = 5A-2, e teremos ¢ =
13A-5, cujo valor minimo é ¢ = 8§, e teremos '° que 8* ¢ a menor
poténcia deixando a unidade quando dividido por 13.

242. Ora, qualquer que seja o nimero b, menor que d €
primo com ele, sempre hd um ntimero ¢, também menor que d ¢
primo com ele, tal que bc = kd+1, e ndo mais. Pois se houvesse
dois, tais que tanto bc = kd+1, quanto be = Id+1, teriamos bc—be
= b(c—e) ¢ divisivel por d e, em consequéncia, porque b e d sdo
primos entre si, c—e seria divisivel por d; no entanto, como c € e
sd30 menores que d, isto ndo ¢ possivel, a ndo ser que tivermos e
= c¢. Pode acontecer, porém, que ¢ = b, que sempre ocorre se

tivermosou b =1 ou b =d-1.

1 N. do Trad. Ver §237.
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Capitulo VIII

Sobre poténcias de niimeros que, quando divididos
por nimeros primos, deixam a unidade

243. Qualquer que seja o residuo deixado pela poténcia
a", quando dividida por d, o mesmo sera deixado por todas as
poténcias (a+Ad)" com o mesmo expoente; de fato, se n for um
nimero par, a poténcia (Ad—a)" também deixard o mesmo
residuo, o que nos leva a retomar a investigacdo dos residuos
dos numeros a, menores que o divisor d.

244. Seja, entdo, o divisor d um nimero primo qualquer
e, visto que ndo ha dificuldade alguma para dois, ponhamos d =
2p+1 e, assim, 2p sera a quantidade de nimeros menores que d e
primos com ele. Se a for um nimero qualquer primo com d, o
que faz com que a¢ ndo ¢ um multiplo de d, vimos' que a
poténcia ¢, dividido por d = 2p+1, sempre deixar4 a unidade.

245. Frequentemente acontece, porém, que uma poténcia
menor a", sendo n < 2p, deixa a unidade quando divido por d =
2p~+1; nesse caso, 0 expoente n € certamente uma parte aliquota2
de 2p. Quando isto acontece, portanto, ndo somente a formula
a”’~1, mas também a formula a"—1, sera divisivel pelo nimero

primo 2p+1.

'N. do Trad. Em §213.
2N. do Trad. Ver §211.
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246. Mas, se a formula a"—1 for divisivel pelo numero
primo 2p+1, também a formula ¢™'-1 sera divisivel; em
consequéncia, visto que a formula a®—1 & seguramente divisivel
por 2p+1, a diferenca a™—a*, ou seja a”(a™ *’-1), também
sera divisivel. Mas, visto que o fator ¢ ndo admite a referida
divisdo, o outro fator, @™ -1, serd necessariamente divisivel,
qualquer que seja o nimero tomado para m.

247. Seja A o maximo divisor comum dos niimeros n €
2p. Se a férmula a"-1 for divisivel pelo nimero primo 2p+1,
entdo a formula o1 também serd divisivel por 2p+1. Pois,
sejam n = oA € 2p = BA, onde a e B sdo numeros primos entre si,
e, visto que tanto a*—1 quanto a"-1 sdo multiplos de 2p+1, as
formulas ¢"—1 ¢ a"P—1 também serdo multiplos. Mas, visto

que a ¢ B sdo numeros primos entre si, L € v podem ser

VBATA _vBA

encontrados” tais que po = vB+1; sua diferenca serd a a
= avm(ax—l) e, visto que a mesma ¢ divisivel por 2p+1, ¢é
necessario que a'—1 seja divisivel por 2p+1.

248. Se, portanto”, n seja um numero primo com 2p, a

forma a"-1 ndo pode ser divisivel pelo nimero primo 2p+1,

exceto no caso que a—1 seja divisivel por ele. Desta forma, se a—1

> N. do Trad. Isto ¢ observado na margem do Capitulo IV. E facil encontrar uma
combinagdo linear de dois numeros igual ao seu MDC através do Algoritmo de
Euclides.

4N. do Trad. Visto que n e 2p sdo primos entre se, o valor de A, em §247, seré 1.
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ndo for um multiplo do niimero primo 2p+1, a formula a"-1 ndo é
divisivel por esse primo, a ndo ser que n € 2p sejam numeros
compostos entre si, cujo maximo divisor comum ¢ A e, nesse
caso, a formula a’—1 seré divisivel por 2p+1.

249. Assim, se 4" for a menor poténcia de a, que,
dividida pelo nimero primo 2p+1, deixa a unidade, entdo
certamente n sera uma parte aliquota do numero 2p. Logo, se
tivermos ab = k(2p+1)+1, entdo’ b" serd o menor poténcia de b,
que, dividida por 2p+1, deixa a unidade.

250. Seja n um nimero primo tal que a formula a"-1 é
divisivel pelo niumero primo 2p+1, entdo ou n sera uma parte
aliquota de 2p (pois nao ha aqui outro divisor comum), ou, se
for primo com 2p, o numero a—1 serd divisivel por 2p+1. Logo,
a formula ¢"-1 ndo admite outros divisores primos, além dos
divisores do proprio a—1, exceto os da forma 2p+1, onde 2p ¢
um multiplo de n. Desta maneira, todos seus divisores primos
sdo contidos na forma 2mn+1.

251. Por essa razdo, a’—1 ndo admite, além dos divisores
de a—1, outros divisores primos, exceto os da forma 6m+1, que
sdo 7,13, 19, 31, 37, 43, 61, 67, 73, 79, 97, etc. Como aa+a+1 é
fator de a’—1, ele também ndo ¢ divisivel por qualquer outro

nimero primo.

5 N. do Trad. Ver §240.
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252. De modo semelhante, a forma a’—1 ndo tem outros
divisores, além dos divisores de a—1, exceto os contidos na
forma 10m+1, os quais sdo 11, 31, 41, 61, 71, etc. Para essa
razao, os numeros

a+a+at+atl ,
se ndo sejam primos, ndo admitem outros divisores.

253. Se quisermos achar niimeros perfeitos, o quociente
2"—1 deve ser um numero primo®; mas ¢ evidente que isto ndo
pode acontecer, a ndo ser que n seja primo. Mas, se n for assim,
a formula 2"-1 certamente ndo pode ter outros divisores exceto
os da forma 2mn+1; donde, a investigagdo sobre se ¢ primo ou
nao serd mais facilmente resolvida.

254. Como a”’—1 sempre ¢ divisivel pelo niimero primo
2p+1 e sendo essa forma composta dos fatores ¢’—1 e ¢”’+1, um
ou outro serd necessariamente divisivel por 2p+1. Vimos’,
porém, que, se a = eetA(2p+1), entdo a’—1 sera divisivel; assim,
nesse caso, a formula @’+1 certamente ndo sera divisivel por
2p+1.

255. Assim a seguinte questdo surge: talvez a formula
a’—1 sempre sera divisivel por 2p+1? e, portanto, a outra, a’+1,

nunca. No caso em que p ¢ um nimero impar, contudo, ¢ claro

®N. do Trad. Ver §107.
"N. do Trad. Em §222.
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que a resposta € negativa. Pois, visto que, no presente caso, a’+1
tem o fator a+1, ¢ claro que, fazendo a = 2p, a referida formula
sera divisivel por 2p+1.

256. Em geral, entdo, pode ser mostrado, da seguinte
maneira, que a formula a"—1, sendo n < 2p, nem sempre® serd
divisivel pelo nimero primo 2p+1; ao contrario, h4 seguramente
nameros tais que, quando tomados para a, a divisdo da formula
a"-1 ndo procede. Isto é demonstrado, de forma bastante
comoda, por absurdo.

257. Pois, quem nega isto tem de afirmar que todas as
seguintes formulas sdo divisiveis por 2p+1: 1"-1, 2"-1, 3”1, 4"~
1, 5"-1, ..., n"-1 e, portanto, também tanto suas primeiras
diferengas 2"-1, 3"-2", 4"-3", 5"-4", etc, quanto as segundas 3"—
2:2"+1", 4"2-3"42", 5"-2-4"+3" etc., bem como todas as outras.

258. No entanto, as diferencas da ordem »n sdo
constantes, e, indicando-as pela letra N, sdo expressas da

seguinte maneira:

= (n+1Y'—n- n+n(n—1) _ n_n(n—l)(n—Z) N
N=(ntl)'—-nn 3 (n—1) BRI (n—2)"+ etc.

E facil calcular os valores para essas expressdes para varios

valores de n:

¥ N. do Trad. Isto ¢, para todo primo 2p+1, sempre ha algum « tal que a"—1 ndo é um
multiplo do referido primo.
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Se n=1 temos N=2-1=1

n=2 N=3?22%1=2=12

n=73 N=4-3343.2_1=6=1-2-3

n=4 N=5"4-4%63"4-2*t1=24=1-2-3-4
etc.

259. Para mostrar isto mais claramente, escrevemos
n+1 para n,

(n+Dn e (n+Dn(n-1) (n el

P=n+2)"" —(n+1)(n+1)" 1+ —1)""+ ete.
(n+2)" ~(n+1)(n+1) 2 BE )" et

e, comecando com o termo anterior,

(n—1)""— etc.

P=(nt1y" (1" N+ —(”;;)”

Mas, o valor de N pode ser representado como

+ + _1) +
N= (1) ="+ L (=1 =l n-2)""+ etc.
(1Y o) =B (-2)

o que fornecerd o valor de P quando multiplicado por n+1 e,
portanto, P = (n+1)N.

260. Desta forma, visto que no caso n = 1 temos N = 1,
no caso n =2 teremos N = 1-2, no caso n = 3 teremos N = 1-2-3
e, em geral, para um ntimero n qualquer, teremos N = 1-2-3-...-n.
Mas, de fato, a diferenga de ordem n ndo ¢ divisivel pelo
numero primo 2p+1, porque n < 2p, do qual segue que nem
todos os termos da sequéncia exibida em §257 sdo divisiveis
pelo referido primo.

261. Seja 6p+1 um niimero primo. Embora a forma a®-1

¢ por ele divisivel, a ndo ser que a seja um multiplo dele, havera
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também casos em que a”—1 pode ser por ele dividido, por
exemplo, fazendo a = e’+A(6p+1). Nio obstante, também havera
casos em que a formula a”—1 ndo serd divisivel pelo referido
primo 6p+1, como sera claro da demonstragao feita.

262. Visto que ja foi mostrado que a”’—1 sera divisivel
por 6p+1 se tivermos

a = ccth(6p+1),
podemos deduzir agora que, se o numero a for contido em
ambas as formas cctM(6p+1) e >£A(6p+1), entdo a formula o’—
1 sera divisivel por 6p+1, pois terfamos a = c*+A(6p+1).

263. Se 4p+1 for um niimero primo, o que faz a*—1 por
ele divisivel, entdo a’—1 podera ser dividido por ele, se tivermos
a = ¢*+A(4p+1). Nio obstante, ha também casos em que a
formula a”’—1 ndo admite essa divisdo: os, com certeza, em que

ou &’+1 ou a*’+1 sdo divisiveis por 4p+1.
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Capitulo IX

Sobre divisores de numeros da forma a"+b"

264. Dado que 2p+1 ¢ um niimero primo e que a € b ndo
sio multiplos do mesmo, a formula a1, bem como b*—1, sdo
divisiveis por esse primo; portanto, também a sua diferenca a”—
b* sempre admite divisdo pelo numero primo 2p+1.

265. Consideremos agora o numero a"—b", divisivel pelo
namero primo 2p+1 e, para investigar em que modo isto pode
acontecer, seja ¢ o maximo divisor comum dos nimeros # € 2p,
de tal forma que, fazendo n = ap e 2p = B, os numeros a e
serdo primos entre si.

266. Ainda mais, como o ¢ § s30 nimeros primos entre
si, podemos fazer com que po = vp+1. Por isto, visto que a*’—
b*® e, portanto a"**—p"*?, ¢é divisivel por 2p+1, teremos que
aVPDe_pBHDe gers divisivel, e, porque aP*—bP? ¢ divisivel,
também seré todo numero a***—5"?°, ¢ até 0 mesmo multiplicado
por a®, a saber, a"P"D_g0p"P?.

267. Tirando a ultima forma da precedente, a diferenca
a®b"Po_pOPe = pYPe(9_p?) sera divisivel pelo nimero primo
2p+1. Mas, b*P? ndo ¢ por ele divisivel, portanto o outro fator

a®—b® é necessariamente divisivel.
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268. Assim, se o numero a"-b" for divisivel pelo numero
primo 2p+1 e se ¢ for o méximo divisor comum dos nimeros n
e 2p, entdo o namero a®—b? sera divisivel por 2p+1 e, se este ndo
admitir a divisdo, aquele também ndo a admitira.

269. Ora, sendo n e 2p primos entre si, ou seja, sendo a
unidade seu maximo divisor comum, se a—b nao seja divisivel
por 2p+1, também a"-b" ndo admitira a divisdo por esse numero
primo.

270. Ao procurar, portanto, os divisores primos do
numero a'-b", além dos divisores, que se apresentam
prontamente, do proprio a—b, devemos procurar os restantes
entre os nimeros primos 2p+1, para os quais 2p € n nao sao
primos, mas compostos.

271. Assim, se n for um niimero primo, s6 devemos olhar
para todos os divisores do numero a"-b", além dos contidos em
a—b, entre os nimeros primos da forma An+1, se de fato a e b
sao primos entre si, qual condicdo, ¢ claro, deve ser
acrescentada.

272. Para os varios valores de n, portanto, os divisores
primos da forma «"-b", além de a—b, devem ser procurados,

como segue: (*)
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da divisores devem ser procurados entre os seguintes
forma nimeros primos:

ai—bi 20+1...3,5,7, 11,13, 17, 19, nenhum' é excluido
a—b’ | 3)+1...7,13,19,31,37,43,61, 67,73,79, 97, etc.
a7—b7 5A+1...11,31,41,61, 71, 101, etc.

a-b |\ Ta+1...29,43,71, 113, 127, etc.

a =b" | 110+1. .23, 67, 89, 199, 331, etc.

etc.

(*) Escrito na margem: 1. Entre os divisores da forma a"-b", também pode
acontecer o proprio nimero n. 2. De a’-b’, segue’ que o numero
aatab+bb ndo pode ter outros divisores exceto 3A+1; logo, 3A-1

certamente nao sdo divisores.

273. Se n ndo for um numero primo, mas o produto de
dois primos, digamos n = af3, os divisores primos para a forma
a®P—b*P | além de a—b, serdo contidos na forma 2p+1, sendo 2p
ndo primo com afy e, em consequéncia, conforme ou o, ou 3, ou
of} seja 0 maximo divisor comum, a forma dos divisores primos
serd ou Aa+1, ou AB+1, ou Aaf+1, na primeira dos quais, A nao
deve conter 3, no segundo, ndo o e, no terceiro, nao ha

condic¢ao.

"'N. do Trad. Isto ¢, nenhum nimero primo impar é excluido.

2 N. do Trad. Os divisores primos de a’~b> sdo os divisores primos de a—b ¢ os primos
contidos na forma 3A+1. Mas, a*+ab+b* = (a’~b)/(a—b) e o proprio a’+ab+b* ndo é
divisivel por a~b. Logo, os divisores de a’+ab+b* devem ser achados entre primos da
forma 3A+1. Esse tipo de raciocinio acontece com frequéncia nos proximos
paragrafos.
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274. Mas, divisores da forma Ao+1 também dividirdo
a“~b* e divisores da forma AB+1 também dividirdo aP—bP, se, de
fato, no primeiro, A seja primo com 3 e, no segundo, com a.

275. Assim, se quisermos apenas os divisores da formula
a®"~b* que ndo dividam ao mesmo tempo nem a*~b%, nem a’—
bP, devemos procura-los entre os primos da forma Aap+1; mas
se s6 queremos excluir divisores da forma a“-b%, devemos
procurar os restantes entre os numeros primos AB+1.

276. Sejam o = 2 ¢ B = 2. Entdo todos os divisores
primos do niimero a’—b*, que ndo sdo também divisores de a*—
bz, serdo contidos na forma 4A+1; portanto, os mesmos serdo
divisores do ntimero a’+b*, donde ¢ claro que numeros da forma
a*+b* ndo admitem divisores primos diferentes dos que tém a
forma 4A+1.

277. Sejam a = 3 e B = 2. Entdo, todos os divisores
primos do numero a°~b°, que ndo sdo também divisores de a’—
b , serdo contidos na forma 2A+1; se, queremos os que também
nao dividem az—bz, serdo achados em 6A+1. Esses, portanto,
serdo os divisores® da forma az—ab+b2, e tais numeros nao

admitem outros divisores.

3 N. do Trad. Observe que a®~b°® = (a’~b*)(a+b)(a>—ab+b*). Para eliminar os divisores
de @>-b° e 0s de a®>-b?, & necessério dividir a®~b° pelo MMC de &b’ e b’
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278. Disto, deduzimos que, em geral, para determinar os
o . 2m_ 2 S
divisores do nimero a™"-b™", que ndo sdo ao mesmo tempo
divisores do numero a"-b", isto ¢, se queremos os divisores do
4 m m J4 / .
numero a +b", devemos procurd-los entre nimeros primos da
forma 2Am+1. Contudo, podemos ainda excluir o divisor a+b, se
m seja um numero impar.
279. Assim, fazemos a seguinte tabela para vérios

valores de m:

Forma | divisores devem ser procurados

dos entre primos da forma

numeros
e 40+1 que sdo 5,13, 17,29, 37, 41, 53, 61, 73, 89, 97
RIS [ 7,13, 19, 31, 37, 43, 61, 67, 73, 79, 97
b SA+L ... .. 17,41, 73, 89, 97, 113, 137, 193
S+b° | 10A+H L. 11, 31,41, 61, 71, 101, 131, 151, 181
a®+b° | 12A+1 ... 13,37, 61,73, 97, 109, 157, 181, 193
a;+b; 14041 ... 29, 43,71, 113, 127,197, 211, 239
a+b 160+1 .. .. ... 17,97, 113, 193, 241, 257, 337

efc.

Os casos, em que o expoente ¢ uma poténcia de dois, devem ser
observados antes dos restantes, porque para os restantes os
divisores podem ser determinados segundo seus tipos. Os
nimeros a® + b:n, portanto, ndo terdo outros divisores primos,

N ) N
a no ser os contidos na forma 2" 'A+1.
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280. Mas, a"-b" podera ser dividido pelo numero primo
mn+1, se os numeros a ¢ b forem escolhidos de tal forma que
ax"-by" seja divisivel por mn+1; sob a condigdo de que
numeros podem ser determinados para x ¢ y, de tal maneira a
satisfazer a referida formula, entdo a"-b" certamente sera
divisivel por mn+1.

281. Pois®, se ax"—by™ for divisivel por mn+1, entdo
também a"x""-b"y™" sera divisivel. Mas a forma x""—™" sempre

n_mn n_mn

¢ divisivel e, portanto, também a'x""-a"y e,
consequentemente, a diferenga a"y""-b"y"™" e, logo, também a"—
b" sera divisivel pelo numero primo mn+1

282. Se, portanto, nimeros sao tomados para a e b tais
que a"-b" ndo seja divisivel por qualquer nimero primo mn+1,
entdo ndo havera valores para x ¢ y tais que ax"-by" admite a
divisdo pelo nimero primo mn+1, exceto quando cada um dos
numeros x € y seja um multiplo do mesmo. Seja entendido,
entdo, que x € y sejam primos entre si.

283. Assim, visto que 2°~1 ¢ divisivel apenas por 3, se
2m+1 for um numero primo, entdo, exceto por m = 1, nenhum

namero contido na forma 2x"—" pode ser dividido pelo numero

primo 2m+1:

4 N. do Trad. Observe: para a primeira inferéncia, a"x™"b"y™ = (ax™)"'—(by™)"; para a
segunda e quarta, §214 com x e y supostos primos com o nimero primo mn+1; e para

a terceira, a diferencga é (a"x""-b"y"")—(a"x""-a"y"").
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assim dado

m=2

m
m
m

3
5
6

nenhum namero
7 2 2
x3—y

2x5—y

2x6—y

2x -y

etc.

3
5
6

177
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7
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Capitulo X

Sobre residuos surgidos da divisao de quadrados

por numeros primos

284. O residuo que ¢ deixado, quando um quadrado a” é
dividido por um ntimero d qualquer, ¢ o mesmo que ¢ deixado
quando qualquer dos infinitos quadrados (nd+a)* é dividido pelo
namero d.

285. Para essa razdo, se quisermos examinar os residuos
que sdo deixados pela divisdo de numeros quadrados por um
dado nimero d, bastara considerar quadrados, cujas raizes sao
menores que o divisor d, a saber,

1,4,9, 16, ..., (d—4)%, (d=3)%, (d-2)%, (d-1)*,
cuja quantidade ¢é d—1.

286. Mas, os quadrados extremos 1 e (d—1)?, bem como

quaisquer dois igualmente removidos dos extremos, ddo os

mesmos residuos; em consequéncia, se d—1 é um numero par,

~ , . , .. 1 ,
ndo podera haver mais residuos distintos que =(d-1), e se d—1 ¢

’ ’ . r e . 1
um nimero impar, devido ao termo nico no meio, que ~d.

287. Agora seja d um numero primo e, porque o caso de
dois ¢ claro, ponhamos d = 2p+1. Ora, todos os residuos
resultardo dos quadrados 1, 4, 9, .., (p—2)2, (p—l)z, pz, cuja

179



quantidade ndo pode ser maior que p; disto, ¢ claro que nem
todos os niimeros menores que d = 2p+1, cuja quantidade ¢ 2p,
ocorrem entre os residuos, mas, no minimo, metade deles sdo
excluidos.

288. Em primeiro lugar, entdo, digo que todos os
residuos oriundos desses quadrados, 1, 4, 9, ..., pz, sdo distintos;
pois, se dois quadrados, ndo maiores que p°, digamos m” e n’,
dessem o mesmo residuo, sua diferenga m—n* e, portanto, ou m—
n, ou m+n, seria divisivel pelo nimero primo d = 2p+1, o que

~ , . 1 1 .
nao ¢ possivel, visto que, para m < Ed en< Ea’, m+n é menor

que d.

289. Visto, portanto, que todos os residuos, que surgem
da divisdo dos quadrados 1, 4, 9, ..., p* pelo namero primo d =
2p+1, sdo distintos, vamos representd-los assim:

raizes 123 45 6..p
quadrados 1 4 9 16 25 36 .. p°

residuvos 1 o B y O € ..m

e a quantidade desses residuos sera = p.

290. Como a quantidade de todos os niimeros menores
que o divisor 2p+1, que, a0 mesmo tempo, sao primos com ele,
¢ = 2p, serd claro que metade desses numeros ¢ excluida da
classe dos residuos e, portanto, chama-los-emos ndo-residuos.
Assim, a quantidade de ndo-residuos sera exatamente = p e

indicaremos os mesmos por letras germanicas %, 8, € D erc.
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291. Se, portanto, acharmos, para qualquer divisor primo
2p+1, os referidos ndo-residuos, poderemos afirmar que ndo ha
quadrado algum xx, tal que xx—% seja divisivel por 2p+1, onde u
denota um nao-residuo qualquer. E, de fato, para 2p+1, tantas
formulas diferentes desse tipo, xx—¥, podem ser exibidas,
quanto p contém de unidades.

292. Assim, para qualquer divisor primo 2p+1, os
nimeros, que sdo0 menores que 0 mesmo, separam-se em duas
classes, das quais uma compreende os residuos e outra os nao-
residuos, sendo que cada uma contém a mesma quantidade de
numeros, de tal forma que, por assim dizer, cada ndo-residuo
corresponde a um residuo. Desta maneira, convém investigar
mais cuidadosamente a natureza dessas duas classes.

293. Se houver dois numeros m e n na classe dos
residuos, seu produto mn, ou um residuo equivalente a0 mesmo,
estard na mesma classe. Pois, se o residuo m, por exemplo,
surgir do quadrado ¢” e n do quadrado b°, o residuo mn surgira
do produto a*b*, que é também um quadrado.

294. Assim, se um nuimero qualquer m estiver entre os

3, m4, etc. serdao achadas

residuos, todas as suas poténcias mz, m
entre os mesmos, ou melhor, serdo equivalentes a residuos. Se,

ainda mais, o nimero »n estiver presente entre os residuos, entdo
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os numeros mn, m°n, mn® e, em geral, m"n’ também estardo
presentes nessa mesma classe.

295. A classe dos residuos 1, a, B, ... w, para qualquer
divisor primo 2p+1, tem, portanto, a notavel propriedade de que
o produto de dois ou mais dos seus termos, quaisquer que sejam,
pertencem a propria classe, se, de acordo com a natureza de
residuos, reduzimo-los aos seus valores minimos.

296. Isto merece bastante atencdo, pois o numero de
termos de uma classe de residuos ¢ determinado, sendo a sua
quantidade = p, o mesmo numero de ndo-residuos sendo
excluidos. Mas, ndo obstante a maneira em que os residuos se
combinarem por multiplicacdo, sempre o mesmo numero deles
sera contido na referida classe.

297. Seja m um nimero qualquer ocorrendo na classe de
residuos, sendo 2p+1 o divisor primo. Vimos' acima que, se os
termos da progressao geométrica 1, m, mz, m3, m4, etc. forem
divididos por 2p+1, todos os produtos de dois deles serdo
contidos entre os residuos. E, assim, nenhum nimero ocorrera
nos residuos dessas poténcias, que nao ¢ achado também nos

residuos dos quadrados.?

'N. do Trad. Ver §204.

2 N. do Trad. Observe que isto ndo pode ser generalizado, pois, embora m" serd um
residuo quadratico se m for um residuo quadratico, se » ndo for um residuo
quadratico, n* podera ser um residuo.

k
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298. Visto que a quantidade de residuos oriundos das
poténcias ndo pode superar a quantidade surgida dos
quadrados®, a qual é = p, ¢ claro que ou a poténcia m”, ou talvez
uma inferior, fornecera um residuo = 1. Isto ja foi esclarecid04,
pois se m surgir do quadrado aa, teremos m = aa—k(2p+1) e m’—
1 ¢ claramente divisivel pelo nlimero primo 2p+1.

299. Mas, voltando aos residuos de quadrados, vamos
observar que, se 0S nimeros m € mn ocorrem entre 0S Mesmos,
entdo € necessario que o numero n também seja achado entre
eles. Pois, se o residuo m surgir do quadrado aa e mn do
quadrado bb, entdo o residuo mn surgird de naa e, em
consequéncia, bb—naa serd divisivel por 2p+1, sendo a e b
primos com 2p+1.

300. Mas, se bb—naa for divisivel por 2p+1, também
(b+k(2p+1))2—naa sera divisivel. E sempre permitido’, porém,
tomar k tal que b+k(2p+1) = ac, ou seja, tal que k(2p+l1),
dividido por a, deixa b. H4, portanto, um numero c, tal que
aacc—naa, ou seja, cc-n, ¢ divisivel por 2p+l e, em
consequéncia, o quadrado cc dara residuo n.

301. Se o nimero a estiver na classe dos residuos e o

numero % na dos nao-residuos, o produto ¥ seguramente sera

3 N. do Trad. De novo, isto é para poténcias de um residuo quadratico.
*N. do Trad. Ver §222.
5N. do Trad. Ver a nota de Euler (¥), apos §139.
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achado na classe dos ndo-residuos. Pois, se estivesse na classe
dos residuos, ¥ também seria na mesma classe, contra a
hipotese.

302. Se o produto mn ocorrer na classe dos residuos e um
dos seus fatores, m, na classe dos ndo-residuos, o outro, #,
certamente sera achado na mesma classe dos nao-residuos; pois,
se n estivesse na classe dos residuos, também m pertenceria a
mesma classe.

303. Sejam % e ¥ dois ndo-residuos. Entdo seu produto
caira na classe dos residuos. Pois, como todo quadrado ocorre na
classe dos residuos, ¢ evidente, primeiro, que todo quadrado %,
552, 'Ez, etc. nela ocorre; desta forma, ainda falta mostrar que
também o produto dos dois, B, sera achado na mesma classe,
mas isso sera estabelecido pela seguinte demonstragao.

304. Sendo conhecidos os residuos 1, a, B, vy, efc., cuja
quantidade ¢ = p, e sendo 2p+1 o divisor primo, a quantidade
dos ndo-residuos em relagao ao mesmo divisor, visto que sdo o
restante dos nimeros menores que 2p+1, ¢ do mesmo modo = p.
Mas, dado um nao-residuo %, todos os outros sdo determinados
a partir dos residuos da seguinte maneira: %, ¥, U, y¥, efc.
feita, é certo, a redugdo aos menores termos. Pois, esses

nameros sao todos distintos e sua quantidade ¢ = p.
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305. Portanto, dois nao-residuos quaisquer © e & podem
ser considerados desta maneira como os produtos o e €%, onde
0 e € sdo residuos e M um nao-residuo; em consequéncia, o
produto de quaisquer dois ndo-residuos sera THE = 5e¥UU, onde
dg, visto que ¢ o produto de dois residuos, ¢ achado na classe
dos residuos.

306. E, de fato, ¥ também ocorre na classe dos
residuos, porque todos os quadrados, ou os residuos
equivalentes, sdo achados nessa classe. Por isso, como tanto d¢
quanto U sdo residuos, seu produto THE ¢ necessariamente um
residuo e, desta forma, o produto de dois ndo-residuos quaisquer
¢ certamente contido na classe de residuos.

307. Juntando dois nimeros de acordo com sua natureza
de ser residuos ou nao-residuos, portanto, teremos os seguintes
resultados:

1. O produto de dois residuos ¢ um residuo.
2. O produto de um residuo e um nao-residuo ¢ um
nao-residuo.

3. O produto de dois ndo-residuos ¢ um residuo.
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308. Essas coisas serdo amplamente ilustradas se
observamos alguns residuos e ndo-residuos da divisdo de

, .6
quadrados por nimero primos’:

divisor 5 7 11
residuos 1 1,4 1,4,2 1,4,9,5, 3
nao-residuos 2 2,3 3,5,6 2,6,7,8,10
divisor 13 17

residuos 1,4,9,3,12, 10 1,4,9,16, 8, 2,15,13
nao-residuos 2,5,6,7, 8,11 3,5,6, 7,10,11,12, 14
divisor 19 23

residuos 1,4,9,16,6,17,11,7, 5 1,4,9,16,2,13,3,18,12,8,6
nao-residuos 2,3,8,10,12,13,14,15,18 5, 7,10,11,14,15,17,19,20,21,22

divisor 29
residuos 1,4,9,16,25, 7,20, 6,23,13, 5,28,24,22
ndo-residuos 2,3, 8,10, 11,12,14, 1 17, 18, 19, 21, 26,27 (*)

(*) Escrito na margem: Divisor: 59. Residuos: 1,-2, 3,4,5,-6,7,-8,9,-10,
-11, 12, -13, -14, 15, 16, 17, —18, 19, 20, 21, 22, -23, -24, 25, 26, 27,
28, 29. Portanto, se 4n—1 € primo, ou xx+myy, ou xx—myy ¢ divisivel por

ele’.

N. do Trad. O texto original tem, para o divisor 23, 11 entre os residuos e 12 entre os
nao-residuos.

7 N. do Trad. Novamente a proposi¢do ndo sera verdadeira, se entendermos, como
parece indicar a propria formulagdo da mesma, que todas as variaveis sdo arbitrarias.
Se entendermos, no entanto, a proposi¢do como afirmando que “para todo m, y, existe
um x tal que x*+my* ¢ divisivel pelo primo 4n—1,” entdo a proposicio sera verdadeira.
Ainda mais, a proposi¢do analoga para primos da forma 4n+1 ndo é verdadeira. Para
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309. Chamamos o nimero, que, somado ao residuo, faz o
divisor, o complemento do residuo. Assim, sendo o divisor =d e
um residuo qualquer = r, seu complemento serad d—r.

310. Se o complemento de um residuo qualquer ocorrer
na classe dos residuos, entdo os complementos de todos os
residuos também ocorrerdo na mesma classe. Pois, se d—a
ocorrer na classe dos residuos, 1, a, B, v, o, efc., sendo d o
divisor, o residuo d—o pode ser representado por —o = —1-a e,
em consequéncia, visto que tanto o. quanto o produto —1-a sdo
residuos, também —1 serd um residuo® e, portanto, também —f3, —
Y, —O, efc.; mas, esses numeros siao equivalentes aos
complementos do restante dos residuos.

311. Desta forma, ou nenhum ou todos os complementos
dos residuos ocorrerao na sequéncia de residuos. Sera claro, dos
exemplos acimag, que, se o divisor for ou 3, ou 7, ou 11, ou 19,
ou 23, nenhum complemento serd achado nos residuos, mas os
mesmos serdao todos nao-residuos. Mas, se o divisor for 5, ou 13,
ou 17, ou 29, os diversos complementos serdo achados na classe

dos residuos.

m=7ey=23, por exemplo, nio existe x algum tal que 17 divide x*+m?, ou seja,
2
x“+63

17
8 N. do Trad. Ver §299 ou §307.
% N. do Trad. Ver §308.

ndo ¢ inteiro se x € inteiro.

187



312. Se o divisor for o nimero primo 2p+1 e os
complementos dos diversos residuos ocorrerem nos residuos,
visto que serdo relacionados entre si dois a dois de tal maneira
que um ¢ o complemento do outro — e nem pode acontecer que
qualquer um seja seu proprio complemento, pois 2p+1 nado
admite uma metade'® — a quantidade de residuos sera
necessariamente par.

313. Logo, como a quantidade dos residuos ¢ = p, ndo ¢
possivel que os complementos dos residuos também sejam
residuos, a ndo ser que p seja par. Assim, se p for um numero
impar, ¢ certo que nenhum complemento de um residuo sera
contido na classe dos residuos e, portanto, os complementos de
todos os residuos constituirdo a classe de nao-residuos.

314. Seja, entdo, p um nimero impar = 2¢—1, de tal
forma que o divisor primo seja = 4g-1 e, assim, os
complementos de todos os residuos serdo ndo-residuos. Desta
maneira, se a for um residuo qualquer, seu complemento 4g—1—
o sera um ndo-residuo, ou seja, ndo hd quadrado algum que,

quando dividido por 4¢—1, deixa 4g—1—a..

0N, do Trad. Isto ¢, seja ¢ € o complemento do residuo r; se tivéssemos ¢ = r, visto
d 3 r r
que ¢ = d-r, terlamos » = —, o que é impossivel quando d = 2p+1. Mas, c é algum

residuo, 7' # r. Seja, entdo, ¢; = 1 o complemento do residuo 7;. Entdo, os residuos
serdo ry, ry', 1, 12, ... I, 7', onde p = 2k.
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315. Visto que a pode se referir a um quadrado qualquer,
digamos nn, ndo ha quadrado algum que faz o niimero 4g—1-nn
divisivel por 4g—1. Assim, mm—(4g—1-nn), ou seja, mm+nn,
nunca sera divisivel por um nimero primo da forma 4¢—1, a ndo
ser que, por acaso, cada um dos nimeros m e n seja por ele
divisivel.

316. E demonstrado, portanto, que a soma de dois
quadrados, primos entre si, ndo pode ser dividido por qualquer
numero primo da forma 4¢—1. Assim, sempre que a soma de
dois quadrados desse tipo tiver divisores primos, 0s mesmos
certamente terdo a forma 4¢+1, descontando, evidentemente, o
namero 2, que também pode ser um divisor, no caso em que 0s
dois quadrados sao tomados como impares.

317. Quando os complementos dos residuos forem
encontrados entre os residuos, os complementos dos nao-
residuos'! também serdo ndo-residuos; e, de fato, se o
complemento de um residuo for um nao-residuo, os
complementos de todos os residuos serdo nao-residuos, mas os
complementos de todos os ndo-residuos, por sua vez, serdo

residuos.

""'N. do Trad. Observe que em §309 Euler definiu complementos em referéncia a
residuos e agora implicitamente estende a defini¢@o a ndo-residuos. Alternativamente,
pode-se entender a defini¢do original como sendo em referéncia, ndo a residuos
surgidos de quadrados, mas a residuos surgidos de qualquer numero dividido por um
numero primo (ver §203).
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318. Seja o divisor 2p+1, sendo p um numero par. Sera
somente nesse caso que pode acontecer que os complementos
dos residuos sejam residuos; que sempre serdo residuos, porém,
ainda ndo foi demonstrado. Para tanto, esses residuos devem ser
comparados com os residuos surgidos da série das poténcias, em
relacdo a0 mesmo divisor 2p+1, se a série de poténcias com que
¢ comparada tenha uma quantidade igual de residuos e ndo-
residuos.

319. Seja 1, a, az, a3, etc. uma série de poténcias desse
tipo, que fornece p residuos distintos'?, quando divido pelo
nimero primo = 2p+1; deste modo, todos os residuos serdo 1, a,
az, a s eees a”_l, isto ¢, as proprias poténcias a serem usadas como
os residuos equivalentes a estas. H4, portanto, a mesma
quantidade de nao-residuos, que sdo expressos da seguinte
maneira: 4, Aa, Ad*, Ad’, ..., Ad"".

320. Ora, esses residuos, exatamente como os residuos
dos quadrados, sdo constituidos de tal forma que 1) comegcam
com a unidade, 2) o produto de quaisquer dois residuos serd um
residuo, 3) o produto de um residuo e um nao-residuo ocorrera
entre os nao-residuos, donde podemos concluir que o produto de

dois nio-residuos estara na classe dos residuos.

2N. do Trad. Ver §219.

3'N. do Trad. Para (2) e (3), ver, respectivamente, §204 ¢ §207. Para a consequéncia,
sejam 4 ¢ B ndo-residuos; entdo B ¢ um dos elementos da sequéncia de nio-residuos
dada no paragrafo anterior, digamos Ad". Logo, 4B = Ad" e, em consequéncia B = a,
um residuo, contra a hipdtese.
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321. Se a’—1 ¢ divisivel por 2p+1, entdo a certamente € o
residuo de um quadrado. Pois, se fosse um ndo-residuo, todos os
residuos restantes, que sao aa, af, ay, etc., teriam a mesma
propriedade e, portanto, todos esses nimeros x seriam tais que
x’—1 poderia ser dividido por 2p+1, o que ¢é absurdo. (*)

(*) O presente pardgrafo foi escrito na margem."*

322. Pois'®, visto que entre os residuos dos quadrados
temos que a quantidade de nao-residuos ¢ igual a quantidade de
residuos, se, ao contrario, acontecesse, nos residuos das
poténcias, que o produto de dois ndo-residuos desse um nao-
residuo, a quantidade de nao-residuos superaria a quantidade de

residuos, contra a hipotese.

323. Isto pode ser mostrado rigorosamente da seguinte
maneira: Seja 4 um ndo-residuo qualquer; entdo qualquer outro
ndo-residuo pode ser representado como Aa” € o produto de dois
ndo-residuos serd AAd”, que, se fosse um ndo-residuo, seria
equivalente a algo da forma Aa”, ou Ad™"”, de tal forma que
podemos considerar m maior que n e, assim, a diferenca Aa"—

AAd" seria divisivel por 2p+1.

14 N. do Trad. Essa nota (*) se deve aos editores do texto latino.

S'N. do Trad. Como a nota (*), indica, §321 foi escrito na margem. Assim, o presente
paragrafo remonta a §320, que afirma que podemos deduzir que o produto de dois
ndo-residuos ¢ um residuo. O raciocinio de Euler parece ser que, se AB fosse um néo-
residuo, devido ao argumento da nossa nota anterior, teria de ser distinto de cada um
dos elementos da sequéncia de ndo-residuos dada em §319.
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324. Mas, como nem A nem a" pode ser dividido por
2p+1, a""—A seria divisivel por 2p+1, ou seja, a poténcia a” ",
dividida por 2p+1, deixaria residuo A. Mas, como 4 ndo ¢ um
residuo, segue que a hipdtese ¢ absurda e, portanto, o produto de
dois ndo-residuos nio é contido na forma Aa”, que caracteriza
todo ndo-residuo, e, portanto, deve necessariamente ocorrer
entre os residuos.

325. Em consequéncia, se a seja um numero tal que a” é
a menor poténcia que deixa a unidade, quando dividido pelo
numero primo 2p+1, e, portanto, surgem, pela divisdo dos
termos da progressao geométrica 1, a, az, a3, a4, ey a”*l, tantos
residuos distintos quanto p tem de unidades, e ha o mesmo tanto
de nao-residuos, ¢ certo que todo produto de dois ndo-residuos ¢é
contido na classe de residuos.

326. Mas, visto que todo numero menor que o divisor
2p+1 ¢é contido ou nos residuos, ou nos nao-residuos, seus
quadrados ocorrerdo, certamente, na classe dos residuosm, e
visto que também ocorrem nos residuos surgidos dos quadrados,
segue que ambas as classes de residuos, tanto os que surgem dos
quadrados, quanto os que surgem da referida progressao

geométrica, claramente sdo congruentes uma a outra.

16 N. do Trad. Pois, residuo x residuo = residuo e nio-residuo x nfo-residuo =
residuo.
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327. Mas se, para um divisor primo 2p+1, os numeros 1,
a, B, v, 0, efc. sdo residuos surgidos de quadrados, e se ¥ for um
ndo-residuo qualquer, o numero ¥ também serd achado entre os
ndo-residuos, que correspondam a progressdo geométrica 1, a,
a,a’, ..., a"", onde & é a menor poténeia fornecendo a unidade
como residuo.

328. Ja vimos'’ acima que, se @ for um residuo surgido
dos quadrados, a’—1 certamente sera divisivel por 2p+1; assim,
agora sera claro que, se a for um nao-residuo com respeito aos

quadrados, entdo ¢’ ndo sera a menor poténcia desse a que deixa

a unidade quando dividida por 2p+1. Logo, ou ndo deixa a

r
unidade, ou h4 também uma menor, «v , que deixa a unidade.

329. Seja a um numero tal que sua poténcia a”, dividida
pelo nimero primo 2p+1, deixa a unidade; entdo, a certamente
serd contido entre os residuos dos quadrados. Isto ¢ evidente se
a” seja a menor poténcia desse tipo. Mas, se ndo for a menor, é
aparente que, exatamente por isto, serda verdadeiro para uma
maior. Pois, se fosse menor, certos desses residuos, cuja

quantidade ¢ p, passariam para a classe dos ndo-residuos. Se, por

lp
exemplo, a2 for o menor, entdo a serd entre os residuos dos

7N. d9 Trad. Ver §298. A reciproca, dado as condi¢des do problema, ¢ enunciada em
§321. E uma consequéncia de §326.
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. yoe P ~ y, ,
biquadraticos, mas se for «3 , entdo sera entre os residuos das
b 9

sextas poténcias, etc., de tal forma que a serd sempre contido
entre os residuos dos quadrados.

330. Se, portanto, a for um nao-residuo em relagdo aos
quadrados, entdo @’—1 certamente ndo sera divisivel por 2p+1;
em consequéncia, se a for o complemento de algum residuo,
digamos a = d-a, pondo d = 2p+1, entdo (d-a)’—1 ndo sera
divisivel por 2p+1, mas of—1 certamente é divisivel, pois o ¢é
residuo, e, assim, a diferenca (d—a)’—of também ndo sera
divisivel.

331. Nao obstante, essa diferenga seria divisivel se p
fosse um niimero par; para essa razao, a ndo ser que p seja um
namero impar, aquela condigdo, pela qual assumimos que (d—
a)’—1 ndo € divisivel por 2p+1, ou seja, d—o é um néo-residuolg,
ndo pode subsistir.

332. Mas, se p for um nimero par, o complemento de
qualquer residuo o, digamos d—o., certamente sera um residuo,
pois (d—aY’—1 € divisivel por 2p+1; se for um ndo-residuo, essa
divisdo ndo podera ocorrer.

333. Se tivermos p = 2¢ € 0 nimero primo proposto para

o divisor = 4¢+1, entdo os complementos dos vdrios residuos

"¥'N. do Trad. Se p é par, (d—o)’ é um quadrado perfeito e, portando, um residuo.
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serdo achados entre os residuos dos quadrados, isto €, se os
residuos forem 1, a, B, vy, efc., também serdo residuos —1, —a, —
B, -y, etc. 19

334. Portanto, para qualquer quadrado tomado da
progressdo 1, 4, 9, 16, ..., 4ggq, hd um outro, que, adicionado ao
primeiro, produz uma soma divisivel por 4¢+1, ou seja, visto
que a quantidade desses quadrados ¢ = 2g e cada um tem seu
par, hd ¢ pares distintos de quadrados, cujas somas sao
divisiveis por 4¢g+1. (*)
(*) Escrito na margem: Sempre pode-se exibir dois quadrados, cujo soma ¢

divisivel pelo nimero primo 4¢+1 e, de fato, um dos quadrados pode ser

escolhido arbitrariamente.

335. E, porque cada quadrado ndo supera 4gq, a soma de
dois deles ¢ certamente menor que 8gg; em consequéncia, se a
referida soma ¢ dividida por 4¢+1, o quociente certamente sera
menor que 2¢g. Esse quociente, exceto quando = 2, serd ou um
nimero primo da forma 4n+1, ou algum produto de tais primos
(§316).

336. Sempre que o divisor primo ¢ da forma 4¢+1, além
do numero?’ ¢, o niimero 44, o que é equivalente a —1, que &, por

assim dizer, a unidade dos complementos, ocorrerd entre os

' N. do Trad. Isto responde a pergunta feita em §318.
2N do Trad. Ver §302.
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residuos dos quadrados; desta forma, todos os restantes dos
quadrados negativas, —4, -9, —16, efc., ocorrerdo no mesmo
lugar. Em consequéncia, os residuos, tomados conjuntamente,
compreenderdo tanto os proprios quadrados, quanto os mesmos
tomados negativamente; ao multiplicar todos por um deles e ao
trazé-los as formas minimas através de divisdo por 4¢g+1, havera
24 residuos, sendo o mesmo tanto excluido.

337. Mas se, ao contrario, o divisor primo for da forma
4g-1, entdo —1 e todos os quadrados negativos estardo entre os
ndo-residuos (*). Pois, se —1 fosse um residuo, (—1)*'—1 seria
divisivel?' por 4g—1, o que ndo ¢ possivel. Ainda mais, no caso
precedente, se —1 fosse um nao-residuo, sendo o divisor 4¢g+1,
entdo (—1)*’—1 ndo seria divisivel por 4g+1, o que também é falso.

(*) Escrito na margem: Nao ha, portanto, uma soma de dois quadrados

divisivel por um niimero primo 4¢—1.

338. Mas, somente quadrados sdo sempre achados na
classe dos residuos; os outros numeros, dependendo do divisor,
as vezes caem entre os residuos e as vezes entre os nao-residuos,
da mesma forma em que acabamos de ver que —1 ¢ um residuo,
se o divisor ¢ 4g+1, e —1 ¢ um ndo-residuo, se o divisor ¢ 4g—1.

339. Para certos numeros nao-quadrados uma distin¢ao

semelhante pode ser observada. O niimero +2, por exemplo, ¢

2I'N. do Trad. Isto &, para o divisor primo 2p+1 = 4g—1, p = 2¢—1.
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achado entre os residuos sempre que o divisor primo tem ou a
forma 8¢+1, ou 8g—1 (ou seja, 8¢+7). Nos outros casos, nos
quais o divisor ¢ ou 8¢+3, ou 8¢+5, o numero +2 ocupa um

lugar entre os nao-residuos. (**)

(**) Escrito na margem: Mas isto, diferente do precedente, ndo pode ser

munido de uma demonstracdo®.

340. Mas, o numero —2 ocorrera entre os residuos nos
casos, em que o divisor primo for ou 8g+1, ou 8¢+3; 0 mesmo
nimero —2 cai entre os ndo-residuos nos casos, em que o divisor
primo ¢ ou 8¢g+5, ou 8g+7.

341. Novamente, o numero +3 sera um residuo, se o
divisor primo for ou 12¢+1, ou 12¢+11; serd um ndo-residuo, se
o divisor for ou 12¢+5, ou 12¢+7. O numero —3, porém, sera um
residuo, se o divisor primo for ou 12¢g+1, ou 12¢g+7; e serd um
nao-residuo, se o divisor for 12¢+5, ou 12¢g+11.

342. O nimero +4 sempre pertencerd aos residuos e
sobre —4 a decis@o serd a mesma como para —1. O niimero 5 sera
achado entre os residuos, se o divisor for ou 20g+1, ou 20g+9,
ou 20g+11, ou 20g+19; e —5 sera descoberto entre os residuos,

se o divisor for ou 20¢g+1, ou 20¢g+3, ou 20g+7, ou 20g+9.

22N. do Trad. Ver também §459.
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343. Colecionamos esses resultados, para que sejam

exibidos a um tnico olhar:

Entre
residuos

sera o
numero

+1
-1
+2
-2
+3
-3
+5
-5
+6
-6
+7
-7
+10
-10
+11
-11
+12
-12
+14
-14
+15
-15

se o divisor primo for

4g+(1,

4g+ 1

8¢+(1,

8q+(1,
12¢+(1,
12g+(1,
20g+(1,
20g+(1,
244+(1,
24g+(1,
28¢+(1,
28q+(1,
40g+(1,
404+(1,
444+(1,
444+(1,
48q+(1,
48q+(1,
56g+(1,
56q+(1,
60g+(1,
60qg+(1,

3)

7) (%)

3)
11)

~
- - - - ~

-

- - - -

— 0 O N W o W L WO

—_

-

—_
98]

5,

9,

19)

9)
23)
1)

19, 25,
15, 23,
13, 27,
11, 13,

5, 7,

5, 37,
23, 25,
37, 7,

13, 25,45, 11, 31,

27)
25)

31, 37,
19, 23,
37, 39,
3, 15,
35, 37,
19, 31,

5,9, 13,25,45,3,15, 19,

7,

11,

17, 43,

17, 49, 53, 19,

etc.
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49, 53,
23, 31,

39)
37)

19, 35, 43)
23, 27, 31)
47)

43)

43, 47,51,55)
23, 27, 39)
59)

47) (**)



(*) Escrito na margem: xx—2yy ndo admite divisores primos diferentes de

8q+(1, 7).

(**) Escrito na margem: 1) Se xx = mn+r, entdo xx, dividido tanto por m,
quanto por n, deixara o residuo r. Portanto, se o residuo comporta o

divisor m, também comporta o divisor .

2) Se
Divisor | entre ndo- residuo
residuo
4n—1 -1 +2
8n—1 -2
8n—-3 +2 +3
12n-1 -3
12n-7 +3
8nt3 +2

Isto pode ser demonstrado; mais ainda, se o divisor
¢ 8n+l, entdo +2 esta entre os residuos, o que,

porém, nao ¢ demonstrado aqui.

344. Até esse ponto as coisas dependem apenas de
indug5023, mas, ao procurar demonstracdes, ajudard ter
observado as seguintes coisas. Primeiro, um nUmero =n
qualquer sera achado entre os residuos, se o divisor primo for da

forma 4ng+1, ou até 4ng+ii, onde i denota um nimero impar

2 N. do Trad. Isto ¢, investigagio de casos especificos, ndo Indugio Matematica. As
“seguintes coisas” sdo generalizagdes a partir da informagdo apresentada nas tabelas
do paragrafo anterior, onde i é tomado coprimo com n.
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qualquer. Segundo, o niimero positivo +# sera um residuo, se o
divisor primo for da forma 4ng—1, ou, em geral, 4ng—ii; para
esses divisores, no entanto, o nimero negativo —n serd achado
entre os ndo-residuos.

345. Se o numero positivo n for um residuo para o
divisor d, também serd um residuo para qualquer divisor da
forma 4ngxd, ou até 4ngtdii; e se o nimero negativo —n for um
residuo para o divisor d, sera também um residuo para o divisor
4ng+d, mas um nao-residuo para o divisor 4ng—d.

346. Se o numero positivo n for um residuo para o
divisor d, e também para o divisor e, sera ainda um residuo para
qualquer divisor primo da forma 4ngtde. E se o numero
negativo —n for um residuo para os divisores d e e, serd também
um residuo para qualquer divisor primo da forma 4ng+de; mas
para os divisores 4ng—de sera achado entre os nao-residuos.

347. Se o numero positivo n for um nao-residuo para os
divisores d e e, certamente serda um residuo para todos os
divisores primos da forma 4ngtde; e se o numero negativo —n
for um ndo-residuo para os divisores d e e, serd um residuo para
todos os divisores primos da forma 4ng+de; mas para divisores
da forma 4ng—de sera um nao-residuo.

348. Seja proposto qualquer numero +n; ele sempre sera

um residuo, se o divisor primo for contido em alguma das
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seguintes formas: 4ng+A4, 4ng+B, 4ng+C, etc., cuja quantidade ¢
igual & metade da quantidade de niimeros que sdo primos com
4n e menor que ele. Mas se o divisor for contido nas formas
restantes, sera um nao-residuo.

349. Os casos em que o numero z ¢ um quadrado devem
ser colocados a parte, pois um quadrado sempre ocorrerd entre
os residuos, qualquer que seja o divisor. Mas, se n for um
quadrado negativo, valera o mesmo raciocinio quanto o usado
para —1.

350. Deve ser demonstrado®® em primeiro lugar,
portanto, a proposi¢do de que, se o divisor primo for 4ng+ii,
sendo i um nimero impar, tanto os numeros # € ¢, quanto seus
negativos —n € —q, sempre ocorrerao entre os residuos. Seja i =
2m+1 e, porque o divisor 4ng+4mm+4m+1 ¢ da forma 4p+1, o
quadrado negativo —4mm—4m—1 sera contido entre os residuos®
e, porque os numeros 4nq e 4 sao residuos, também o numero
ng, bem como —ng serdo residuos; em consequéncia, ambos 0s
nameros n e ¢ deverdo ocorrer a0 mesmo tempo entre os

residuos, ou ao mesmo tempo entre os nao-residuos; logo,

* N. do Trad. Isto é a primeira proposi¢io relacionada em §344 como nio
demonstrada. Observe que a demonstragdo de Euler ndo é completa.

2 N. do Trad. Ver §333 e, para as proximas consequéncias, §318 (4ng é o
complemento do quadrado negativo) e §307.

201



quando um ou outro estiver entre os residuos, serd necessario
que o outro seja achado na mesma classe.

351. Se n ndo fosse um residuo, ndo haveria quadrado xx
algum, tal que xx—n ¢ divisivel por 4ng+4mm+4m+1. Logo, se
puder ser demonstrado que ha algum quadrado do referido tipo,
a verdade da proposicdo serd estabelecida. De fato, se n fosse

2ng+2mm+2 ~ . o,
naTEmMTIM_1 ngo seria divisivel

um ndo-residuo, a expressdo n
pelo numero primo e, por isto, se o contrario pode ser
demonstrado, teremos o que precisamos. (*)

(*) Escrito na margem: Se n fosse um ndo-residuo, nzz seria algum ndo-

residuo e, portanto, também

TnxxFy(dng+4mm+am+1),

qual expressdo, se fosse um quadrado em pelo menos um caso,
validaria a proposi¢do. Mas, na verdade, devido aos sinais
ambiguos, parece que isto deve sempre acontecer em pelo
menos um caso; € ¢ ainda mais verdadeiro, visto que n € g sdo
permutaveis, mesmo que o divisor ndo seja primo. Questao, se n
=3,q=35,2m+1 =5, £32z£85y, ou £52z£85y ndo pode ser feito
um quadrado. A demonstragdo deveria ser elaborada de tal

forma que o divisor seja primo.
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352. Agora, ¢ necessario demonstrar’® que, se o divisor
primo for 4ng—4mm-4m—1, o nimero n ocorrerd entre os
residuos dos quadrados, mas o nimero —» entre os ndo-residuos.
Igualmente, o nimero ¢ estara entre os residuos e —g entre os
ndo-residuos. Mas, visto que (2m+1)* certamente estd entre o0s
residuos, 4ng estard na mesma classe e, portanto, também ngq.

353. Aceitando essas proposi¢des, embora ainda ndo
fossem demonstradas, sejam i um niimero impar e 4nq=+ii primo;
para o divisor primo 4ng+ii, visto que n € —n sdo residuos, bem
como naa € —naa, sempre havera algum quadrado xx, tal que xx—
naa seja divisivel por 4ng+ii, e ainda algum quadrado yy, tal que
yy+naa seja divisivel por 4ng+ii.

354. Mas, sendo 4ng—ii o divisor primo, devido ao fato
de que naa ¢ residuo, sempre havera um quadrado xx, tal que
xx—naa seja divisivel por 4ng—ii; ndo ha, porém, um quadrado yy
algum, que faz com que yy+naa seja divisivel por 4ng—ii, pois
neste caso —naa ¢ um nao-residuo.

355. Como 4ng+ii ¢ um namero da forma®’ 4p+1,
sempre haverd uma soma de dois quadrados fftgg que ¢

divisivel por ele, dos quais um ff pode ser tomado a vontade. Em

% N. do Trad. Isto ¢, a segunda proposi¢io enunciada em §344. De novo, a
demonstracdo ¢ incompleto, o que Euler reconhece no proximo paragrafo.

"N. do Trad. Todo quadrado impar tem a forma 4¢+1. Ver também §334 ¢ a nota de
Euler.
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consequéncia, se xx—naa ¢ divisivel por 4ng+ii, um quadrado yy
pode ser encontrado, que faz com que xx+yy seja divisivel por
4ng+ii e, entdo, também yy+naa serd divisivel pelo mesmo
divisor.

356. Como 4ng—ii tem a forma 4p—1, ndo*® havera soma
alguma de quadrados divisivel por 4ng—ii; em consequéncia, se
xx—naa for divisivel por 4ng—ii, ndo serd possivel fazer com que
yyt+naa seja divisivel pelo referido divisor; pois, também a soma
xx+yy seria divisivel, o que ¢ absurdo.

357. Tomando d = 4ng+ii como o divisor primo, visto
que a forma xx+naa € divisivel por ele, também a forma yy+qgaa
serd divisivel por ele, bem como, portanto, a forma gxx—nyy.
Acontecera, entdo, que também a forma yy—qaa ¢ divisivel e,
por causa disto, qualquer soma da forma gxx+nyy.

358. Se o divisor primo for d = 4ng—ii, visto que as
férmulas xx—naa, bem como yy—qaa, sdo por ele divisiveis,
também a forma gxx—nyy sera divisivel por d. No entanto, como
a forma yy+qgaa nao ¢ divisivel por d, nenhuma forma gxx+nyy

sera divisivel por d.

359. Na verdade, embora essas proposi¢gdes possem ser
demonstradas, as outras, como observamos acima, ainda ndo

foram estabelecidas. Do §345, ha um quadrado, deixando um

2 N. do Trad. Ver §337 ¢ a nota de Euler.
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residuo positivo n quando dividido por d — de fato, ha um
deixando naa; mas, entdo, sendo 4ng+d um nimero primo, ha
um quadrado xx, que, dividido por 4ng*d, deixa o mesmo
residuo, ou seja, xx—naa sera divisivel por 4ng+d.

360. Se, por exemplo, bb—naa for divisivel por d, o
namero xx—naa sempre serd divisivel pelo nimero primo 4ng+d.
Mas, sendo i um niimero impar, podemos ainda exibir a forma
xx—naa, que sera divisivel pelo numero primo 4ng=xdii.

361. Se tiver um quadrado bb, que deixa um residuo
negativo —n, ou —naa, quando dividido por d, haverd também um
quadrado xx, que, dividido pelo nimero primo 4ng+dii, deixa o
residuo —n, ou —naa. Se, por exemplo, o divisor d for da forma
bb+ncc, haverda um x, tal que xx+naa ¢ divisivel pelo nimero
primo 4ng+dii.

362. De fato, se o divisor d for da forma bb+ncc, nao
havera forma alguma xx+naa, que seja divisivel pelo primo
4ng—dii. Desta maneira, se tivermos n = 3, tomamos d = 7,
porque 2°+3-1 = 7, e, de fato, é certo que nenhum nimero da
forma xx+3aa admite divisores da forma 12¢-7ii, alguns dos
quais sdo: 5, 17, 29, 41, 53, 65, 77, 89, 101, 9, 21, 33, 45.

363. De §346, segue que, se d e e forem divisores de
certos numeros da forma aa—nbb, entdo sempre haverd um
quadrado xx, tal que xx—ncc seja divisivel pelo nimero primo

4nqgtdeii, o que, de fato, pode ser deduzido do precedente, ao

205



demonstrar que, se aa—nbb tiver o divisor d, e uma outra forma
semelhante ff~ngg tiver o divisor e, entdo hh—nkk sera divisivel
pelo produto de. Isto serd claro se considerarmos residuos de

quadrados divididos por nimeros compostos.
364. Ainda mais, merece ser observado que, o numero n

e, portanto, também naa, ndo pode ocorrer entre os residuos de
quadrados, a ndo ser que o divisor primo seja da forma 4ng+a.,
onde o ndo significa todos os nimeros primos com 4a e
menores que o mesmo, mas apenas metade deles, sendo a outra
metade completamente excluida. E, assim, todos os divisores
primos da forma xx-naa t€m a forma 4ng+a, onde a denota
varios numeros, sendo o mesmo tanto excluido.

365. O calculo ¢ semelhante para nimeros da forma
xx+naa, cujos divisores primos sdo compreendidos pela forma
4ng+a, de tal forma que a quantidade de nimeros excluidos de
o ¢ a mesma da quantidade de nimeros admitidos. Em qualquer
caso, todo quadrado impar ii ¢ valido para o e, se a for valido,
também oui serd valido.

366. Para trabalhar essas demonstracdes que faltam,
consideremos divisores primos 4p+1 e, visto que se pode exibir
uma soma aa+bb de dois quadrados, divisivel pelo referido
divisor, tal que um pode ser tomado a vontade, (4p+1)bb ¢

removido e aa—4pbb sera divisivel por 4p+1, ou seja, hd um
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quadrado aa, que deixa o residuo 4pbb quando dividido por
4p+1, portanto deixando p, ou seja, ha uma forma aa—pbb
divisivel por 4p+1.

367. Visto que haja uma forma aa—bb divisivel por 4p+1,
somando (4p+1)bb, ha também a forma aa+pbb divisivel por
4p+1, o que ja ¢ claro, mas se os quadrados sdo divididos pelo
numero primo 4p+1, tanto +p quanto —p serdo achados nos
residuos.

368. Seja, entdo, 4ffp+ii o divisor primo, sendo i um
nimero impar, e porque pode-se exibir tanto a forma aa+bb,
quanto aa—bb, divisiveis pelo referido divisor, também iiaa+iibb
e iiaa—iibb serdo divisiveis; subtraindo e depois somando
(4ffp+ii)bb, teremos que as formulas iiaa—4ffpbb ¢ iiaa+4ffpbb
sao divisiveis por 4ffp+ii, ou seja, t4ffpbb estardo entre os
residuos dos quadrados e, portanto, também =£p. Havera,
portanto, numeros tanto da forma xx+pyy, quanto da forma xx—

pyy que sdo divisiveis por 4ffp+ii. (*)

*) Escrito na margem: O primeiro claramente; pois TPy inteiro, se x
g "
4 ffp +ii
=i,y=2f,
para xx—2yy ser divisivel por 41, x=7,10,13,14,17
y=2,3, 8,41

para xx—2yy ser divisivel por 17,
x=12,5 11,6 10,7 16,1 17,4
Ll —— ——
y= 2 1 4 3 5
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369. Se, aceitando as observagoes feitas acima, o divisor
primo for contido em qualquer dessas formulas: 4rg+1, 4rg+a.,
4rq+B, 4rq+y, 4rq+9o, etc., onde os nameros 1, a, B, v, 0, etc. sdo
primos com 4r ¢ menores que ele, dos quais, contudo, ocorrem
s6 a metade, entdo o numero » certamente ocorrera entre os
residuos dos quadrados; e as formulas dos divisores para o
residuo —» sdo analisadas de modo semelhante, sendo que
concordam com estas quando o divisor tem a forma 4p+1, e
divergem quando o divisor tem a forma 4p—1.

370. Merece ser observado que, das formas 4rg+4m+1,
metade € excluido tanto para o residuo +r, quanto para —r, cujos
divisores para essa forma sao comuns. Mas, da forma 4rg+4m—
1, metade vale para o residuo +7 e a outra metade para o residuo
—r e, aqui, os divisores que valem para um residuo sao excluidos

do outro.
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Capitulo XI

Sobre residuos surgidos da divisao de cubos

por numeros primos

371. Sendo d = 2p+1 um divisor primo, qualquer que
seja o residuo deixado pelo cubo a’, 0 mesmo sera deixado pelos
cubos (atdy’, (a+2d)’, etc. e, em geral, (at+nd)*; por isso, sera
suficiente considerar os cubos, cujas raizes sdo menores que d, a
saber,

1,8,27, 64, ..., (d-4)’, (d-3)’, (d-2)°, (d-1)’.

372. Seja r o residuo que um cubo qualquer, a’, deixa;
entdo ¢ claro que o cubo (d—a)’ deve deixar o residuo —r, ou
seja, d-r. Assim, se um numero qualquer » ocorrer entre 0s
residuos dos cubos, seu simétrico —», ou seja d-r, o que ¢
chamado seu complemento, ocorrerd no mesmo lugar.

373. Sejam 1, a, B, v, O, etc., os residuos surgidos da
divisdo dos cubos por um niimero primo d = 2p+1. Se todos eles
forem mutuamente distintos, sua quantidade sera = d-1 e,
portanto, todos os numeros menores que d ocorrerao entre os
residuos. Mas, se uns numeros ocorrerem duas ou mais vezes,
entdo certamente uns numeros serdo excluidos, sendo eles

incluidos entre os ndo-residuos.
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(*) Todos os cubos menores que d° ocorrerdo entre esses residuos, bem como

os produtos, reduzidos aos valores minimos, de dois, trés, etc., deles.

374. Querendo investigar se ¢ possivel que um mesmo
nimero » ocorresse entre os residuos duas vezes, suponhamos
que o mesmo residuo 7 resulta dos cubos o’ e b, cujas raizes a e
b sdo numeros distintos, menores que o divisor d. Assim, sua
diferenca b°-a’ = (b—a)(aa+ab+bb) sera divisivel por d. Visto
que d € primo e o fator b—a € primo ao mesmo, € necessario que
o outro fator aa+ab+bb seja divisivel por d.

375. E se o cubo b° fornecer o mesmo residuo que a’, a
qualquer outro cubo ¢ correspondera algum cubo ¢, deixando o
mesmo residuo. Pois, se os cubos a e b fornecem o mesmo
residuo, também x> e b’x° , reduzidos aos valores minimos, isto
¢, (ax—md)’ e (bx—nd)’, produzirdo o mesmo residuo. Visto que
a e d sdo primos entre si, sempre se pode achar x e m tais que
ax—md seja igual ao dado nimero ¢. Em consequéncia, teremos
que e = bx—nd ¢ distinto de ¢ e menor que d, pois se tivéssemos
e = ¢, teriamos ax—md = bx—nd e, portanto, (a—b)x seria divisivel
por d embora nem a—b nem x ¢ divisivel.'

376. Portanto, se um residuo ocorrer duas vezes, segue

imediatamente que todos ocorrerdo duas vezes e, assim, a

'N. do Trad. d|x = d|(ax-md) = ¢, o que é contra a hip6tese de que ¢ < d.
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quantidade de residuos distintos serd reduzida pela metade. Isto
ndo pode acontecer, porém, a ndo ser’ que o divisor d seja um
divisor da forma aa+ab+bb, sendo a e b menores que d. Mas, se
o divisor ndo for da referida forma, todos os residuos serdo
distintos e a quantidade deles sera = d—1 = 2p.

377. Sejam, entdo, a” e b> cubos que fornecem o mesmo
residuo, de tal forma que a*+ab+b* seja divisivel por d. Assim,
3a*+3a’b+3ab’ sera divisivel por d e, subtraendo a-b’ , teremos
que

2a°+3a*b+3ab*+b’ = i’ +(a+b)’?
sera divisivel por d. Porque @’ deixa r, o cubo (a+b)’ deixara —r
e, portanto®, o cubo (d—a—b)’, ou (2d—a—b)*, dara o residuo +r.

378. E imediato, portanto, que, se houver dois cubos ae
b’ que deixam o mesmo residuo 7, haverd um terceiro (d—a-bY’,
ou (2d-a-b)’, que também deixa o mesmo residuo; sua raiz sera
menor que d e distinta de ambas as precedentes, a e b. De fato,
ndo podemos ter d—-a—b = a, nem 2d-a—b = a; pois, se
tivéssemos b = d—2a, ou b = 2d-2a, entdo b* deixaria o residuo —
84°, ou seja, —8r. Mas, visto que deixa o residuo 7 por hipétese e
porque esses dois residuos » € —87 ndo podem ser equivalentes

(pois sua diferenca = 97 nao ¢ divisivel por d, exceto no caso em

2N. do Trad. Ver §374.
3N. do Trad. Ver §372.
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que d = 3, que é um caso transparente’), segue que, havendo
dois residuos iguais, sempre tera um terceiro igual.

379. Se, portanto, dois cubos @ e b’ fornecerem o
mesmo residuo 7, havera, por essa mesma razao, um terceiro e ,
exibindo o mesmo residuo, cuja raiz ¢ constituida de tal forma
que a soma de todas a+b+c serd ou = d, ou = 2d, pois ¢ = d—a-b,
ou ¢ = 2d-a—b, cada um sendo menor que d. E, assim, o terceiro
¢ facilmente achado a partir de dois.

380. Pode-se deduzir disso, porém, que nunca havera
mais que trés cubos a , b3, c3, menores que & , que deixam o
mesmo residuo. Pois, se houvesse um quarto e’, distinto
daqueles, os seguintes também forneceriam o mesmo residuo’:

(Md—a—e)’, (hd-b—e)’, (Ld—c—e)’
e eles seriam distintos dos precedentes. Pois, se tivesse Ad—a—e
= b, entdo a+b+e seria divisivel por d e, portanto, e = ¢, contra a
hipdtese; teriamos ndo somente quatro, mas sete cubos dando o
mesmo residuo.

381. Desta forma, por combina-los dois a dois, mais

cubos podem ser achados, menores que d°, que também deixam

residuos, até todos os cubos aparecem. Com um residuo dado 7,

4N. do Trad. No caso de d = 3, ha d—1 residuos distintos, a saber, 1 ¢ —1. Observamos
ainda que, no texto original, o presente paragrafo é numerado 387, erroneamente.
>N. do Trad. Em cada caso, A = 1 ou A = 2.
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um outro —r ¢ achado, e ¢ claro que nao hd mais que trés cubos,
menores que d°, que exibem o mesmo residuo.®

382. Portanto, na série dos residuosl, a, B, y, etc., cuja
quantidade ¢ = d—1 = 2p, ou sdo todos distintos, ou sdo iguais de
trés em trés’. Mas, o segundo caso ndo pode acontecer, a menos
que 2p seja um numero divisivel por 3. Por isto, se p ndo for
divisivel por 3, ¢ certo que todos os residuos serdo distintos e,
portanto, todos os nimeros menores que d ocorrerdo entre os
residuos.

383. Visto que cada numero primo, exceto 2 e 3, ¢
contido em uma ou outra® das formas 6g+1 e 6g—1, se o divisor
primo for 6g—1, todos os nimeros menores que o referido
divisor ocorrerdo entre os residuos e ndo havera nao-residuos.
Se, porém, o divisor for 6g+1, serd possivel que a quantidade de
residuos distintos seja apenas 2¢q e, assim, haverd 4q nao-
residuos.

384. Vimos’, porém, que esse ultimo caso acontece se o

divisor for da forma aa+ab+bb; disto ¢ claro que, como ja

®N. do Trad. O pensamento de Euler neste paragrafo nio ¢ inteiramente claro. Parece
que ele estd afirmando que, visto que hd mais de trés maneiras de combinar dois
residuos (incluindo suas poténcias), basta descobrir dois residuos para poder calcular
todos os outros. De fato, ele continua, basta descobrir um, pois seu simétrico também
sera um residuo. Compare isto com §388.

" N. do Trad. Na h4 implicagdo de qualquer tipo de ordem aqui; a afirmagdo é apenas
que cada residuo distinto aparece trés vezes na série.

¥N. do Trad. 6¢, 6g+2 ¢ 6g+4 sdo divisiveis por dois, enquanto 6¢+3 ¢ divisivel por 3.
Os numeros 2 e 3 sao excluidos porque Euler ndo considerou a possibilidade de ¢ = 0.
9 N. do Trad. Ver §374.
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observamos '’ acima, tal forma ndo admite outros divisores
primos além dos da forma 6g+1. Mais ainda, seu quadruplo
4aa+dab+4abb = (2a+b)*+3b* se reduz a forma aa+3bb, cujos

.. . , . 11
divisores primos gozam desta notavel propriedade.
385. Procuramos, entdo, primos que sdo divisores de

quadrados, deixando como residuo ou —3 ou —3bb, que, como
observado acima (§341), sdo contidos nas duas féormulas 12¢+1
e 12¢g+7, o que se reduz a forma tUnica 6g+1. Disto pode-se
concluir, por sua vez, que todos os niumeros primos da forma
6g+1 sdo dotados dessa propriedade, embora ainda falte uma
demonstragdo plena dessa coisa até agora.

386. Dado isto, porém, obtemos a seguinte proposicao:
Sempre que o divisor primo for da forma 6g+1, nem todos os
residuos dos cubos'? de 1 a 216¢° serdo distintos, mas, porque
serdo iguais em trios, a quantidade de residuos distintos sera
apenas 2¢ e o restante dos nimeros menores que o divisor, cuja
quantidade ¢ 4¢, serao nao-residuos. Sempre que o divisor primo
ndo for da forma 6¢+1, porém, todos os residuos serdo distintos

e ndo havera nao-residuos.

' N. do Trad. Na nota (*) ao §272, Euler observa que so primos da forma 3A+1
dividem a referida forma e claramente nenhum ntimero da forma 3A+1 ¢ da forma 6g—
1.

"'N. do Trad. Ver §402. Observe que, se a’*+3b> = ¢d, entio a* = gd-3b* ¢, assim, —
3b% é o resto da divisdo de a’ por d (ou, como diriamos hoje, ¢ equivalente a esse
resto).

12N. do Trad. Isto ¢, 0s 6g cubos (positivos) cujas raizes sio menores do divisor d =
64g+1. Para a demonstracdo de Euler da primeira proposicao, ver §397 e §398.
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387. Precisa-se considerar, portanto, apenas divisores

primos da forma 6g+1, para os quais a quantidade dos nao-

residuos € o dobro da dos residuos. Apresentaremos os casos

mais simples:

para o divisor:
residuos:
ndo-residuos: {

para o divisor:
residuos:
ndo-residuos: {

para o divisor:
residuos:
ndo-residuos: {

para o divisor:
residuos:
ndo-residuos: {

7 13 19
I, 6 1,8,5,12 1, 8 7,11, 12,18
2,3 2,4, 3,6 2, 3, 4, 5 6, 9
5,4 11,9,10,7 17,16, 15,14, 13, 10
31
1, 8,27, 2,16, 15,29, 4, 23, 30
3, 5, 6, 7, 9,10, 11, 12, 13, 14
28, 26, 25, 24, 22, 21, 20, 19, 18, 17

37

8, 27, 14, 31, 10, 6, 23,29, 11, 26, 36

1,
2, 3, 4,

5, 7,9,12, 13, 15, 16, 17, 18

35, 34, 33, 32, 30, 28, 25, 24,22,21, 20,19

43

1,8,27,21,39,11,4,32, 22,16, 35, 2, 41, 42
3,5,6,7,9,10,12,13,14, 15,17, 18, 19, 20
40, 38, 37,36, 34,33,31,30,29,28,26,25,24, 23

388. Para qualquer divisor primo da forma 6g+I,

portanto, todos os cubos menores que o divisor ocorrem entre 0s

residuos, bem como seus complementos" 6¢, 6g—7, 6¢—26, 6g—

63, etc. Continuando, ocorrem também seus produtos dois a

dois. Entdao ¢ também verdadeiro que, se qualquer produto mn,

B N. do Trad. Ver §372.
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junto com um dos fatores m, estiveram entre os residuos,
também o outro fator »n serd achado no mesmo lugar.

389. Pois, se a deixa mn e b’ deixa m, para o divisor
6¢+1 = d, pode-se colocar'* a = fb—gd e, portanto, £°b° deixa mn,
e também nb> deixa mn e, assim, £b—nb’ e logo f—n sera
divisivel por d, ou seja, /° deixaré n.

390. Se o nimero o ocorrer entre os residuos dos cubos,
sendo d = 6g+1 o divisor primo, entio a**—1 sera divisivel” por
d. Em consequéncia, os residuos que surgem da divisdo da
progressao geométrica 1, o, ocz, oc3, a4, - o pelo mesmo
divisor, concordam com os residuos dos cubos.

391. Por sua vez, deve ser mostrado que, se a*%-1 for
divisivel pelo divisor primo 6g+1, o nimero a certamente
ocorrerd entre os residuos dos cubos, o que ¢ facil quando 2¢q

3kl ocorre

ndo ¢é divisivel por 3. Pois, se 2¢ = 3k£1, como a*! = a
entre os residuos, visto que é equivalente a unidade, a** de fato
estard no mesmo lugar e serd necessario que a seja achado no
mesmo lugar. '

392. Resta, portanto, mostrar que, se 2g = 3k e a1

puder ser dividido por 6g+1 = 9k+1, entdo a estara entre os

YN. do Trad. Por hipotese, b < d, com d primo; logo b e d sdo coprimos. Ver a nota
de Euler ao §139.
S'N. do Trad. Se a. é residuo, h4 algum a tal que, modulo d, o. = a®; assim, a® = a% =

1, pois 6g = @(d).
1 N. do Trad. Ver §388.
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residuos dos cubos (*); a** com certeza sera achado no referido
lugar, visto que ¢ um cubo, mas ainda deve ser demonstrado que

o residuo de a** seja equivalente a unidade.

(*) Escrito na margem: Pois, se a fosse um nado-residuo, todos os outros nao-
residuos, que sdo a, aa, aP, ay, ad ¢ a*, da, aZB, azy, etc. gozariam da
mesma propriedade, de tal forma que suas poténcias ao expoente 2g,
menos a unidade, seriam divisiveis por 6g+1; portanto, todos os nimeros

teriam essa propriedade, o que é absurdo.

393. De fato, como os residuos das poténcias 1 a, az, a ,
etc., em quantidade de 2¢g, como os residuos dos cubos, sdo
distintos, e porque ambas as classes comecam com a unidade e
tém os termos a3, a6, a9, etc. em comum, entdo as outras
propriedades sao comuns e a classe de poténcias nao pode
conter termos diferentes da outra classe.

394. Consideremos os ndo-residuos de cubos, divididos
pelo namero primo 6¢g+1; com certeza, se mn for um residuo e m
um ndo-residuo, também #» sera um nao-residuo. Por outro lado,
nem todos os produtos de dois ndo-residuos fornecerdo um

residuo; mas todo produto de qualquer residuo com um nao-

residuo sera um nio-residuo'’.

7N. do Trad. Ver §387, onde em relagio a d = 13, por exemplo, o produto de nio
residuos 2x4 = 8, um residuo, enquanto o produto dos nio-residuos 2x3 = 6, um nao
residuo.
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395. Em primeiro lugar, os quadrados dos varios nao-
residuos sdo contidos entre os nao-residuos; isto ¢, se A4 for um
ndo-residuo, 4> também serd um ndo-residuo, mas se esse ndo-
residuo 4* for multiplicado pelo ndo-residuo 4, certamente dara
um residuo, pois ¢ um cubo.

396. Pois, se A? fosse um residuo, A% seria'® divisivel
por 6g+1; e como A%-1 certamente ¢ divisivel, também seria
A%-4" isto &, A%-1 seria divisivel e, portanto, 4 seria o
residuo de um cubo, contra a hipotese. Por isto, se 44 for um
residuo, 4 também serd um residuo e, ao contrério'’, se 4 for um
nao-residuo, 44 também sera um nao-residuo.

397. Portanto, se o divisor primo for = 6g+1, os residuos
dos cubos forem 1, a, B, y, O, efc, € se tivermos um Unico nao-
residuo 4, entdo, em primeiro lugar, todos os numeros 4, Aa,
AR, Ay, etc. e, depois, esses Az, Azoc, AZB, Azy, etc. serdo nao-
residuos. E claro que, visto que sdo todos mutuamente distintos,
a quantidade desses nimeros, como agora demonstramos, ¢ duas

vezes a quantidade dos residuos.

398. Disto, ¢ claro que, se o divisor primo for 6g+1, pode
haver somente 2¢g residuos distintos; pois, se todos os niimeros

; 2 .20 Cs
ocorressem entre os residuos, a~—1 seria™ em geral divisivel

"¥N. do Trad. Ver §390.
Y'N. do Trad. Isto é, a contraposicao.
2ON. do Trad. Ver, mais uma vez, §390.
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por 6g+1, qualquer que seja a < 6g+1; mas, porque isto ¢
absurdo, h& pelo menos um nao-residuo e, disto mesmo, segue
que hé 4¢ nao-residuos.

399. Assim, visto que a partir de um unico nao-residuo 4
se obtém duas classes de nao-residuos, sendo a primeira A4, Aa.,
AP, Ay, etc. e a segunda Az, Aza, AZB, Azy, etc., cada uma
contendo a mesma quantidade de termos quanto a classe dos
residuos, o produto de dois de uma das classes sera achado na
outra classe e o produto de dois de classes diferentes serd”' um
residuo.

400. Duvidemos, mesmo agora, se todos os nao-residuos
sejam de fato obtidos desta maneira a partir de um Unico nao-
residuo? Seja B um ndo-residuo ndo contido em qualquer uma
das duas classes. Entdo tanto B, Ba, BB, By, etc., quanto Bz, Bzoc,
BB, B%, etc. serdo ndo-residuos, tendo cada grupo a mesma
quantidade de termos quanto ha de residuos, e todos esses
numeros serdo distintos dos precedentes”’. Mais ainda, ou 4B ou
AB* ndo serd um residuo; certamente um sera um residuo e o

outro um nao-residuo.
(*). Escrito na margem. Deve ser demonstrado que ambos ndo podem ser

simultaneamente ndo-residuos. Se AB fosse um ndo-residuo, seria contido

2I'N. do Trad. O produto, por exemplo, AaxA*B = A’ap, o produto de trés residuos e,
portanto, ¢ um residuo. Os outros casos sdo semelhantes.

*2N. do Trad. Se Ba estivesse numa das séries A ou A%, Ba, (Ba)a, (Ba)p, ..., (Ba),
(Bo)’a, ... seriam os ndo-residuos originais e, portanto, B estaria numa dessa séries
originais (ha algum y3 = 1), contra a hipotese.
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na classe ou de 4, ou de B, ou de Az, ou de B~ Mas, cada um é um

absurdo e, portanto, 4B ¢ um residuo.

401. Se AB nado fosse um residuo, poderiamos

representar duas classes de ndo-residuos assim:
Primeira classe: 4, Ao, AP, Ay, etc. B, Ba,
BB, By, etc.
Segunda classe: Az, Azoc, AZB, Azy, etc. Bz, Bzot,
BB, B, etc.
e um numero qualquer da primeira classe de 4, multiplicado por
qualquer um da segunda classe, forneceria um residuo e ele
certamente seria distinto de qualquer um que seja. Em
consequéncia, mais residuos seriam produzidos que de fato ha, o
que ¢ absurdo.

402. Logo, visto que hé apenas 2¢ residuos para o divisor
primo 6¢+1, dado um cubo @’ qualquer, ha um outro 4°, menor
que (6¢+1)°, tal que a sua diferenca ¢ divisivel por 6¢+1 e,
assim, aa+tab+bb serd divisivel pelo mesmo numero. Todo
namero primo 6g+1 ¢, portanto, divisor™ de algum nimero

aa+3bb, ou algum aa+3 ou algum 3aa+1.

B N. do Trad. Ver §384 ¢ §385.
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403. Pondo 373 no lugar do divisor, teremos os seguintes

residuos dos cubos, bem como os ndo-residuos das duas

24
classes™:

Residuos
*
1, 7,8, 12, 13, 17
18, 19, 20, 22, 23
27, 30, 31, 33, 41
45, 49, 50, 55, 56
58, 64, 67, 74, 75
84, 86, 87, 91, 96
97,104,109, 111, 113
119, 125,126, 129, 133
136, 137, 139, 140, 142
144, 145, 146, 152, 154
156, 157, 158, 160, 161
163, 167,169, 176, 184
185.
quantidade 2'62 = 124.

Nao-residuos

De Classe I. +

2, 3,5, 14, 16, 21
24, 26, 34, 35, 36
38, 39, 40, 44, 46
47, 51, 53, 54, 57
59, 60, 61, 62, 65
66, 69, 81, 82, 83
85, 89, 90, 93, 95
98, 99,100, 101, 107
110,112, 115, 116, 121
123,128, 134, 135, 147
148, 150, 151, 155, 165
168,172,174, 179, 181
182.

quantidade = 124.

De Classe II. +

4, 6, 9, 10, 11, 15
25, 28, 29, 32, 37
42, 43, 48, 52, 63
68, 70, 71, 72, 73
76, 77, 78, 79, 80
88, 92, 94,102,103
105, 106, 108, 114, 117
118,120, 122, 124, 127
130, 131, 132, 138, 141
143, 149, 153, 159, 162
164, 166,170, 171, 173
175,177,178, 180, 183
186.

quantidade = 124.

404. Visto que o divisor primo € 6g+1 e a quantidade de

ndo-residuos € o dobro da quantidade de residuos, havera menos

* N. do Trad. Observe que cada nimero na tabela representa se mesmo e seu
simétrico. Assim, temos, por exemplo, 7 ¢ —7 (ou seja, 366).
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divisores para os quais um dado niimero sera contido entre os
residuos. Assim, um dado nimero a sera um residuo, si o divisor
for um fator da forma x’+ay’, ou da forma x’+aay’; pois, se
x*+ay® = dn, o cubo x°, dividido por d, dard ay’ e a estara entre
os residuos.”

405. Procura-se, portanto, os divisores primos dos
nimeros’® x’+ay’ e se escolha apenas os que sdo
simultaneamente da forma 6g+1. Desta forma, pondo, a = 2,
dois sera achado entre os residuos, sempre que o divisor da
forma 6g+1 estiver um niimero da seguinte série:

31, 43, 109, 127, 157, 223, 229, 277, 283, 307, 397, 433, 439,
457, 499, 601, 643, 691, 727, 733, 739, 811, 919, 997, 1021,
1051, 1069, 1093, efc.

406. Seja, entdo, 6m+1 um numero, tal que tanto 2,
quanto 2%, sdo residuos. Assim®’, 2*"-1 sera divisivel pelo
mesmo e, portanto, ou 2"—1 ou 2"+1. Mas, se 6n+1 for ou da
forma 8m+1, ou 8m+7, isto é, ou n = 4m, ou n = 4m+1, entdo
também 2°"—1 sera divisivel por 6n+1. Em consequéncia, ¢ claro
que nos casos em que 7 é ou 4m ou 4m+1, teremos que 2"-1 é
divisivel por 6n+1, enquanto nos casos em que # € ou 4m+2 ou

4m+3, ndo 2"-1, mas 2"+1 sera divisivel por 6n+1.

2 N. do Trad. Ver §388.
% N. do Trad. As vezes ¢ mais facil achar um divisor de x*+a*’. Nesse caso, a” serd

um residuo e, portanto (por §396), a também sera residuo.
2" N. do Trad. Ver §396.
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407. Assim, transferindo para c4 os numeros dados

acima, temos>®:

por ¢ divisivel por ¢ divisivel

31 | 2% 1e 2°-1 499 | 2'%°-1 e 2%+]
43 | 2M-1 « 2741 601 | 221 «2'"-1
109 | 21 « 2"+1 643 | 221 «2'7+1
127 | 21« 221 691 | 27°-1 «2'P+1
157 | 2721 « 2%°+1 727 | 221« 21
223 | 2™-1« 2741 733 | 221 « 2"+
229 | 271 « 2%+1 739 | 2%-1 «2'P+1
277 | 2721 « 2%+1 811 | 27°-1 «2"+1
283 | 271 « 2¥7+1 919 | 2%%°-1 «2"1
307 | 2'%-1 « 241 997 | 231 «2'%%+1
397 | 221 « 2%%+1 1021 | 2°%-1 «2''+1
433 | 2'1 « 271 1051 | 2°%-1 «2'7+1
439 | 2M°1 «27-1 1069 | 2°%°-1 «2'7%+1
457 | 21921 «27%-1 1093 | 2°%-1 «2'82+]

408. Se considerarmos atentamente esses divisores, pelos

quais 2 é feito um residuo, observaremos® que todos eles

% N. do Trad. No original tem-se, na tltima entrada da primeira linha, 3*+1, o que é
de fato divisivel por 499, mas ndo parece obedecer ao padrdo da tabela. Na sexta
linha, tem-se 2'%>-1 para a ultima entrada; Isto é errado.
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resultam da forma 27pp+gq, sempre que o mesmo for um
niamero primo, embora ndo se pode ainda confirmar essa
observagao por uma demonstragao.

409. Se procurarmos os divisores primos 6g+1, pelos
quais 3 ¢ feito um residuo, acharemos:

61,67, 73,103, 193, 307, 367, 439, 577, 1021, etc.

0s quais, se sejamos permitidos fazer uma conjectura, sdo
contidos na forma 3pp+qq, onde temos que ou p = 9n, ou ptg =
On.

410. Os divisores primos da forma 6g+1, que t€ém 5 entre
os residuos dos cubos, serdo achados a partir da forma x*+5)°.
Esses divisores devem ser 13, 67, 127, 181, 199, 241 487, 739,
etc.; observamos que sdo contidos na forma 3pp+qq sob essas
condigoes: 1) se p = 15n,2)se p=3m e g =5n, 3) se ptqg = 15n
e 4) se pt2g = 15n.

411. Se 6 deve ocorrer entre os residuos, os divisores
sio”’

37,139,163, 181, 241,307,337, 349,379, 631, 727, 751, 997, etc.

» N. do Trad. Para os calculos numéricos referentes aos primos neste paragrafo, bem
como 0s proximos, ver a Introdugio.

30N. do Trad. A lista de Euler ndo é completa, pois, como também acontece com 307,
o divisor primo 439 tem tanto 2, quanto 3, como residuos e, assim, tera também 6
como residuo. O referido divisor também satisfaz o critério eulerano, pois 439 =
3(9)*+14%. De fato, modulo 439, temos 13° =2, 87° =3 e 241° =6.
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que serdo contidos na forma 3pp+qq, se tivermos ou p = 9n, ou
2ptq = 9n. A verdade dessas observacdes, no entanto, teve seu
inicio apenas por conjetura e, de fato, ndo podemos avangar, de

forma comoda, além deste ponto por indugao.

(*) Escrito na margem. Para 7 ser um residuo e o divisor 3pp+qq, devemos
ter ou p =3m e g = Tn, ou ptq =21n, ou 4ptg = Tn, ou p = 21m, ou
pr2q = Tn. — Para 10 ser residuo, para o divisor 3pp+gqg, deve ter ou p

=5n, ou g =5n.
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Capitulo XII

Sobre residuos surgidos da divisao de biquadrados

por numeros primos

412. Seja d um divisor primo; qualquer que seja o
residuo deixado pelo biquadrado a”, 0 mesmo sera deixado, ndo
somente pelos biquadrados (d+a)*, (2d+a)*, etc., mas também
por (d—a)*. Em consequéncia, se d = 2p+1, ndo pode haver mais
que p residuos distintos.

413. Se os residuos forem 1, o, B, v, d, etc., cuja
quantidade ndo pode ser maior que p, todo biquadrado,
reduzido, ¢ claro, a forma minima, ocorrera entre eles e, mais
ainda, gozam da propriedade de que o produto de dois sera
achado entre os mesmos.

414. Esses residuos, portanto, nascem dos biquadrados 1,
16, 81, 256, ..., p4 e nos convém investigar diligentemente se, ou
ndo, para um dado divisor primo, 2p+1, todos sao distintos.

415. E, em primeiro lugar, ¢ 6bvio que, se um ocorrer
duas vezes, por exemplo, a partir dos biquadrados a” e 4*, entio,
porque b*—a* sera divisivel por d = 2p+1, poderemos’ fazer b =

4

md+tna e, assim, n‘a*~a’ serd divisivel, assim como n*~1. Desta

"'N. do Trad. Isto é sempre possivel, pois, pelas condigdes do problema, a e d sio
primos entre si.

227



forma, ¢* e n'c' produzirdo residuos iguais e cada residuo
, 2
ocorrera duas vezes”.

416. Assim, se d for um divisor da formula »*—a*, onde a

~ 1 .
e b sdo menores que Ed’ visto que nem b—a, nem b+a pode ser

por ele dividido, e a férmula b*+a* for divisivel, cada residuo
ocorrera duas vezes. Se, ao contrario, ele nao for fator de tal
forma b*+a’, todos os residuos serdo distintos.

417. Mas, por §279, todo primo que divide a forma
bb+aa ¢ contido na forma 4¢g+1 e, por essa razao, se o divisor
proposta for da forma 4g—1, certamente haverd, a partir da
divisdo dos biquadrados, 2g—1 residuos distintos € o mesmo
numero de ndo-residuos, ndo mais. Abordaremos esse caso
primeiro.

418. Seja, entdo, 4¢g—1 o divisor primo e sejam 1, a, B, v,
d, etc. os residuos distintos surgidos da divisdo dos biquadrados;
sua quantidade sera 2¢g—1 e teremos a mesma quantidade de nao-
residuos, 4, B, C, D, etc. Em primeiro lugar, ¢ claro que, se 4
for um nao-residuo, também Aa, AP, Ay, etc. serdo ndo-residuos.
Pois, se Aa” fosse um residuo, surgido do biquadrado 5*, a forma

b*-Aa* seria divisivel por d. Mas, temos que b = matnd e, em

2N. do Trad. Observe que 7c ¢ ¢ sido distintos médulo d.
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consequéncia, tanto m4a4—Aa4, quanto m4—A, seriam divisiveis
por d; assim, m” deixaria A, contra a hipdtese.

419. De fato, esta propriedade estende-se a todos os
divisores®, de tal forma que o produto de um residuo e de um
nao-residuo sera sempre um nao-residuo. Mas, o produto de dois
ndo-residuos, AB, se o divisor primo seja 4g—1, certamente ¢ um
residuo; pois, se fosse um nao-residuo, seria equivalente a algum
termo Aa4, de tal forma que Aa*-AB e, portanto, a*~B seriam
divisiveis por d, contra a hipotese.

420. Nesse caso, portanto, em que o divisor ¢ = 4¢g—1, os
residuos dos biquadrados sdo munidos da mesma propriedade
quanto os residuos dos quadrados e, ainda mais, claramente
concordam com estes para o mesmo divisor. Isto ¢, todo residuo
dos biquadrados ¢ contido nos residuos dos quadrados e, visto
que tem a mesma quantidade, ¢ inteiramente necessario que
sejam 0s mesmos e, portanto, 0 que expusemos acima” sobre os
residuos e ndo-residuos também vale aqui.

421. Agora seja o divisor primo 4g+1 e sejam 1, a, B, v,
8, etc. os residuos, todos os quais tém a propriedade’ de que a/—

1 ¢ divisivel por 4g+1. Esses residuos também serdo contidos

3 N. do Trad. Isto ¢, ndo somente divisores primos da forma 4¢g—1, mas também os da
forma 4g+1.

4N. do Trad. Capitulo X.

5N. do Trad. Pelo Critério de Euler (§321). Ver também o proximo paragrafo.
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entre os residuos dos quadrados para o mesmo divisor 4g+1;
mas, por sua vez, nem todos os residuos dos quadrados serdo ao
mesmo tempo residuos dos biquadrados, o que ¢ mostrado na
seguinte maneira.

422. Um residuo qualquer dos quadrados pode ser
representado por x°, o que, se fosse um residuo de um
biquadrado, seria tal que x*—1 é divisivel por 4¢+1, onde x
denota um nimero qualquer menor que o divisor; com certeza,
1%4-1, 2%-1, 3%-1, 41, ..., (29)*—1, poderiam entio ser
divididos por 4¢+1, o que ndo pode ser feito e, assim, nem todo
quadrado ocorre entre os residuos dos biquadrados.

423. Se x* ndo ocorrer entre os residuos dos biquadrados,
owcz, sz, yxz, sz, etc. também nado ocorrerdo no referido lugar,
mas, visto que sao residuos de quadrados, ¢ claro que, entre os
residuos dos quadrados, cuja quantidade ¢ 2¢, hd no minimo
tantos nao-residuos de biquadrados, quantos ha de residuos de
biquadrados. Em consequéncia, ¢ claro que a quantidade de
residuos de biquadrados serd ou = ¢, ou ainda menor; no
entanto, a segunda alternativa ndo pode ser.

424. Para explanar isto mais facilmente, examinaremos
os divisores mais simples da forma 4¢+1 e consideremos tanto

os residuos, quanto os nao-residuos dos biquadrados:
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para o divisor 5 13 17 29

residuos 1 13,9 1,413,16 1,16,23,24,20,7, 25
2 2,6,5 3,12,5,14 23,17,19, 11,14,21

nao-residuos { 4 412,10 9,2,15,8 4,6,5,9,22,28,13
3 8,11,7 10,6,11,7 8,12,10,18,15,27,26

para o divisor 37

residuos , 12,33, 10, 26, 34, 7

2 2

1,1
2,3
nao-residuos { 4,2
8,1

2

,25,21,30,11, 3,36

6
2,
7
7,19,13, 5,23,22, 6,35

1
, 2
1

2

9
4,31, 29, 15, 24, 20, 18
8
9

425. Destes exemplos, vemos que o numero dos residuos
¢ = ¢, do qual j4 demonstramos que ndo pode ser maior. A
quantidade dos ndo-residuos ¢ trés vezes maior; separamos 0s
mesmos em trés classes, visto que os numeros de cada classe
gozam de propriedades caracteristicas.

426. Estas trés classes podem ser mais apropriadamente
constituidas da seguinte maneira: visto que hd quadrados que
ndo ocorrem entre os residuos, seja xx um quadrado de tal tipo;
entdo, com certeza nem x, nem x°, podem ser achados entre os
residuos®. Portanto, se os residuos forem 1, a, B, v, 0, €, efc., as
trés classes de ndo-residuos serdo:

L x, ox, Bx, yx, ox, etc.
II. x2, oocz, sz, yxz, sz, etc.

I1I. x3, OUC3, Bx3, yx3, 8x3, etc.

®N. do Trad. Ver §423.
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427. Cada classe contém tantos termos quanto ha de
residuos e todos os termos dessas classes sdo mutuamente
distintos. De fato, os termos de uma mesma classe sdo
claramente distintos; a diversidade dos termos de classes
diferentes sera mostrada agora.

428. Se ax fosse equivalente ao Bx’, teriamos que Bx’—
ox, e portanto PBx—a, fossem divisiveis por 4g+1; em
consequéncia, visto que o € um residuo, Px, sendo equivalente
ao mesmo, também seria um residuo, que ¢ absurdo. De forma
semelhante, se o, ou oocz, fosse equivalente a Bx3, teriamos que
a—Px%, ou a—Px, fosse divisivel por 4¢+1 e, portanto, px?, ou Px,
pertenceria a classe dos residuos, contra a hipdtese.

429. Por isto, se o nimero de residuos for = n, 0 nimero
de ndo-residuos serd 3n, ou pelo menos ndo serd menor que 3n.
E, de fato, se todos os ndo-residuos estiveram contidos nas
referidas trés classes, serd necessario que a quantidade de
residuos e ndo-residuos, tomados juntos, seja = 4¢q e, portanto, n
=gq.

430. Sendo essas classes estruturadas como fizemos, ¢
claro que o produto de dois ndo-residuos tanto da primeira
classe, quanto da terceira, serd contido na segunda classe. Ora, o
produto ou de dois termos da segunda classe, ou de um termo da

primeira com um da terceira, produzirda um residuo. Mas, o
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produto de um termo da primeira classe com um da segunda sera
achado na terceira classe, enquanto o produto de um da segunda
classe com um da terceira serd achado na primeira.

431. Disto se entende que um niimero quadrado nao pode
ser achado na primeira classe, nem na terceira, pois, quando
multiplicado por se mesmo, resulta num residuo. Assim, apenas
a segunda classe contém quadrados e, visto que os residuos
podem ser considerados quadrados, a quantidade de todos os
quadrados ¢ = 2n.

432. Se a segunda classe, junta com a dos residuos,
compreenderem todos os quadrados, que podem ser
considerados residuos’ distintos com respeito ao divisor 4g+1,
cuja quantidade é = 2g, como vimos® nos residuos dos
quadrados, entdo, visto que 2n = 2q e, portanto, 4n = 4¢, todos
0s numeros menores que o proprio divisor serdo contemplados
e, assim, ndo poderd haver ndo-residuo algum que nao ¢ contido
em nossas trés classes e teremos n = q.

433. Ora, se alguém ainda duvidar se todos os nimeros,
que ndo sejam residuos, ocorram em nossas trés classes de nao-
residuos, essa duvida serd removida por mostrar que nao ha

quadrado algum que ¢ nao-residuo e que ndo ¢ contido na

"N. do Trad. Isto é, residuos de quadrados.
8 N. do Trad. Ver §289.
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segunda classe. Pois, se yy fosse um quadrado do referido tipo,
entdo surgiria de repente trés novas classes de ndo-residuos e o
numero de ndo-residuos seria = 6m e, se os ndo-residuos
estiverem agora completados, teriamos que 7n = 4q.

434. De fato, mostra-se da seguinte forma que nao ha tal
quadrado, arrastando com si trés novas classes de nao-residuos:
Haveria trés classes que surgiriam de tal quadrado e que
deveriam ser acrescidas as outras”’:

IV.y, ay, By, vy, etc.

V.h o, By, p ete.

VL, o, By, v, ete.,
cada uma das quais conteria n termos; deve-se considerar dois
casos, um em que xy seja residuo, o outro em que seja nao-
residuo.

435. Seja xy um residuo. Entdo, todos os termos da
quarta classe, multiplicados por x, isto €, xy, axy, Bxy, yxy, etc.,
sendo n em quantidade, serdo residuos. Mas, também todos os
termos da terceira classe, multiplicados por x, a saber, x4, owc4,
Bx4, yx4, etc., serdao o mesmo numero de residuos, mas distintos
daqueles; pois, se oxy e Bx* fossem equivalentes, oy—fx’ seria

divisivel pelo divisor e ay cairia na terceira classe , contra a

% N. do Trad. Isto &, as classes listadas em §426.
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hipdtese. Haveria, portanto, 2n residuos distintos, que ¢ absurdo
e, assim, ndo ¢ possivel que xy seja um residuo.

436. Sendo eliminado, portanto, o caso em que xy fosse
um residuo, suponhamos que xy seja um nao-residuo e, visto que
todos os nao-residuos sdo compreendidos em seis classes, xy
deve ocorrer em uma delas; mas, se pomos xy equivalente a ox,
ou oocz, ou o’ , ou oy, ou ocyz, ou ocy3 , havera um absurdolo, pois
ou y seria um residuo, ou cairia ou na classe I ou na classe II de
nao-residuos, ou x seria um residuo, ou cairia ou na classe IV ou
na classe V.

437. Visto que nao ¢ possivel admitir seis classes de nao-
residuos, as mesmas sao compreendidas por apenas trés classes,
que ¢ o resultado procurado, ou por mais do que seis. Caso o
ultimo acontecer, todos os quadrados nao-residuos nao
ocorrerao nas classes II e V. Seja, portanto, zz um quadrado nao
contido nessas duas classes; surgirdo, a partir dele, trés novas
classes, contendo, cada uma, n termos:

VIL z, az, Bz, etc.
VIIL 22, o2?, B2, ete.
IX. 23, 0(23, BZ3, etc.
438. Ora, como foi mostrado em §435, nem xy, nem xz,

nem )z pode ser um residuo, pois entdo teria mais residuos do

' N. do Trad. Lembramos que, por hipotese, y pertence a classe IV e x 4 classe I.
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que realmente existem. Mais ainda, se xy fosse contido em
qualquer uma das primeiras seis classes, 0s mesmos
inconvenientes que antes seriam ocasionados; desta forma, xy
deveria estar em alguma das trés classes restantes. Vejamos,
entdo, se xy puder ser equivalente ao préprio oz.

439. Seja, entdo, xy equivalente a oz e xz, porque
certamente ¢ um ndo-residuo, seria equivalente'' a ou By, ou
By?, ou By’. Assim, visto que xy—az e xz—By", onde v denota ou
1 ou 2, ou 3, seriam divisiveis por 4¢+1, teriamos que z(xy—oz)—

v+1

L 2 . e : 2
Y(xz—By"), isto é, By" —oz", também seria divisivel e, assim, oz

. . +
seria equivalente a Py

e, portanto seria contido em alguma
outra classe, o que ¢ absurdo.

440. Assim, ¢ demonstrado'? que, se o divisor primo for
4g+1, a quantidade de residuos distintos dos biquadrados sera =
¢, nem mais, nem menos, € o0s nao-residuos serdo
compreendidos em trés classes, em cada uma das quais hd ¢
termos.

441. Por isto, visto que os residuos distintos surgem dos
biquadrados 1, 24, 34, 44, vy 16q4, cuja quantidade ¢ = 2¢g, devem
ser iguais de dois em dois. Assim, se @ for um nimero qualquer

menor que 2¢g, sempre havera um, e somente um, outro b,

'""'N. do Trad. Compare isto com §436.
"2 N. do Trad. De fato, a demonstragio é incompleta.
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igualmente ndo maior que 2¢, tal que b* ¢ a* deixem residuos
iguais, ou seja, tal que b*—a* seja divisivel por 4¢-+1.

442. Ainda mais, visto que tanto b—a quanto b+a sdo
menores que 4g+1, teremos que aa+bb ¢ divisivel por 4¢g+1. Em
consequéncia, dado um numero primo 4¢+1, sempre pode ser
exibida uma soma de dois quadrados aa+bb por ele divisivel, de
tal forma que nenhuma das duas raizes supera 2¢g e uma ou outra
pode ser tomado a vontade.

443. J4 mostramos acima® que a soma de dois
quadrados, primos entre si, aa+bb, ndo admite divisores primos
além de dois, a ndo ser que tenham a forma 4g+1. Disto se vé
que pode ser concluido que todos os nimeros primos da forma
4g+1 sao somas de dois quadrados, bem como que, com certeza,
2(4g+1), 5(4q+1), 13(4g+1), etc. também serdo a soma de dois
quadrados.

444. Embora ja foi completamente demonstrado que nao
ha mais do que dois biquadrados, cujas raizes ndo excedem 2q e
que deixam o mesmo residuo, isto'* também pode ser
demonstrado separadamente. Suponha, entdo, que a, b e ¢ sejam

trés nameros que nao excedem 2g, tais que tanto aa+bb, quanto

3N. do Trad. Em §316.

1N. do Trad. Sob as dadas condicdes, o fato de, para um dado a tem um Unico b, tal
que a*+b?* ¢& divisivel por 4¢+1, é uma consequéncia das propriedades (em §440 e
§441) dos residuos dos biquadraticos. Agora, Euler mostra (por redugdo ao absurdo)
essa unicidade sem recorrer as referidas propriedades.
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aa+tcc e bb+cc sao divisiveis por 4¢+1; assim, as diferencas aa—
cc, aa—bb e bb—cc seriam divisiveis. No entanto, visto que nem
a—c, nem a+c podem ser divididos por 4¢+1, seu produto aa—cc
certamente nao pode ser dividido.

445. Temos demonstrado, portanto, por um outro
raciocinio, que, se o divisor primo for 4¢g+1, a quantidade de
residuos distintos surgidos de biquadrados ¢ = ¢ e ndo pode
haver menos; em consequéncia, a quantidade de ndo-residuos
serd 3¢, separados nas trés classes mencionadas acima.

446. Assim, os residuos dos biquadrados surgidos do
divisor primo 4¢g+1, que sao 1, a, B, v, O, etc., t€m a seguinte
propriedade: o/—1, B%-1, y*—1, etc. admite" divisio pelo
referido nimero primo 4¢+1. Deveria ser investigado se, ou ndo,
todos os residuos tém essa propriedade.

447. Seja xx um nao-residuo; assim, ambos x e x° serdo
ndo-residuos. Ora, se (xx)’—1, ou seja, x*—1, fosse divisivel por
4¢-1, todos os termos ox’, Px’, yx%, efc. gozariam da mesma
propriedade; desta forma, visto que os proprios residuos gozam
dessa propriedade, todos os quadrados de 1 até 4gq seriam

munidos da mesma.

'S N. do Trad. Ver §421. Na proxima sentenca Euler pergunta se a referida
propriedade dos residuos dos biquadrados pode, ou ndo, ser estendida aos residuos
dos quadrados.
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448. Essa propriedade pertenceria, portanto, a todos os
niameros de 1 até 2g, de tal modo que suas poténcias de
expoente 2¢, quando divididas por 4¢+1, deixariam a unidade;
mas, assim, todas as diferencas entre dois termos da série 1, 22",
3%, 4% ., (29)* seriam divisiveis por 4g+1. Que isto &
absurdo, porém, j4 foi visto'® acima.

449. Desta maneira, faz-se o que foi proposto, a saber, se
o quadrado xx for um ndo-residuo, entdo x*’~1 certamente nio
sera divisivel por 4¢g+1. Visto que x e x° também sdo ndo-
residuos, nem tampouco serdo as formulas x?—1, ou x*?—1,
divisiveis por 4¢+1; disto, € claro que, se a’—1 admitir divisdo
por 4¢g+1, entdo o numero a sera necessariamente achado entre
os residuos dos biquadrados.

450. Logo, quando a poténcia a?, dividida por um
namero primo 4g+1, deixar a unidade, entdo todos os residuos
que surgem a partir da série de poténcias, 1, a, az, a3, a4, etc.,
serdo contidos entre nossos residuos de biquadrados. E, ao
contrario, se a ndo for um residuo dos biquadrados, a formula
a’—1 certamente ndo sera divisivel por 4¢+1.

451. Se g for um nimero impar, —1, ou seja 4¢g, nao

ocorrera entre os residuos, pois (—1)7—1 certamente ndo pode ser

dividido por 4¢g+1. Nesse caso, portanto, se os residuos forem 1,

' N. do Trad. Ver a nota de Euler (*) ap6s §392.
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a, B, v, O, etc., seus simétricos —1, —a, —B, —y, etc., ou seja, 4q,
4g+1—a, 4g+1-PB, 4qg+1—y, etc., com certeza serao achados entre
os ndo-residuos.

452. Segue disto que, se ¢ for um numero impar, nao
haveré dois biquadrados a* e b*, cuja soma a*+b" fosse divisivel
pelo namero 4¢+1. Pois, se o residuo de a” fosse a, o de b* seria
—a., 0 que acabamos de mostrar nao pode ser feito.

453. Ao contrério, porém, se ¢ for um numero par,
certamente —1 ocorrerd entre os residuos dos biquadrados, pois,
se fosse um ndo-residuo, (—1)?—1 ndo seria divisivel por 4g+1.
Visto que ¢ divisivel, porém, a proposi¢ao ¢ claro; isto ¢é, os
simétricos de cada residuo, ou seja, seus complementos, sdo
contidos entre os residuos dos biquadrados.

454. Se, portanto, g for um ntimero par e 4¢+1 for um
numero primo, isto ¢, se 8g+1 for um numero primo, dado um
biquadrado qualquer a*, havera um outro *, tal que sua soma
a*+b* seja divisivel por 8¢+1. Assim, dado um numero a, um
numero x sempre pode ser achado para o qual a soma dos
biquadrados a*+x* seja divisivel por 17, ou 41, ou 73, ou 89, ou
97, etc.

455. Ao contrario, ndo ha soma alguma de dois
biquadrados que seja divisivel por qualquer nimero primo da

série 5, 13, 29, 37, 53, 61, 101, etc., nem tampouco por qualquer
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numero primo da forma 4¢g—1, pois nem a soma de dois
quadrados'” ¢ divisivel por um numero de tal forma.

456. Assim, a soma de dois biquadrados, primos entre si,
nao pode ter outros divisores, além de dois, a ndo ser os que sao

compreendidos pela forma 8¢+1, tais como'®

1+2*=17 2443*=97 44454 = 881 7448% = 7389
1+3* =241 2445% = 641 44474 = 2657 7449% = 24481
1+4* =257 24474 =2417 4*49* = 17401 7*+10% = 12401
1+5*=2313 2449 = 6577 5%6'=17113 8+9% = 10657
1+6* = 1297 3%4+4% =337 5%74=21789  9%+10* = 16561.

1+7* = 21201 3*+54=2353 5%+84=4721
1+8* = 17241 347'=21773  5%9*=23593
149*=217193  3*+8*=4177 6*+7"=3697
1410*=73137  3*+10*=17593

457. Procura-se agora os divisores, para os quais 2 ¢
achado entre os residuos, o que ndo aconteceu nos casos
calculados em §424. Mas, de fato, onde 2 ocorrer, também
ocorrerd 2a,; portanto, o divisor 4¢g+1 deve ser um fator dos
numeros a4—2b4, ou seja, 2b*-a*, Assim, os seguintes divisores
serdo incluidos:

73,89, 113, 233, 281, 353, 593, 617, 937, 1249, 1889, 2273,
2393, 4177,4721, 4801, 6529, etc.

Vé-se que esses numeros sao contidos na forma 64pp+qq. (*)

7 N. do Trad. Ver §417 ou §279. Os primos até 101, nio mencionados nesse
paragrafo ou no paragrafo anterior, sdo da forma 4g—1.

¥ N. do Trad. No original, hd, na ultima linha da segunda coluna, 2°17'593 e, na
ultima linha da quarta coluna, 16511.
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(*). Escrito na margem. Para 3 ser um residuo, o divisor deve ser
pptqq, de tal modo que ou p = 12m, ou p = 3(2m+1) e g =

4n+2. Para 5 ser residuo, o divisor ¢ feito = 100pp+qq.

458. Ainda mais, nimeros contidos na formula 64pp+gq

sdo:
73, 89, 113, 233, 257, 281, 337, 353, 577, 593, 601, 617, 881,

937,1033, 1049, 1097, 1153, 1193, 1201, 1249, etc.
Visto que todos os precedentes ocorrem aqui € o restante seria
satisfeito por inspe¢do, nada hd o que nos levaria a duvidar a
verdade da conjectura e, como todos esses numeros sdo da
forma 8n+1, tanto —2, quanto 2, serdo achados entre os residuos.

459. Examinado todos os divisores primos da forma
4g+1 até¢ 101, o nimero ¢ sempre ocorre entre os residuos e,
desta forma ¢?—1 seria divisivel por 4¢+1; na medida em que
isto seja verdadeiro em geral, todos os nimeros ¢, ¢°, ¢°, 16,
81q, 256q, 16qq, 81qq, e, portanto, —4, g—20, —64, —4q estardo
entre os residuos.

460. Essa observagdo ¢ corroborada'® por §339, onde
observamos que o numero 2 estard entre os residuos dos

quadrados se o divisor primo for da forma 8p+1, mas serd um

' N. do Trad. No texto original, ha §389. O contetudo da referido paragrafo, porém,
nio corresponde a afirmagdo que Euler faz aqui.
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ndo-residuo se o divisor for da forma 8p+5, pois 2¥-1 &
divisivel por 8p+1, enquanto 2*%**~1 ndo & divisivel por 8p+5,
mas, visto que 2*™-1 ¢ divisivel, é necessario que 2% *+1 seja
divisivel por 8p+5.

461. Visto que a forma 4¢g+1 se torna 8p+1 quando g ¢
um numero par, neste caso, 2°/—1, ou seja, 471, ¢ divisivel por
4g+1 e, portanto, o numero 4, bem como seu simétrico —4,
devem ser achados entre os residuos dos biquadrados. Mas, se ¢
for um ntimero impar, em qual caso 4¢g+1 se torna 8p+5, teremos
que 2%+1, ou seja, 47+1, ou ainda (—4)?—1, sera divisivel por
4g+1; assim, nesse caso, —4 também deve ser achado entre os
residuos dos biquadrados.

462. Para o divisor primo 4g+1, portanto, seja ¢ um
namero par, seja impar, —4 sempre serd achado entre os residuos
dos biquadrados e, em consequéncia, visto que 1 ¢ também
representado por —4¢, também ¢ deve estar nos mesmos; assim,

a primeira® observacio ¢ corroborada pela segunda.

2" N. do Trad. Isto &, a observagio de g ser um residuo. Ver §459.
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Capitulo XIII

Sobre residuos surgidos da divisio de surdosélidos’

por numeros primos

463. Se o divisor for d e a’ deixar o, entio (d—a)’ deixara
—o. e, desta maneira, todos os residuos nascerdo a partir das
poténcias 1°,2°,3°,4°, .., (d—1)5; se estes foram todos distintos,
sua quantidade sera = d—1.

464. Sejam 1, a, B, v, etc. todos os residuos distintos,
entdo os produtos dois a dois ocorrerdo entre os mesmos; mais
ainda, se o produto mn, bem como um dos fatores m,
pertencerem ali, o outro fator » também ali pertencerd. Pois, se
mn surgir de a° ¢ m de b°, entdo mn também surgira de nb’ e
teremos que a'—nb’ & divisivel por d. Mas, pode-se fazer a =
fbtgd e, portanto, ¢° deixa o mesmo residuo que £°b°; assim,
visto que fb°—nb’ e, portanto f°—n, é divisivel por d, o nimero n
estara nos residuos.

465. Se a estiver nos residuos, entdo az, a3, a4, a

também estardo no mesmo lugar (mas, esse ultimo estara ali em

qualquer caso). Por sua vez, se a” estiver nos residuos, a® = a’:a*

"'N. do Trad. Isto é, quintas poténcias. Ver a Introdugdo.
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também estard no mesmo lugar’, e, porque a* & residuo, a
também serd um residuo. Logo, se qualquer poténcia a" (a
menos que n fosse um multiplo de cinco) for um residuo, todas
suas poténcias a, az, a3, etc. serdo simultaneamente residuos.

466. Seja m a quantidade de residuos 1, a, B, v, o, etc.
para o divisor primo 2¢+1; se todos os nimeros menores que o
divisor ocorrerem entre os residuos, teremos que m = 2q. Sera
claro, em breve,3 que ha tais casos.

467. Se tivermos que m < 2q, haverd um nao-residuo,
digamos A, e, portanto, em primeiro lugar, haverd m nao-
residuos, 4, Aa, AP, etc.; mas, também, visto que Az, A% e A% sdo
ndo-residuos, a partir de cada um, mais m novos sio obtidos, de
tal forma que um unico ndo-residuo A4 acarreta quatro classes de
nao-residuos

I. A, Ao, AP, Ay,etc. 1. A, Aa, 4B, Ay, ete.
. A% APa, AB, A%y, ete. IV, A* Ao, A*B, A%y, etc.

468. Sempre que tivermos um nao-residuo, portanto,

haveremos de imediato 4m ndo-residuos e, se estes forem todos,

, , . 2
serd necessario que m+4m = 2q, ou seja, Sm =2qg e m = ?q e,

portanto, nao poderia haver ndo-residuo algum, a menos que ¢

fosse um multiplo de cinco.

2 N. do Trad. Visto que a* é residuo por hipétese e o produto a’a® = @’ ¢ residuo, a® ¢
residuo por §464.
3 N. do Trad. Ver §468.
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469. Mas, se tiver um novo nado-residuo B, além das
quatro classes, dele surgirao as seguintes quatro classes:

V. B, Ba, BB, By,etc.  VIL B, B’a, BB, By, etc.

IV. B, B’a, B’B, By, etc.  VIIL B* B*a, B'B, BYy, etc.

No entanto, uma contradicio” segue, seja AB considerado
um residuo, seja um nao-residuo; em consequéncia, ¢ necessario
que todos os nao-residuos que existem sejam exauridos pelas
quatro classes anteriores.

470. Com certeza, entdo, sempre que o numero g do
divisor primo 2g+1 ndao for um multiplo de cinco, todos os
nameros ocorrerdo entre os residuos e a sua quantidade serd =
2q. E, portanto, ndo haverd dois nimeros a e b, menores que
2g+1, tais que a’—b° seja divisivel por 2¢+1; e, assim, também
a*+a’braabb+ab>+b* ndo pode ser dividido por qualquer
numero primo 2¢+1, em que g nao fosse um multiplo de cinco.

471. Desta forma, todos os divisores primos de nimeros
da forma a*+a’b+aabb+ab’ +b4, ou mesmo de @’—b°, excluindo o
divisor a—b, sdo contidos na forma 10p+1 e os referidos nlimeros
ndo podem ser divididos, de forma alguma, por qualquer numero

contido nas formulas 10p+3, 10p+7 e 10p+9.

*N. do Trad. Presumivelmente, o argumento de Euler seria algo assim: Seja AB um
residuo, digamos o. Agora, ao multiplicar os elementos de classe IV por 4, obtemos m
residuos distintos; portanto um deles, digamos 4(4*B), ¢ (equivalente a) a. Assim,
d| AB-A(4*B) e, portanto, d| B-4*B, o que implica que B pertence a classe IV, contra a
hipétese. Por outro lado, se AB for um ndo-residuo, pertencera a uma das oito classes
de ndo-residuos. Mas, semelhante aos argumentos analogos nos capitulos anteriores,
cada uma das possibilidades nos leva a uma contradig@o.
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472. Mas, se o divisor primo for 10p+1, nem todos os
niameros ocorrerdo na classe dos residuos, pois, se todos
ocorressem, x*—1 sempre seria divisivel por 10p+1, qualquer
que seja x, isto ¢, as diferencas de todas as poténcias 1, 2% , 3% ,
4% .., (2p+1)? seriam divisiveis por 10p+1, cuja absurdidade
foi mostrado acima”.

473. Por essa razdo, se o divisor primo for 10p+1, a
quantidade de residuos distintos sera apenas = 2p e havera 8p
ndo-residuos; em consequéncia, sempre havera nimeros, de
cinco em cinco, a, b, ¢, d, e, menores que 10p+1, cujas quintas
poténcias produzem residuos iguais.

474. Seja proposto, por exemplo, um nimero a qualquer;
sempre pode-se determinar quatro outros, b, ¢, d, e, cada um
menor que o divisor 10p+1, tais que os seguintes niimeros sao
por ele divisivel:

os numeros e, portanto, esses também

b-a’ b*+ab*+a*b*+a’b+a’
o-a cMac+a’ Pae+a
&d-a’ d+ad+dd+a’d+at
e-a’ tae+rat+a’eta’.

A demonstracdo disto ¢ uma modificagdo da mesma para as

poténcias precedentes.

5N. do Trad. Ver a nota de Euler (¥) apos §392.
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475. Assim, também as primeiras destes, diminuidas
pelas trés seguintes, podem ser divididas pelo mesmo divisor;
mais ainda, essas diferencas®, quando divididas por b—c, b—d, e
b—e, pois sdo pelos mesmos divisiveis, resultam nas seguintes:

b*+b*c+bc++ab*tabetac*+atbrac+a’ ,
b +b*d+bd*+d*+ab*+abd+ad*+a*b+a*d+a’,
b*+b’et+be’+e*+ab*+abetae’ +albrate+a’.

476. Novamente, as diferencas destes, divididas, por sua
vez, por c—d e c—e ainda devem ser divisiveis por 10p+1; os
resultados sdo:

Ated+d+be+bd+b*ractad+ab+d’,
cz+ce+ez+bc+be+b2+ac+ae+ab+a2,
e, de novo, a diferenga desses, divididas por d—e, resulta em:

etd+ctbta

477. Desta forma, ¢ claro que os cinco numeros, a, b, ¢, d, e,
cujas quintas poténcias, quando divididas por 10p+1, deixam
residuos iguais, sdo constituidos de tal forma que a sua soma

atbtctd+e

¢ divisivel pelo referido divisor. Mais ainda, visto que cada um

deles ¢ menor que 10p+1, sua soma ¢ ou 10p+1, ou 2(10p+1),

ou 3(10p+1), ou 4(10p+1).

®N. do Trad. Isto &, b*+ab*+a*b*+a’b+a’~(c*+ac*+a’c*+a’ c+a*), quando dividido por
Mac+dPP+aieta resulta em B +b2ctb P +rab abetac+albralerd, ete.
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478. Como ¢ permitido considerar nimeros negativos
como residuos, a referida soma pode ser pensada igual a zero’;
disto, o quinto ¢ dado em termos dos outros quatro, a, b, c, d,
isto ¢, e = —a—b—c—d, e, visto que isto ¢ unico, ¢ claro que nao ha
mais do que cinco.

479. Eis, entdo, uma nova demonstragdo de que a
quantidade de residuos diversos para qualquer divisor primo

. 2 .
2g+1 seja ou = 2¢, ou = ?q, € que o primeiro sempre acontece

quando g nao ¢ um multiplo de cinco, o segundo, sempre que g
= 5p. No primeiro caso, todos os nimeros menores que o divisor
sdo residuos; no segundo, apenas uma quinta parte deles sdo
residuos.

480. Dado, portanto, um divisor primo 10p+1, a
quantidade de residuos distintos ¢ = 2p, entre os quais nlimeros
negativos ocorrem; disto, a quantidade deles ¢ par. Assim, o
mesmo residuo ¢ equivalente a cinco poténcias distintas cujas
raizes sdo menores que o divisor, e sera util lista-las.

481. Visto que tais divisores sao 11, 31, 41, 61, 71, 101,
etc., consideremos, em primeiro lugar, o divisor 10p+1 = 11, o

que faz p = 1:

7N. do Trad. Ver §463. Isto é evidente na linguagem de congruéncias, pois se d|n,
entdo n =0 (mod d).
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Residuos das poténcias Classes de nao-residuos

L IL IIL IV.
1 1°, 3°, 4% 5, 9° 24 8 5
10 2°. 6, 7°, 8, 10° 9 7 3 6.

482.Se o divisor for 10p+1 =31 e p = 3, teremos:

Residuos das poténcias Classes de nao-residuos
L IL I IV.

1 1°, 2°, 4° 8 16° 2 4 8 16

5 7°,14°,19°,25°, 28° 1020 9 18
26 3, 6°,12°,17°,24° 21 11 22 13

6 11°,13%,21°, 22°, 26 1224 17 3

25 5°, 9°,10% 18, 20° 19 7 14 28
30 15°,23°,27°,29°, 30° 29 27 23 15

483. Se o divisor primo for 10p+1 = 41 e, portanto, p =
4, teremos:

Residuos das poténcias Classes de nao-residuos
L IL 1L IV.

1 1°,10°, 16, 18°,37° 2 4 8 16

40 4° 23° 25° 31°, 40° 39 37 33 25

3 11°,12°,28°, 34°, 38° 6 12 24 7

38 3°, 7°,13%,29°, 30° 3529 17 34

9 5°, 8%, 9%, 21°,39° 18 36 31 21

32 2°,20°,32° 33°,36° 23 5 10 20
14 15°,22°,24° 27°, 35° 28 15 30 19

27 6°,14°,17°,19°, 26° 1326 11 22
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484. Se o divisor primo for 10p+1 =61 e p = 6, teremos:

Residuos

1
60
13
48
14
47
11
50
21
40
29
32

das poténcias

1°, 9°,20°, 34, 58°
3°,27°,41°,52°, 60°
12°,25°,42°, 47°, 57°
4,14°,19°, 36°, 49°
5°,39°,45°, 46°, 48°
13°,15°, 16°, 22°, 56°
8%, 11°,28°,37°, 38’
23° 24°,33°, 50°, 53°
10°,17°,29°, 31°, 35°
26, 30°,32°, 44°, 51°
6°,21°,43°, 54°, 59°
2°, 7°, 18, 40° 55°

Classes de ndo-residuos

L.
2

59
26
35
28
33
22
39
42
19
58

3

II. III. IV.
4 8 16
57 53 45
52 43 25
9 18 36
56 51 41
5 10 20
44 27 54
17 34 7
23 46 31
38 15 30
55 49 37
6 12 24

485. Sendo proposto, portanto, qualquer divisor primo da

forma 10p+1, ha um numero a, tal que a’—1 ¢ por ele divisivel;

também os nimeros az, a

3

, a" havera a propriedade de que suas

quintas poténcias deixam a unidade®. Os termos seguintes, a’,

6

n(10p+1)+1, a é equivalente a 1, a®a a, a

7

2
aa, etc.

~ ~ . . . . 5
a’, etc., nao sdo distintos destes, pois, visto que a =

¥ N. do Trad. Usando congruéncias, temos (¢°)° = (a°)* = 1> = 1. Presumivelmente,
porém, Euler teria usado fatoragdo. Por exemplo, dla*-1 = d|(a3)5—1 = (a-

D(a'+a>+1).
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486. Visto que ha cinco nimeros cujas quintas poténcias,
divididas por 10p+1, deixam a unidade, eles podem ser
representados assim: 1, a, az, a , at e, se b deixa o residuo a,
teremos cinco nuameros, b, ab, azb, a3b, a4b, cujas quintas
poténcias, quando divididas por 10p+1, deixam o mesmo
residuo a.

487. Porque o mesmo pode se estender para poténcias
maiores, sendo proposto qualquer niumero primo mn+1, sempre
havera um namero «, tal que a"—1 ¢ por ele divisivel; todas as
suas poténcias serdo fornecidas com a mesma propriedade. Mais
ainda, para @ menor que o divisor mn+1, pode-se exibir tantos
numeros distintos desse tipo quanto m tem de unidades.

488. Assim, seja proposto o divisor primo mn+l. Se
poténcias 17, 2", 3", 4", etc., até (mn)", forem por ele divididas,
ndo deixardo mais que n residuos diversos e, portanto, havera
(m—1)n nimeros distintos, menores que o divisor, que nao sao
residuos.

489. Seja a o menor niumero depois da unidade, cuja
poténcia ¢”, dividida por mn+1 deixa a unidade. Sempre havera
um namero deste tipo e, de fato, serd unico. Entao, se a poténcia
b"™ deixar a, as poténcias com expoente m de todos os niimeros
b, ab, azb, a3b, vy am_lb, cuja quantidade ¢ = m, deixardo o

mesmo residuo o.
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490. Seja m = 2; entdo as menores poténcias a” que,
quando divididas pelo nimero primo 2n+1, deixam a unidade,

s30 como segue

2n+1 n a
3 1 2

5 2 4

7 3 6

11 5 10

e assim por diante. Neste caso, sempre temos a = 2n.
491. Seja m = 3; entdo as poténcias a> que, divididas por
3n+1, deixam a unidade sdo

3n+l n  poténcias 3n+l n  poténcias
7 213, 2), 4 | 61 20 1°, 13°, 47°
13 4 1°, 3, 9 | 67 22 1%, 29°, 37°
19 6 1°, 7°, 11° | 73 24 1°, 8, 64°
31 10 1°, 5% 25° | 79 26 1°, 23°, 55°
37 12 1°, 10% 26° | 97 32 1°, 35°, 61°
43 14 1°, 6°, 36° | 103 34 1°, 46°, 56°.

492. Seja m = 4; entdo as poténcias a* que, divididas por
4n+1, deixam a unidade sdo

4n+l n poténcias 4n+l n poténcias
114, 2% 4% 3* | 53 1314 23* 524 30
314 5% 128, 8 | 61 1514 114, 60%, 50
17 4 1%, 4% 16 13* | 73 18 1% 27%, 72% 46*
7 1% 124284, 17 | 89 2214 34* 88* 55*
9 1%, 6% 3631 | 97 2414 22% 96, 75*
41 10 1%, 9% 40% 32* 101 251% 10% 100, 91*
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493, Seja m = 5; entdo as poténcias a’ que, divididas por
) . \ o9
5n+1, deixam a unidade sao, como ja vimos’,

Sn+1 n poténcias

11 2 1’ 3, 9, 5, 4
31 6 1°, 2°, 4°, 8. 16
41 g8 1°, 10°, 18°, 16°, 37°
61 12 1°, 9, 20°, 58, 34°
71 14 1°, 5, 25, 54°, 57°
101 20 1°, 36°, 84°, 95, 87°.

494. Seja m = 6; entiio as seis poténcias a® que, divididas

por 6n+1, deixam a unidade sao

6n+1 n poténcias
7 116 2% 4% 6%, 5, 3¢
13 2 1% 3% 9% 12° 10° 4°
3015 7% 1% 18% 12° §°
aqui, claro, as mesmas poténcias sdo produzidas como no caso
de m = 3, juntado o mesmo tanto que surge de raizes
negativas'.
495. Seja m = 7; entdo as poténcias a’ que, divididas por
7n+1, deixam a unidade sdo
Tn+l n poténcias
29 4 17, 7, 20, 247, 237, 16/, 25
43 6 1, 4,16, 217, 41, 35, 11’

71 10 17,207, 457, 487, 37, 30°, 327
113 16 17,167, 30", 28", 109", 497, 106’

N. do Trad. Os casos n =2, 6, 8 ¢ 12 séio apresentados em §§481-484; observe que n

=2p.
"N. do Trad. Isto é, d|a*~1 = d|a®~1 = (@~ 1)(@*+1) e d| a*~1 = d| (~a)’-1.
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496. Ja observamos = que, sendo conhecido um destes
numeros, o restante surgem das poténcias deste. De fato, um
. 12 - , . .
método “ bastante rapido para achar tal numero seria o seguinte.
Proposto um divisor primo mn+1, procura-se duas poténcias a”
e b" que fornecem o mesmo residuo; entdo, procura-se x, tal que

+ +1 . . . fal
X = w, ¢ x" deixara a unidade. Mais ainda, p sempre

a
pode ser tomado de tal forma a fazer x um inteiro.
497. Sendo mn+1 o divisor primo, sejam as poténcias de
expoente m, que deixam a unidade, as seguintes:
1", o, ", y", 8", etc., em quantidade de m.
Entdo, 1, a, B, v, O, etc. serdo os residuos que surgem da
progressao geométrica 1, a, ocz, oc3, oc4, etc; serdo também,
portanto, os que surgem da série de poténcias 17, 2", 3", 4", 5",
6", etc.
498. Eis, entdo, um método facilimo para achar pelo
menos um namero o, tal que o—1 seja divisivel por mn+1;
claramente, sempre pode-se tomar 2" para o, ou seja, o residuo

que surge dessa poténcia de dois, e os valores apropriados

"'N. do Trad. Em §485, Euler observa isto para o caso n = 5 e, em §486, faz uma
generalizagdo para residuos diferentes da unidade.

2N. do Trad. Em termos modernos, o0 método consiste em achar trés termos a, b ¢ x,
tais que, modulo d, " = b" = o e o™ = q; entdo a, visto que é coprimo com o
nimero primo d, pode ser cancelado.
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podem ser procurados a partir de 3", 5", etc. Sendo um
conhecido, o restante ¢ facilmente achado.

499. Se, para o divisor primo mn+1, o nimero N ocorrer
entre os residuos das poténcias 1, 2", 3", 4", etc., o namero Na"
também ali ocorrera; e havera um namero x, tal que x"-Na" é
divisivel por mn+1, e também N"-1 ser4 divisivel* por mn-+1.

500. Por sua vez, se N"—1 for divisivel por mn+1, N sera
o residuo de alguma poténcia x"; pois, se fosse um nao-residuo,
todos os nao-residuos restantes e, portanto, todos os numeros,
teriam a mesma propriedade; mas, entéo, todos os nimeros 4"—
1, 2"-1, 3”1, etc. seriam divisiveis por mn+1, o que, porém,
nao pode ser feito.

501. Dado o divisor primo mn+1, sejam 1, 4, B, C, D,
etc. os residuos das poténcias 1", 2", 3", 4", etc. e 1, a, B, 7, 9,
etc. os residuos das poténcias 17, 2", 3", 4", etc. e, de fato, todas
as poténcias

1", o™, B", y", 8", etc.
deixam o residuo 1; e também as poténcias 1", 4", B", C", D",
etc. deixam residuo 1, portanto, as formas o"—4" serdo

divisiveis por mn+1.

3'N. do Trad. Isto é uma consequéncia do Teorema de Euler, a9 =1 (mod d).
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Pagina Intercalada

Tentativa de demonstrar se 2 é achado entre os residuos
do divisor primo 8q+7. Supomos que 2 esta nos residuos e,
como (2¢+m)* estd no mesmo lugar, também 8gg+8mg+2mm e,
portanto,

8mg+t2mm—1q e 2mm—Tm-T7q e 2mm—Tm+q+7,
que, se nunca for um ndo-residuo, esclarecera a proposigdo.
Mas, nao-residuos podem ser representados por quadrados
negativos, os dobros dos quais serdo residuos por hipotese; logo,
temos

2mm—Tm+q+7 = —2aa+8bqg+7b, e faca

3 B 2 2
g= 2aa+2mm—"Tm+7—-"Tb e 8g+7 = (4a)” +(4m-17)
8 -1 8h—-1

5

e 8¢g+7 seria divisor de (4a)*+(4m—=7)*, mas visto que isto ndo
pode ser feito, segue que nenhum absurdo pode ser deduzido da
suposicdo que 2 ¢ um residuo. Isto deveria resultar por

necessidade, se 2 ndo fosse residuo. (*)

(*) Escrito na margem. Se 2mm—Tm+q+7 é colocado = —aa, faca

2(2a)* + (4m - 7)*

+ =
8q+7 8 -1

b
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agora resta a ser demonstrado que 2xx+yy nunca ¢ divisivel por
8qt7.
Uma outra nota que parece se relacionado com este.
8xx—(2y+1)* ndo tem outros divisores primos, exceto
os de forma 8n—1 e 8n+1

8xx—1 8xx—1

inteiro se'* x = Taxl, inteiro se x =

23a+7, % inteiro se x = 31a+2,

B~ 1 « x=47a%10, Bxx 1 «  x=
47 17

17a47, % « x=4lat6.

Teorema. Seja o divisor 12¢g+11. Entdo, 3 serda um
residuo.

Suponha que 3 ¢ um residuo e, se nenhum absurdo segue
disto, sera considerado verdadeiro. Assim, —3 sera um nao-
residuo e todos os ndo-residuos serio —3aa. Mas, (2g+m)* é
residuo, bem como 12gg+12mg+3mm, e, portanto, 3mm—11g—
11m, e também 3mm+g—11m+11, que nunca pode ser o nao-

residuo —3aa: pois ponha

3mm—11m+11+q = -3aa+12bg+11b, teremos

" N. do Trad. O texto original ha apenas “int si”, tanto aqui, quanto nos outros dois
lugares dessa linha.
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_ 3aa+3mm—-11m+11-11b
126 -1

, de que obtemos 12¢+11 =

(6a)? +(6m—11)?
12b-1

por isso, visto que ¢ absurdo, 3mm—11m+11+g nunca serad

contido entre os residuos.

Também para o divisor 8g+7.

Se 2 fosse um ndo-residuo, em geral 2mm—Tm—
7g+a(8¢+7) seria um ndo-residuo, em geral também (4g+n)* =
16gq+8ng+nn = 8ng+tnn—14q = nn—14qg—7 = nnt2q-
Tn+141p(8¢g+7) seria um residuo, portanto todos os niimeros
seriam contidos em uma ou outra dessas formulas:

2mm—Tm—7gxo(8q+7)
nn—Tn—14q+B(8¢+7).
Se um tnico nimero pode ser achado que ndo ¢ ali contido, a
demonstragdo sera completada; alternativamente, se um mesmo
nimero ¢ contido em ambas as formulas, o que ¢ feito pondo m

= ft+g, n = f+2g, teriamos ff~2gg+7g+7¢q divisivel por 8g+7.
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Capitulo XIV

Sobre residuos surgidos da divisao de quadrados

por nimeros compostos

502. Sejam 1, a, B, y, O, etc. os residuos que surgem da
divisdo de quadrados pelo niimero primo 2p+1, cuja quantidade’
¢ = p. Vejamos, em primeiro lugar, quais residuos surgem
quando o divisor ¢ dobrado para 2(2p+1), excluindo, porém,
quadrados pares; pois consideremos apenas os quadrados que
sd0 primos com o divisor.

503. A quantidade’ de quadrados, cujas raizes sdo
menores que o divisor, ¢ = 2p e, porque os quadrados aa e
(4p+2—a)* deixam o mesmo residuo, a quantidade de residuos
distintos ndo pode ser maior que p. Logo, sera ou = p, ou menor
que p.

504. Sera menor, claro, se houver dois quadrados aa e
bb, tais que deixam o mesmo residuo e ndo temos b = 4p+2—a.
Nesse caso, teriamos que bb—aa = (b—a)(b+a) ¢ divisivel por
2(2p+1) e um fator deve ser divisivel por 2, o outro por 2p+1.

Mas, sendo um deles par, o outro também sera par e, portanto,

"'N. do Trad. Ver §289.

2N. do Trad. Ha 4p+2 niimeros que ndo excedem o divisor d = 4p+2; deles, 2p+1 sdo
pares e, portanto, ndo coprimo com o divisor, como é também o caso do proprio
numero (primo) 2¢+1. Assim, ha 2p niumeros menores que o divisor e coprimo a ele.
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divisivel pelo divisor inteiro; em consequéncia®, teriamos b =
2(2pt1)-a.

505. A quantidade de residuos distintos, portanto, que
surgem de quadrados pela divisdo por primos, sera = p, 0 mesmo
numero que surgem do divisor primo 2p+1. Sejam 1, 4, B, C, D,
etc. os residuos surgidos do divisor 2(2p+1), cuja quantidade ¢ =
p; os produtos deles, dois a dois, ocorrerdo no mesmo lugar.

506. Mais ainda, hd 2p nimeros menores que o divisor €
primos a ele; assim, como os residuos constituem apenas metade
deles, a outra metade estard na classe de ndo-residuos. Sejam
eles QI, ﬁ, ﬁ, ;“3, etc., cuja quantidade serd = p e os produtos
destes, dois a dois, serdo novamente residuos.

507. Examinemos alguns exemplos, tanto dos residuos
surgidos do divisor primo* 2p+1, quanto dos surgidos do seu
duplo 2(2p+1); a0 mesmo tempo, observaremos os nao-residuos

primos com o divisor:

divisor 3 5 10 7 14
residuos 1 1 1,4 1,9 1,2,4 1,9,11
nao-residuos 2 5 2,3 3,7 3,5,6 3,5,
divisor 11 22
residuos 1,3,9,5, 4 1, 9, 3, 5,15

3 N. do Trad. Visto que podemos supor 0 < a < b < 2(2p+1), se 2p+1|b-a, entdo b—a
= 2p+1, o que ndo pode ser, pois, como o proprio Euler observou, b—a tem de ser par.
*N. do Trad. Ver §308.
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nao-residuos 2,6,7,8,10 7,13,17,19, 21

divisor 13 26
residuos 1,3,4,9,10, 12 1,3, 9,17,23,25
nao-residuos 2,5,6,7, 8,11 5,7,11,15, 19, 21
divisor 17 34

residuos 1,2.4,8,9,13,15,16 1,9, 13,15, 19,21, 25,33
nao-residuos 3, 5, 6, 7,10,11 12,14 3,5, 7,11, 23,27, 29, 31

508. Representamos isto de forma geral

divisor 2p+1 2(2pt1)
residuos I, o, B,v, 0, etc. 1, A, B, C, D, etc.
nao-residuos b Che e U B EDE o

e, em primeiro lugar, observamos que todos os residuos do
divisor 2(2p+1), ou eles mesmos, ou diminuido por 2p+1
constituem os residuos dos divisores 2p+1.

509. Claramente, ou 4, ou A—(2p+1) ocorre entre os
residuos 1, a, B, v, 9, etc. Pois, visto que ha um quadrado impar
aa, tal que aa—A ¢é divisivel por 2(2p+1), sera também divisivel
por 2p+1; em consequéncia, ¢ necessario que A seja achado
entre os residuos do divisor 2p+1, ou A—(2p+1), se acontecer
que 4 > 2p+1.

510. Ainda mais, os niimeros impares da série 1, a, 3, v,
d, etc. ocorrem na série 1, A, B, C, D, efc.; no entanto, os pares

ndo sdo ali achados, mas, em vez deles, os mesmos aumentados
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pelo numero 2p+1. Pois, seja oo um numero impar; visto que aa—
a ¢ divisivel por 2p+1, teremos que aa—a = n(2p+1). Ora, a € ou
par, ou impar. Si for impar’, aa—o. serd par, assim, n também
sera par e, portanto, aa—a sera divisivel por 2(2p+1).

511. Mas, se a for par, 2p+1—a sera impar e® (2p+1-a)*—
o = n(2p+1), donde n € par, de tal modo que a referida formula
também sera divisivel por 2(2p+1); em consequéncia, se o for
um nuamero impar, sera certamente contido entre os residuos 1,
A, B, C, etc.

512. Mas, se o for um namero par, em vez dele, a+2p+1
pode ser considerado entre os residuos do divisor 2p+1 e, visto
que esse numero ¢ impar, ele deve ser achado, pelas razdes
dadas’, entre os residuos do divisor 2(2p+1).

513. Dados, portanto, os residuos 1, o, B, v, O, etc.,
surgidos do divisor primo 2p+1, pode-se determinar
imediatamente, a partir deles, a série dos residuos 1, 4, B, C, etc.
surgidos do divisor duplo 2(2p+1); para tanto, escolhe-se
aqueles entre os mesmos que sdo impares e aumenta-se 0s pares

pelo numero 2p+1.

°N. do Trad. Ver §502.
%N. do Trad. Ver §284.
"N. do Trad. Nos dois paragrafos anteriores.
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514. De forma semelhante, da série de ndo-residuos 1, b,
[, ®, etc., correspondendo ao divisor 2p+1, forma-se a série de
ndo-residuos, correspondendo ao divisor 2(2p+1), tomando os

proprios impares e aumentando os pares pelo numero 2p+1.
Sobre o divisor 4(2p+1) =d.

515. A quantidade® de nimeros menores que esse divisor
e a ele primos ¢ 2'1"2p = 4p e ndo somente os quadrados aa e (d—
a)’, mas também dois outros, bb e (d—b)*, deixam o mesmo
residuo. Pois, pode-se fazer’ bb—aa = (b—a)(b+a) = 4n(2p+1),
pondo b—a = 2n e b+a = 2(2p+1); em consequéncia, temos b =
2(2p+1)—a e, desta maneira, quatro quadrados deixardo o mesmo
residuo, sendo suas raizes as seguintes: a, 2(2p+l)—a,
22p+1)+a, 42p+1)—a.

516. Nao pode haver, no entanto, mais que quatro; assim,
neste caso o numero de residuos ¢ apenas p, como para o divisor
primo 2p+1. Desta forma, o nimero de ndo-residuos ¢ 3p, como

pode ser visto dos seguintes exemplos

8 N. do Trad. As regas para o calculo do valor da fungdo ¢ de Euler sio dadas em
Capitulo IV.

’N. do Trad. Ver §504.

1ON. do Trad. Ver §308.

265



divisor 3 12 5
residuos 1 1 1,4

5
nao- 2 { 7 2,3 {
residuos 11
divisor 11
residuos 1,3,9,5, 4

ndo-residuos 2,6,7,8,10 {

divisor 13
residuos 1,3,4,9,10,12

nao-residuos 2,5,6,7,8,11 {

20 7
1, 9 1,2,4
3, 7
1,19 3,5,6 {
3,17
44
1, 9,25, 5,37
3,27,31, 15,23
7,19, 43, 35, 39
13,29, 17, 21, 41
52

1, 9,25,49,29,17
3,27, 23,43, 35, 51
5,45,21,37,41, 33
7,11,19, 31,47, 15.

28
I, 9,25
3,27,19
5,17,13
11, 15,23

517. Sejam 1, a, B, v, O, etc. os residuos para o divisor

2ptlel, 4, B, C, D, etc. os residuos, em quantidade igual, para

o divisor 4(2p+1). Em primeiro lugar, ¢ claro que estes residuos

sdo achados entre aqueles; especificamente, os da série 1, 4, B,

C, D, etc., que sao menores que 2p+1, sdo eles mesmos contidos

na série 1, a, B, v, O, efc., enquanto os que sdo maiores devem

ser reduzidos pelo nlimero 2p+1, ou seu dobro, ou seu triplo.
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518. Em seguida, observo que nenhum numero da forma
4g—1 ¢ contido entre os residuos 1, 4, B, C, D, etc. Pois, como o
quadrado aa, menos o numero 4g—1, ndo pode ser dividido'' por
4, nao se pode fazer aa—(4g—1) um multiplo de 4(2p+1); em
consequéncia, os nameros 3, 7, 11, 15, 19, 23 sdo sempre entre
os nao-residuos.

519. Se um numero impar da forma 4¢+1 ocorrer na série
1, a, B, v, O, etc., 0 mesmo ocorrera também na série 1, 4, B, C,
D, etc.; pois, se aa—(4g+1) for divisivel por 2p+1, também
(2p+1+a)’—(4g+1) sera divisivel; e, porque, dos numeros a e
2p+1ta, um € certamente par e o outro impar, tomando a impar,
aa—(4g+1) sera divisivel por 4 e, portanto, por 4(2p+1), de tal
forma que, para o referido divisor, 4¢g+1 deveria ser um residuo.

520. Mas, se o numero impar 4g—1 for residuo do divisor
2p+1, ndo serd residuo do divisor 4(2p+1), como ja vimos'%;
mas, entdo 2(2p+1)+4g—1, porque se reduz a forma 4r+1,
certamente sera contido entre os divisores de 4(2p+1).

521. Se o nimero par 2¢q for residuo do divisor 2p+1,
entao ou

2g+2p+1, ou 2¢+3(2p+l1)

'""'N. do Trad. Observe que a = 4k+1 ou a = 4k+2.
2'N. do Trad. Em §518. Para o resto do presente paragrafo, bem como para o
proximo, ver §517.
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serd residuo do divisor 4(2p+1), de acordo com que este, ou
aquele, nimero seja da forma 47+1, pois o outro, sendo da forma
4r—1, sempre serd excluido.

522. Por exemplo, seja p = 2m e seja 4m+1 um niimero
primo. Se 4¢q for um residuo do divisor 4m+1, entdo 4g+4m+1
sera residuo do divisor 4(4m+1); mas, se 4¢+2 for residuo do
divisor 4m+1, entdo 4q+2+3(4m+1) sera residuo do divisor
4(4m+1).

523. Seja p = 2m—1 e seja 4m—1 um namero primo. Se 4¢
for residuo do divisor 4m—1, entdo 4¢+3(4m—1) sera residuo do
divisor 4(4m-1). Mas, se 4¢q+2 for residuo do divisor 4m—1,
entdo 4g+2+4m—1 = 4g+4m+1 sera residuo do divisor 4(4m—1).

524. Por meio destas regras para os varios residuos do
divisor 2p+1, a mesma quantidade de residuos do divisor
4(2p+1) € achada; pois, para cada caso, ou o proprio nimero, ou
o mesmo aumentado por 2p+1, ou 2(2p+1), ou 3(2p+1)
fornecera um numero da forma 4g+1, o que sera residuo do
divisor 4(2p+1).

525. Mais ainda, de qualquer residuo do divisor 2p+1,
determina-se também um nao-residuo, da forma 4¢—1, para o
divisor 4(2p+1). E, de fato, de qualquer nao-residuo do divisor

2p+1, produz-se dois ndo-residuos para o divisor 4(2p+1); pois,
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se aquele for par, somando" 2p+1 e 3(2p+1), enquanto se

impar, somando 0 e 2(2p+1), dois ndo-residuos serdo obtidos.

Sobre o divisor 8(2p+1) =d.

526. Neste caso, sempre ha oito nimeros menores que d,
cujos quadrados, divididos por d, deixam o mesmo residuo, isto
¢, sendo a um desses niimeros, os outros sete sao

202p+1)ta, 42p+1)ta, 6(2p+1)ta, 8(2p+1)-a
e ndo pode ser exibido mais.

527. Visto que a quantidade de nimeros menores que d €
primos com ele ¢ = 4'12p = 8p e esses fornecem o mesmo
residuo de oito em oito, ¢ claro que o numero de residuos
distintos sera = p, e o de ndo-residuos = 7p.

528. Em seguida, ¢ claro que qualquer nimero da forma
4g—1, ou seja, tanto 8g—1, quanto 8g—5, nao pode ocorrer entre
os residuos; nem ¢ possivel que qualquer nimero da forma 8¢+5
esteja entre os residuos, pois a forma xx—(8¢+5) nunca pode ser
dividido nem por 8, nem portanto por 8(2p+1), porque, devido
ao fato que x ¢ impar, xx = 8n+1.

529. Portanto, ndo ha outros residuos, exceto os da forma
8q+1 e, porque o divisor ¢ 16p+8, todos os niumeros de 0 até 2p

podem ser tomados para n. Mas, tanto 2p+1, quanto 3(2p+1),

¥ N. do Trad. No texto original, ha 2(2p+1), em vez de 3(2p+1).
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52p+1) e 7(2p+1) sao excluidos da forma 8n+1 e, assim, restam
apenas 2p desses numeros da forma 8xn+1, dos quais s6 metade
constituem os residuos.

530. Destes nimeros da forma 8n+1, cuja quantidade ¢
2p, se um for um nao-residuo, o resto dos p nao-residuos sera
achado multiplicando cada residuo por este; o restante dos
niameros impares, seja da forma 8n+3, ou 8nt+5, ou 8nt7,
fornecera 6p nao-residuos'.

531. Portanto, o divisor 8(2p+1) fornece a mesma
quantidade de residuos quanto o divisor 2p+1; se esses forem 1,
o, B, v, 0, etc., os varios residuos do divisor 8(2p+1) serdao
eliciados, somando multiplos de 2p+1 de tal maneira que a soma

seja da forma 8n+1, como pode ser visto no seguinte exemplo:

Para o divisor 13, residuos 1, 3, 4, 9, 10, 12
Adicione 0, 613, 13, 0, 313, 13
para o divisor 104, residuos1, 81, 17, 9, 49, 25.

532. Se A for residuo para o divisor 8(2p+1), entdo A1
sera divisivel por 8(2p+1) e, se isto acontecer, A, por sua vez,
sera um residuo dos quadrados.'” Isto &, se 4”1 for divisivel por
8(2p+1), sempre serd possivel determinar um quadrado xx, tal

que xx—A sera divisivel por 8(2p+1).

1N. do Trad. O texto original tem “residuos,” em vez de “ndo-residuos”.
5N. do Trad. Ver §298 ¢ §321.
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Sobre o divisor 3(2p+1) =d.

533. A quantidade de nimeros menores que esse
divisor'® e primos com ele é = 22p = 4p, entre os quais ha pelo
menos dois, a saber, a* e (d—a)’, cujos quadrados deixam o
mesmo residuo; em consequéncia, o numero de residuos
distintos ndo pode ser maior que 2p.

534. Mais ainda, como a nao ¢ divisivel por 3, ou 2p+1—
2a, ou 2(2p+1)-2a, sera divisivel por 3. Seja o quociente = m.
Entéo, o quadrado do numero 3m+a deixard o mesmo residuo’’
de ou 2p+1-a, ou 2(2p+1)—a, e, logo, ou 2(2p+1)+a, ou 2p+1+a
também deixard o mesmo residuo.

535. Deste modo, visto que os quadrados deixam o
mesmo residuo de quatro em quatro'®, o nimero de residuos
diversos serd apenas = p, o que ¢, portanto, 0 mesmo como para
o divisor 2p+1. Nenhum niimero da forma 3n—1 pode estar entre
os residuos, visto que nenhum quadrado'®, diminuido por um
numero do referido tipo, pode ser dividido por 3, nem, portanto,

por 3(2p+1).

' N. do Trad. E suposto aqui que 2p+1 > 3.

'"N. do Trad. Temos (3m+a)* = (i(2p+1)-2a)(i(2p+1))+da?, onde i = 1 ou i = 2. Deve-
se mostrar também que 3m+a ¢ distinto de a e de d—a (mddulo d), o que, no entanto,
ndo ¢ dificil.

'8 N. do Trad. A saber: a, d-a, 3m+a e d-(3m+a).

' N. do Trad. Todo quadrado perfeito tem a forma 3k, ou a forma 3k+1.
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536. Portanto, todos® os residuos do divisor 3(2p+1)
terdo a forma 3n+1 e, se os residuos do divisor 2p+1 forem 1, a,
B, vy, etc., escolhido qualquer que seja, ou ele proprio, ou o
mesmo aumentado pelo numero 2p+1, ou 2(2p+1), resultard
num nimero da forma 3n+1 e serda um residuo do divisor
3(2p+1).

Para o divisor 2p+1)(2g+1) =d.

537. Sejam 1, a, B, v, O, efc. os residuos para o divisor?!
2p+1, sendo sua quantidade = p, e sejam 1, =, p, o, T, efc. 0s
residuos para o divisor 2¢+1, sendo sua quantidade = ¢, entao os
numeros comuns a cada classe serdo residuos do divisor d =
2p+1)(2g+1).

538. Mas, sendo o numero m(2p+1)+a pertencente a
primeira classe, m pode ser definido de tal forma que o referido
namero ¢ igual ou a n(2¢g+1)+1, ou n(2g+1)+n, etc. e, desta
modo, a partir de cada residuo do divisor 2p+1, g residuos do
divisor 2¢g+1 sdo produzidos, de tal forma que, ao todo, pg
residuos distintos para o divisor (2p+1)(2¢+1) sdo obtidos.

539. Seja 57 = 35 o divisor composto deste tipo. Como
os residuos para o divisor 5 sdo dois, a saber, 1 e 4, enquanto

para 7 sao trés, a saber, 1, 2 e 4, entdo para o divisor 35 os

20N. do Trad. No entanto, analogo ao caso anterior, nem todos os nimeros menores
que d ¢ a ele primos, que também t€m a forma 3n+1, serdo residuos.
2I'N. do Trad. Aqui 2p+1 e 2¢+1 sdo supostos niimeros primos distintos.
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residuos serdo os numeros 7n+1, 7n+2, 7n+4 que sdo contidos
ou na forma 5m+1, ou na forma 5m+4. Serdo, portanto, esses
seis: 1,29;9,16;4, 11.

540. Como hé apenas pqg residuos distintos para o divisor
(2p+1)(2g+1), os quadrados fornecerdao o mesmo residuo de
quatro em quatro; se um deles for = aa, as raizes dos outros trés
serao:

Cpt+1)(2g+l)—a, m(2ptl)y-a, n(2p+l)ta
tomando os numeros m e n, de tal modo que m(2p+1)-2a e
n(2p+1)+2a pode ser dividido por 2g+1, o que, devido ao fato
de que 2p+1 e 2g+1 sdo primos entre si, sempre pode ser feito

de tal forma que m e n s3o menores que 2g+1.
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Capitulo XV

Sobre os divisores de nimeros da forma xx+yy

541. Em primeiro lugar, excluimos os casos em que x € y
tém um divisor comum; pois, se 0 maximo divisor comum fosse
=@pex=popey=qo,de tal modo que p e g sdo primos entre si,
teriamos xx+yy = (pptqq)ee e o problema dos divisores se
reduziria ao de achar os da forma pp+qq.

542. Assim, sejam x e y primos entre si. Pode acontecer
que xx+yy seja um numero primo, €, para examinar isto, talvez
um unico caso, o mais simples dos quais ¢ 2, sera suficiente.
Mas, para xx+yy ser um nimero primo, excluimos o caso em que
ambos x e y s30 niumeros impares.

543. Assim, pondo um deles par e o outro impar, ¢
evidente que todos os nimeros primos xx+yy devem estar
contidos na forma 4n+1, de tal modo que nenhum niimero da
forma 4n—1 pode ser a soma de dois quadrados.

544. Mas, se x € y sao numeros impares, isto &, x = 2p+1

e y = 2g+1, poderda ser que sua metade X

2pp+2p+2qq+2q+1 seja um numero primo. Na verdade, temos
2pp+H2p+2qq+2q+1 = (p+q+1)+(p—q)’,
de novo uma soma de dois quadrados, dos quais um ¢é par e o

outro impar e, por isto, a soma das raizes, 2p+1, € impar.
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545. Se a soma de dois quadrados aa+bb for multiplicada
por uma outra soma de dois quadrados cctdd, o produto
(aa+bb)(cct+dd) serd de novo a soma de dois quadrados, pois ¢ =
(actbd)*+(adFbc)*, o que, devido & ambiguidade dos sinais,
pode acontecer de duas maneiras.

546. Assim, surge a seguinte proposigdo reciproca: se a soma de dois
quadrados pp+qq admitir ser dividida pela soma de dois quadrados aa+bb, o
quociente também sera a soma de dois quadrados; a verdade disto, porém,
ndo segue daquilo, mas requer uma demonstragdo propria.

547. Para fazer essa demonstragdo, primeiro estipulo que
a forma pp+qq seja divisivel por aa+bb; qualquer que seja os
nimeros p e ¢, sempre podem ser reduzidos' a nimeros menores

que aat+bb e até que %(aa+bb) e, visto que ppt+gq ¢ divisivel

por aa+bb, também acontece que
(+aaa+bb)tp)*+(*P(aa+bb)tq)*
¢ divisivel.

548. Mas, se ”—"LZZ for a soma de dois quadrados
aa +

cetdd, ou seja’, p = actbd ¢ q = ad-bc, tomando p =
actbd+a(aa+bb) e q = ad-bctB(aa+bb), entdo pptqq
certamente admitira divisdo por aa+bb e o quociente sera

= cctdd+2o(actbd)+2B(ad—bc)+(oo+PP)(aa+bb),
o qual também ¢ a soma dos dois quadrados (ctaa—
Bb)+(d+ab+Ba)’.

'N. do Trad. Com efeito, Euler esta considerando os referidos mimeros modulo d,
onde d = a*+b%.
2 N. do Trad. Ver §545.
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549. De fato, isto é o que foi pedido acima®. Assim, digo,
em primeiro lugar, se o divisor aa+bb for um numero primo,
pelo qual a forma pp+qq ¢ divisivel, o quociente serd a soma de
dois quadrados. Embora isto seja verdadeiro em geral, isto &,
também quando aa+bb ¢ um numero composto, mesmo assim a
demonstracdo deveria ser feita; ¢ obtida a partir do presente
caso.

550. Como a e b sao numeros primos entre si, p pode ser
dado por eles, de modo que p = ma—nb, e isto em um numero
infinito de maneiras. Ora, se tivermos g = na+mb, certamente

PP +4q9
aa+

teremos = mm+nn, mas se nao tivermos g = natmb,

pondo g = na+mb+s, teremos
pp+tqq = (aa+bb)(mm+nn)+2s(na+mb)+ss.
551. Portanto, como 2s(rnatmb)+tss ¢ divisivel por
aa+bb, ¢ necessario” que ou s, ou s+2(na+mb) ¢é divisivel. No

primeiro caso, pondo s = t(aa+bb), teremos

PPraq - mm+nn+t(t(aat+bb)+2(na+mb))
aa +bb

= mm+2mbt+ttbb+nn+2nat+aatt = (m+bt)*+(n+at)’,

e, portanto, a soma de dois quadrados.

*N. do Trad. Ver §546.

4 N. do Trad. Observe que, para tanto, ¢ necessario mostrar que s ¢ coprimo com
)

a—+b”.
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552. No segundo caso, pondo s+2(nat+mb) = t(aa+bb),

teremos s = t(aat+bb)-2(na+mb) e, portanto, pp+4q

aa+bb
mmAnn+ti(aa+bb)y-2t(na+mb) = (m—bt)*+(n—at)’, de modo que,
em ambos os casos, o quociente serd uma soma de dois
quadrados.

553. Portanto, ¢ demonstrado que, se pp+qq for divisivel
pelo nimero primo aa+bb, o quociente também serd uma soma
de dois quadrados. Disto, se o quociente nao fosse a soma de
dois quadrados, o divisor ndo seria um numero primo da forma
aa+bb; isto ¢, se fosse primo, ndo seria da forma aa+bb, ou, se
fosse da forma aa+bb, ndo seria primo. Mais ainda, ¢ permitido
permutar” as palavras quociente e divisor.

554. Para simplificar, vamos denotar pelas letras 4, B, C,
D, etc. nimeros primos da forma aa+bb. Se a soma de dois
quadrados pp+qq for divisivel por um produto de tais nameros

ABC, o quociente também sera a soma de dois quadrados. Pois,

temos ppTqu = rrtss, entao

rr+ss _ it+uu _ A s
= tttuu, mas = xxtyy, €, em consequencia,
pr+aq _
=L =xxtyy.
ABC Yy

5 N. do Trad. Ver §555.
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555. Portanto®, se a soma de dois quadrados pp+qq for
divisivel por um nimero que ndo ¢ a soma de dois quadrados, o
quociente, se for primo, ndo sera a soma de dois quadrados e, se
for composto, nao sera um produto de nimeros primos, cada um
dos quais ¢ uma soma de dois quadrados.

556. Devido a isto, se a soma de dois quadrados pp+qq
tiver um fator que ndo seja uma soma de dois quadrados, serad
necessario que se ache, entre o restante dos fatores primos, pelo
menos um que nao seja a soma de dois quadrados.

557. Agora, portanto, investiguemos se a soma de dois
quadrados pp+gq, primos entre si, pode ser dividido por algum
nimero ¥, que ndo seja a soma de dois quadrados. Para tanto,
tomamos pp+qq a ser divisivel pelo referido nimero U, entdo,
também (p—mQI)ZnL(q—n{'ﬂ)2 sera divisivel por U. .

(*). Escrito na margem. Cujas raizes, se p e g forem primos entre si, também

serdo primos entre si.

558. Portanto, serd possivel exibir a soma de dois

quadrados do referido tipo, cujas raizes p € g sdo menores que

pr+aq
rr+ss

®N. do Trad. Pois,

+
% = rr+ss implica que

279



, 1 . .
¥ ¢ até menores que 5 U pois, se p e ¢ forem maiores’, como
) QI 2 &I 2 .. e e~
também (%l—p)°+(2l—q)° deve admitir a divisdo, teremos que
. ~ 1 9
essas raizes serdo menores que — <L,
559. Havera, assim, uma soma de dois quadrados pp+qq,
menores que %QIQI (visto que temos p < %QI eq< %QI), que ¢

divisivel pelo niimero ¥; pondo o quociente = B o qual

também, portanto, ndo serd a soma de dois quadradosg, ou
. . . % 1 9
havera um fator do referido tipo, e teremos que *' < 5
560. Ora, visto que pp+qq ¢ divisivel por '25, podera ser
o . | B
exibida uma soma de dois quadrados rr+ss, menor que S Ve

divisivel por ¥, bem como um quociente ¢ que serd menor que

1 . ~ , .
B R e, igualmente, nao serd uma soma de dois quadrados; mas,

visto que rr+ss € divisivel por 'gs, havera tt+uu < %ﬁﬁ, divisivel

. 1 ~ .
por € cum quociente D< 5 ¢, que, da mesma forma, ndo sera

uma soma de dois quadrados.

7N.d0Trad.Istoé,se%ﬂ<p<ﬂe%&1<q<‘ﬂ.

8 N. do Trad. Ver §555. O resultado é para % primo; a proxima clausula aborda o

caso em que g" ¢ composto.
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561. Assim, finalmente chega-se a uma soma de dois
quadrados tdo pequena quanto queira, que ainda seria divisivel
por um numero que ndo ¢ uma soma de dois quadrados e, visto
que isto é absurdo’, segue com necessidade que uma soma de
dois quadrados, primos entre si, ndo ¢ divisivel por qualquer
namero que nao seja uma soma de dois quadrados.

562. Proposto entdo um niimero primo qualquer da forma
4n+1, devido ao fato de que —1, ou seja 4n, estd entre os
residuos dos quadrados'’, sempre pode ser exibida uma soma de
dois quadrados por ele divisivel; em consequéncia, segue que
todos os numeros primos da forma 4n+1 sdo somas de dois
quadrados.

563. No entanto, visto que numeros da forma 4n—1 nunca
podem ser uma soma de dois quadrados'', nenhuma soma de
dois quadrados, primos entre si, pode ser dividida por qualquer
numero do tipo 4n—1.

564. Querendo uma demonstragdo mais sucinta do fato
de que, se uma soma de dois quadrados pp+qq for divisivel por
uma soma de dois quadrados aa+bb, serd necessario que o
quociente também seja uma soma de dois quadrados, tentaremos

realizar o0 mesmo pelo seguinte raciocinio.

N. do Trad. Aqui Euler usa o método de “descida ao infinito”, inventado por Fermat.
1ON. do Trad. Ver §333.
"'N. do Trad. Ver §543.
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565. Podemos supor que os numeros a ¢ b, no divisor
aa+bb, sdo primos entre si; pois, se ndo fossem primos entre si,
serdo reduzidos a isto pela remogdo do fator comum'?. Logo,
aa+bb serd primo tanto a a, quanto a b. Em consequéncia,
quaisquer que sejam os numeros p € ¢, eles podem ser
representados assim:

p =m(aa+bb)tfa e q = n(aa+bb)xtgbh,
e isto pode ser feito em um nimero infinito de maneiras.

566. Assim, como pp+qq ¢ divisivel por aa+bb, também
ffaa+ggbb sera divisivel por aa+bb. Mas, devido as referidas
infinitas representacdes, devem acontecer todos os casos em que
ffaa+ggbb ¢ divisivel por aa+bb e, portanto, ¢ necessario que
acontega também o caso em que g = f, pois a divisdo acontece

nesse caso. (*)

(*). Escrito na margem. Aqui" é questionavel se o caso g = f segue por
necessidade da divisibilidade da formula pp+tgq. A davida ¢é
confirmada, pois sejam
a=7,b=4,p=17,q=6 e teremos aa+bb = 65, pptqq = 325;
no entanto, ndo podemos ter 17 = 65m~7f a0 mesmo tempo que 6 =

65n+4f, em consequéncia, a demonstragdo deve ser rejeitada.

2N. do Trad. Isto é, 0 M.D.C.

3 N. do Trad. Aqui Euler d4 um contraexemplo, mostrando que a sua propria tentativa
de demonstragdo tem uma falha. Também identifica corretamente a falha: o fato de
que a férmula contém um nimero infinito de casos ndo implica que contém todos os
€casos.
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17% + 62

= 12+22, embora em hipdtese alguma ¢ ou 17 = 17124,
77 +42

oul7=27£14.

567. Dado isto'*, teremos p = m(aatbb)tfa ¢ q =

n(aa+bb)xfb; de que fazemos

ii: 2116)1 — { mm(aa+bb)X2fma +ff
nn(aa+bb)x2fnb

¢ essa expressdo & = (f+ ma + nb)*+(x naFmb)* e, portanto, uma

soma de dois quadrados.

568. Segue de imediato, portanto, que, se o quociente
ndo seja uma soma de dois quadrados, o divisor ndo pode ter
essa propriedade; ainda mais, o produto de dois numeros, dos
quais um ¢ a soma de dois quadrados e o outro ndo, nao pode ser
uma soma de dois quadrados.

569. Junto com as coisas que foram propostas a partir de
§558, ¢ completamente demonstrado que a soma de dois
quadrados, primos entre si, ndo tem divisor algum, exceto os que
sdo, eles proprios, somas de dois quadrados e, também, que
todos os numeros primos da forma 4n+1 sdo somas de dois

quadrados.

"' N. do Trad. Isto é, o resultado de que g = f dado em §566, mas mostrado ndo ser
necessario na nota escrito na margem.
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570. Se um numero qualquer N for uma soma de
quadrados em duas maneiras diferentes, ou seja,
N = aa+bb = cct+dd,;

entdo N nao sera primo. Pois, visto que temos aa—cc = dd—bb,

teremos que d+b = mate) o gp = "Me=9) e, assim, b =
n m
ma+c) ma=co) pegia forma,
2n 2m
N = gag+bb = Lmm+nn) (nn(a—c)2+mm(a+c)2) = (mm+nm) ((a—
dmmnn 4mm
o) Hb+d)),

onde o denominador da fragdo ndo'> pode ser cancelado. (*)

(*). Escrito na margem. (a+c)(a—c) = (b+d)(d-b) = pqrs, a+c = pq, a—c =rs,

pq+rs p = Pr-as

btd = pr, d-b = gs; a = 5

, aatbb =

i (Prr+ss)aq+m).

'S'N. do Trad. A proposicdo é, de fato, verdadeira. No entanto, visto que Euler nio
conseguiu eliminar a fragdo, sua demonstrag@o ndo ¢é valida.
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Capitulo XVI

Sobre os divisores de nimeros da forma xx+2yy

571. Dados x e y primos entre si, ou ambos sao impares,
ou somente um deles € par; portanto, ou x, ou y, sera par. Assim,
sera proveitoso investigar os trés casos que resultam dessas
consideragdes, isto €, 0s casos que se apresentam em relagdo a
paridade e imparidade dos nimeros.

572. Se ambos os numeros x e y forem impares, seus
quadrados terdo a forma 8n+1 e teremos que xx+2yy é um
nimero da forma 8xn+3; mas, se x for impar e y par, visto que

xx=8m+l e 2yy=24n,
teremos que xx+2yy ¢ um numero da forma 8n+1.

573. Se x for par e y impar, pondo x = 2z, teremos xx+2yy
= 2(2zz+yy); ora, como y ¢ impar, de acordo com que z for ou
par ou impar, teremos ou

xx+2yy =2(8n+l), ou xx+2yy=2(8n+3).

574. Portanto, todo numero contido na forma xx+2yy, sob
condi¢do de x e y serem primos entre si, ou, pelo menos, de ndo
serem ambos pares, se for impar', pertencera ou a forma 8n+1,
ou a 8n+3; mas se esse numero for par, serd contido ou na forma
2(8n+1), ou a 2(8n+3), e, nesse ultimo caso, sua metade, isto €,

2zz+yy, também serd um nimero da forma xx+2yy.

"'N. do Trad. Isto é o namero x*+2)”.
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575. Logo, numeros que tém ou a forma 8xn+5, ou a
forma 8n+7 com certeza ndo sdo numeros da forma xx+2yy e
nem os duplos® daquelas formas serdo contidos nesta. Em
consequéncia, uma quantidade infinita de nimeros nao ¢ contida
em xx+2yy.

576. Ainda mais, o produto’ de dois numeros desta
forma ¢ contido na mesma forma; pois, temos (aa+2bb)(cc+2dd)
= (act2bd)*+2(adFbc)* e, disto, é claro que dois produtos do
referido tipo sdo contidos nesta forma.

577. Merece ser demonstrado agora que, s€ 0 nimero
pp+2qq pode ser dividido por aa+2bb, seu quociente também
sera desta forma. Observa-se aqui que, porque a € b sdo primos
a aa+2bb, pode-se fazer, em um numero infinito de maneiras,

p =m(aat2bb)tfa e q=n(aa+2bb)tgh
e, portanto, ffaa+2ggbb sera divisivel por aa+2ggbb.

578. Deste modo, sejam admitidas, como obtidas, todas

as formulas ffaa+2ggbb divididas por aa+2bb; assim,® o caso

em que gg = ff, ou seja, em que g = xf, serd ali contido. Disto,

provém que
pp+ EZZ _ { mm(aa+2bb)+2mfa = (Femat2nby+2(mbTna’
aa+ 2nn(aa+2bb)*4ngb

2N. do Trad. Isto ¢, 2(8n+5) e 2(8n+7).
*N. do Trad. Compre com §545.
*N. do Trad. Compare com §566.
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579. Nao obstante, aquilo, que admitimos como dado,
pode ser confirmado. Sejam 1, a, B, v, O, etc. os residuos que
surgem da divisdo dos quadrados pelo numero aa+2bb. Entao,
tanto todos os quadrados, quanto —2bb e -2, serdo contidos
nestes residuos, e até¢ o duplo de todo quadrado negativo, isto €,
-2, 2a,-2p, -2y, etc.

580. Qualquer quadrado ¢g, dividido por aa+2bb, deixa
algum residuo, o qual, visto que se pode fazer g =
n(aa+2bb)tgb, pode ser representado por ggbb, enquanto o
residuo surgido da divisdo de 2¢qq, pode ser representado por
2ggbb; portanto, o quadrado pp, dividido por aa+2bb, deve
deixar —2gghb. Mas, aagg pode ser colocado no seu lugar e,
assim, os quadrados pp e aagg deixam residuos iguais e, assim,
pode-se fazer

» = m(aa+2bb)*ag.

581. Mas, essa demonstragdo deve ser rejeitada, a ndo ser
que aa+2bb seja um numero primo, pois se ele for primo, dado
que ffaa+2gghb e ggaa+2ggbb sio divisiveis por aa+2bb, é
necessario que ff~gg ¢ divisivel e, portanto, também ou f~g, ou
ftg; em qualquer caso, porque aa+2bb ¢ contido em uma das
partes, obtemos ou g = +f, ou g = —f. Mas, essa conclusdo nao
procede se aa+2bb fosse um numero composto, visto que, neste
caso, f—g poderia ser divisivel por um dos seus fatores e f+g pelo

outro.
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582. Se o numero ppt2qq puder ser dividido pelo
namero ¥, que nao seja da forma xx+2yy, o quociente nao sera
um numero primo da forma xx+2yy e, por isto, se 0 quociente
for primo, ndo sera da forma xx+2yy; mas, se for composto, com
certeza, nem todos seus fatores primos terdo essa forma.

583. Pois, sejam A, B, C, D, etc. nimeros primos da
forma xx+2yy. Se ppt+2qq for divisivel por ABCD etc., seu
quociente certamente serd da forma xx+2yy; portanto, se o
quociente, ou se um dos multiplicadores’, ndo fosse da forma
xx+2yy, ndo seria possivel que o outro fator seja um produto de
numeros primos da referido tipo.

584. Assim, se pp+2qq pode ser dividido pelo nlimero Y,
excluido da forma xx+2yy, o quociente, se for primo, ndo sera
dessa forma, ou, se for composta, certamente tera fatores que

nao terdo essa forma. (*)

(*). Escrito na margem. Portanto, pp+2gq nao pode ser dividido por numero
primo algum da forma 8n+5 ou 8xn+7; em consequéncia, se os
quadrados forem divididos por nimeros dos referidos tipos, —2 sera
entre os ndo-residuos.

o bbxx — aayy . . 6
= 1Interro, teremos ———— = Inteiro ¢
aa + nbb aa + nbb

+
o XXy

aaxx — nnbbyy
aa + nbb

= inteiro.

S N. do Trad. Isto é, fatores.
N. do Trad. Aqui, e na proxima equagdo, o texto original tem “int.”
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585. Sejam 4 T‘, {i, 3.‘-', etc. numeros primos excluidos
da forma xx+2yy. Ja vimos que pp+2gq nio pode ser AY, nem
ABY, nem ABCY e, por isto, é certo que havera ou nenhum
nimero’, ou pelo menos dois numeros 4 Q", contidos entre os
fatores primos do nimero pp+2¢gq.

586. Assim, ainda ndo pode ser concluido se um unico
fator, embora seja composto, de pp+2gq tiver a forma xx+2yy,
ou se tiver uma forma diferente dessa. Resta demonstrar que o
numero pp+2gq nao pode ser da forma QIE‘, ou AQIE‘, ou
ABQI'?E’, embora se fosse, HY certamente seria um namero dessa
forma.

587. Devemos também investigar se pp+2qq pode ser

dividido por um namero ¥ que ndo é da forma xx+2yy porque,

se pudesse ser feito, fariamos p < %QI eq< %QI, logo pp+2qq <

3 . 3 . , ~
ZQIQI € 0 quoclente < ZQI, que S€ria ou um numero nao da

forma xx+2yy, ou teria um tal fator '25, e, visto que ele também

seria um fator de pp+2qgq, o menor numero B poderia ser
determinado que ¢ divisor de alguma forma xx+2yy, mas, como
isto ndo pode ser feito, os niumeros pp+2¢gq ndo tém divisor

primo alguma que ndo seja da forma xx+2yy.

"N. do Trad. Isto &, nenhum niimero da forma x*+2y”.
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