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Resumo

Neste trabalho estudamos o problema da Braquistécrona de duas formas distintas:
através da teoria do Célculo Variacional para problemas com fronteiras fixas e também
através das consideracoes feitas por Johann Bernoulli, utilizando conceitos de Optica
e Geometria. Apresentamos também uma simulagao computacional dos resultados
obtidos.

Palavras-chave: Calculo Variacional, Equacao de Euler, Problema da Braquistocrona.



Abstract

In this work we study the Brachistochrone Problem of two different ways; by theory
of Variational Calculus for problems with fixed boundary and by considerations of
Johann Bernoulli, with concepts of Optics and Geometry. A computational simulation

of the obtained results, is presented too.

Keywords: Variational Calculus, Euler’s Equation, The Brachistochrone Problem.
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1 Introducao

Um dos primeiros indicios de problemas relacionados ao Célculo Variacional aparece
com os gregos, que tinham o conhecimento que o circulo é a curva com perimetro fixo
que engloba a maior 4rea. FKste problema é conhecido como problema de Dido e ¢
descrito no livro Eneida de Publio Virgilio Maronis (70 a.C. - 19 a.C.). Dido, filha de
um rei fenicio, refugiou-se no norte da Africa depois que seu marido foi assassinado.
Foi-lhe prometida a extensao de terra que ela pudesse cercar com o couro de um boi.
Diz a lenda que ela preparou com o couro uma longa e fina correia e cercou um terreno
semi-circular beirando o mar Mediterraneo. Essa é a lendaria histéria da fundacao de
Cartago. O problema de Dido consiste em encontrar dentre todas as curvas planas de
um dado comprimento, a que engloba a maior area. Podemos perceber com isso que
maximos e minimos tém despertado o interesse da humanidade ja ha muito tempo,

uma vez que o problema de Dido data de 850 a.C..

Por volta de 1630, Galileu Galilei (1564-1643) comparou o tempo de descida por
um segmento circular com os tempos correspondentes a descida por poligonos inscritos

e por outros arcos unindo os pontos dados.

Ja em 1686, Newton (1643-1727) propos o problema de superficie de revolucao com
resisténcia minima que se destina a calcular a forma de uma superficie de revolucgao
que atravessa uma massa de liquido oferecendo resisténcia minima, que se refere a um

problema tipico de Calculo Variacional.

No entanto, podemos dizer que o desenvolvimento do Calculo Variacional comegou
de fato em junho de 1696, quando Johann Bernoulli (1667-1748) publicou no jornal
cientifico Acta Eruditorium uma nota com o seguinte titulo: “ Um novo problema que
convido os matematicos a resolver”. Este problema ¢é o que hoje conhecemos como o
problema da Braquistécrona: Sejam A e B dois pontos dados em um plano ver-
tical. Encontre a curva que uma particula precisa descrever para sair de A e chegar
em B no menor tempo possivel, somente sob a acao da forca da gravidade. Johann
Bernoulli prop6s, em 1697, um método para resolvé-lo que dependia de uma analogia

com o problema de determinar o caminho percorrido por um raio de luz em um meio



com indice de refragao variavel.

No mesmo ano seu irmao James Bernoulli (1654-1705) resolveu o problema de outra
maneira, que lhe permitiu também resolver, em 1701, um problema isoperimétrico, que
¢ aquele que trata da determinacao de uma figura geométrica de area maxima com

perimetro dado.

Como o método desenvolvido por James Bernoulli era bastante eficiente na re-
solucao de diversos problemas de maximos e minimos, foi entao que Leonhard Euler
(1707-1783), aluno de Johann e que estava envolvido com o trabalho dos irmaos, passou
a estudar e a aperfeicoar o método de James, até que em 1744 publicou “ A method
for discovering curved lines having a maximum or minimum property of the solution of
the isoperimetric problem taken in its widest sense". Uma das descobertas que merece

destaque neste trabalho é a equacgao diferencial chamada Equacao de Euler.

Com o passar do tempo, outros matematicos comecaram a sugerir problemas de
grande dificuldade e o método de Euler tornava-os mais complicados. Entao, em 1762
e 1770, Lagrange publicou um método analitico que permitia deduzir, de fato, a equagao
diferencial das curvas que minimizavam problemas mais gerais. Esse método de La-
grange trocava a funcdo y(x), presente nas integrais a serem minimizadas, pela fungao
y(x) + oy(x). Euler adota o método e as notacoes de Lagrange e chama dy(z) de vari-

acao da funcio y(x).

E por isso que esta nova teoria recebe o nome de Calculo das Variagoes ou Cal-

culo Variacional.

Além desses matematicos citados outros também tiveram destaque no desenvolvi-
mento do Calculo Variacional, tais como: Adrien-Marie Legendre (1752-1833), Carl
Gustav Jacob Jacobi (1804-1851), Karl Wilhelm Theodor Weierstrass (1815-1897), Carl
Friendrich Gauss (1777-1855), David Hilbert (1862-1943) e William Rowan Hamilton
(1805-1865).

Nos problemas tratados através da teoria do Célculo Variacional, as condicoes finais
(iniciais) ou tempo final (inicial) podem ser fixas ou ndo. Sendo assim, temos problemas
com fronteiras moveis e problemas com fronteiras fixas. Neste trabalho desenvolvemos
apenas os problemas com fronteiras fixas e para maiores detalhes sobre os casos com

fronteiras moveis sugerimos Elsgolts [4], capitulo 7.
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Este trabalho estd organizado da seguinte maneira: No capitulo 2 apresentamos
a estruturacao tedrica dos conceitos de Calculo Variacional para problemas com fron-
teiras fixas, alguns exemplos com o objetivo de facilitar o entendimento da teoria e
também deduzimos a principal ferramenta de estudo, que é a Equacao de Euler. Tam-
bém neste capitulo citamos as condicoes suficientes que uma curva deve satisfazer para
ser classificada como maximo ou minimo de um funcional, sem desenvolver toda a teo-

ria, a qual pode ser encontrada em |4], paginas 358-369.

No capitulo 3 enunciamos o problema da Braquistécrona, resolvendo-o de duas
formas distintas; a primeira, aplicando a teoria do Célculo Variacional desenvolvida no
capitulo 2, e a segunda seguindo os passos da resolucao dada por Johann Bernoulli,
que utiliza Optica e Geometria. Por fim utilizamos o programa Maple como auxilio na

simulacao computacional do problema proposto.



2 Alguns Conceitos de Calculo
Variacional para Problemas com

Fronteiras Fixas

2.1 Introducao

Os problemas que se referem a valores maximos e minimos sao bem mais atrativos
que os outros problemas mateméticos de dificuldades comparaveis. Isso ocorre devido

a uma razao muito simples: idealizam nossos problemas do cotidiano.

Em varias situacoes do nosso dia-a-dia queremos comprar um objeto com o menor
preco possivel, realizar o méximo de trabalho no menor tempo, alcancar um objeto
realizando o menor esfor¢o, dentre outras situagdes. Da mesma maneira a natureza
também é guiada por principios de maximos e minimos. Podemos citar varios exem-
plos neste sentido: caminho percorrido pela luz, movimento dos planetas, entre outros.
Estas sao as principais razoes para o estudo desse topico e do desenvolvimento de varias

teorias que auxiliam no entendimento desses fendmenos.

O Calculo Variacional visa fundamentalmente investigar os maximos e minimos dos
funcionais e se assemelha bastante a investigacao de maximos e minimos de funcoes.
Portanto, neste capitulo, procuramos introduzir os conceitos fundamentais e as princi-

pais propriedades do método variacional.

2.2  Preliminares

Definicao 2.1. Um funcional v € uma regra que associa a cada fun¢ao y em um espaco

de fungoes €2, um unico nimero real.

11
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Definicao 2.2. Um funcional L definido em ) é dito linear se satisfaz as sequintes

condicoes:
1. Llcyl=cLly] , para todo y € Q e para todo ¢ € R tais que cy € €.

2. Ly + yo] =L[y1] + Lyo], para todo y1, yo € y1 + yo € Q2.

Definigao 2.3. Se y e y + dy sao fun¢oes para os quais o funcional v esteja definido,

o incremento do funcional, denotado por Av, é dado por
Av = vy + dy] — v[y].

O incremento também pode ser escrito como:

Avly, dy| = L[y, oy] + B(y, oy). |6y

onde L € linear em dy.

Se ”61i|1|rn By, dy) = 0, entao v € diferencidvel em y e L € a varia¢ao do funcional
y||—0

v em y, denotada por dv.

Definicao 2.4. Um funcional v[y| assume um mdzimo na funcdao yy se seu valor em
qualquer funcao proxima a yo, nao seja maior que v{yo|, ou seja, Av = v[y] —vlyo] < 0.
Se Av < 0 e também, Av = 0 somente quando y = Yo, entdo dizemos que v assume
um mdzrimo estrito em .

Analogamente dizemos que v[y] assume um minimo em vy, quando Av > 0 e um

minimo estrito se Av = 0 somente quando y = y;.

Teorema 2.1. Considere uma fung¢ao f : [a,b] X [c,d] — R e suponha que a derivada

parcial f,(z,p) exista e seja continua em [a,b] X [c,d]. Se a integral

F(p) = / f(x,p)dx

existe para todo p € [c,d], entao F(p) é diferencidvel e

b
F(p) = / fo(@,p)da. (2.1)



Equacao de Euler

Demonstracgao:

Vamos considerar

F(p) — F(po) :/” (f(%@—f(%m)) "

P —Do P —Do

(2.2)

Para o termo da direita aplicamos o Teorema do Valor Médio que nos dé f,(z, ) com

¢ dependendo de z. Subtraimos entao f; fp(x, po)dz de ambos os lados e usando o fato

de que para fungoes integraveis ‘fab f(:c)d:c‘ < ff |f(z)| dz, temos

F(p) - F(po) b b
’W_/a fo(@, po)da S/a | fo(x, &) — folz, po)| da. (2.3)

Como f, ¢ continua no compacto [a, b] X [c, d], ela ¢ uniformemente continua, isto é,

para p — po suficientemente pequeno a diferenga do lado direito de (2.3) pode ser ma-
jorada para todo x por § arbitrariamente pequeno. Isso mostra que o primeiro termo

de (2.3) esta proximo de zero e que F é diferenciavel, valendo a equacao (2.1).

O proximo resultado nao serd demonstrado e pode ser encontrado em [4].

Teorema 2.2. Teorema Fundamental do Cdlculo Variacional

Se o funcional vly] alcanga seu extremo em y = o, sendo yo definido em Q, entao

a varia¢ao do funcional v deve se anular em vy, isto €, dv[yo] = 0.

Assim, os candidatos a extremos de v[y] sdo as fungoes yo tal que dv[yo] = 0.

No proximo item, apresentamos uma condicao necessiria para que um funcional

alcance um extremo.

2.3 Equacao de Euler

Suponhamos que exista uma funcao escalar y(z) de classe C', satisfazendo as
condicoes de fronteira y(zg) = yo e y(r1) = y1 e que seja um extremo para o fun-

cional

oyt = [ " Pl y(a), o (x))d,

o

onde F' é uma funcao de classe C2.

Nosso objetivo é procurar as condigoes necessarias que a funcao y deve satisfazer

para representar um extremo do funcional.
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Seja uma funcao y proxima a y, extremo do funcional, satisfazendo as condigoes de

fronteira e consideremos a familia de funcoes

y(a,a) = y(z) + a(y(z) - y(z)) (2.4)

onde o é um parametro real nao negativo.
Observemos que se a = 0, y(x,0) = y(x) e se a = 1, y(z,1) = y(x).

Deste modo, esta familia representa, para a = 0, a func¢ao na qual o funcional

alcanca um extremo, e para « = 1, a funcao y(z), chamada de fun¢ao comparacao.

Consideremos também a fungao dy = y(z) — y(z), chamada de variagdo de y com
(0y) =¥'(z) —y'(x) =0y

Ao considerarmos os valores do funcional v[y| apenas nas fungoes da familia y =

y(z,a), o funcional transforma-se em uma fungao de «, isto é,

vly(z, )] = ¢(a). (2.5)

Como y(x,0) = y(z) e y(z) é um extremo para o funcional v, entdo a fungao ¢
apresenta um extremo em « = 0 e portanto ¢'(0) = 0.

Como

wmszWMawwawm

Zo

entao, aplicando o Teorema 2.1, temos que:

i 0 0
/ , /
' (a) = /I0 [Fy—gay(x,oz) + F, 8ozy (z,)| dx

onde
F,= 2 F(e,y(z,a),y/ (¢, )
Oy
Fy = 2 F(a,yz,0), o/ (z,0)).
oy | DY ALY,
Como

T y0) = - fy(a) + af(e) ~ y()] =~ [y(a) + ady] = oy
Ty (r,0) = Ay () + ady] = oy
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obtém-se

' (a) = /JC1 [Fy(z,y(x, ),y (x, )0y + Fy(x,y(z, ),y (z,«))dy'] dx

zo

¢'(0) = /Il [Ey(z,y(2), 9 (2))0y + Fy(x,y(x),y (x))0y'] du.

zo

O valor ¢/(0) representa a variacao do funcional v em y, ou seja, dv.

Concluimos que uma condi¢ado necessaria para que o funcional v[y| apresente um

extremo em g, consiste na anulagao da sua variacao pelo Teorema 2.2, ou seja,

¢'(0) = / [F,0y + F,0y'] de = dv = 0.

zo

Considerando que F,0y e F,/0y’ sao fungdes continuas, temos que

/ [F,0y] dzx + / [Fy0y'| dx = dv =0

xo xo

isto é,

/ [F,0y] dx = —/ [F0y] dx.

o zo

Resolvendo a segunda integral por partes, temos

| 1B do = syt~ [ (B do.

o Zo

ComO g(x()) = Yo € g(I1) = Y1, entao 5y|$:$0 = g(],’o) —_ y(]}o) = 0 e 5y|x:$1 —
y(z1) — y(r1) = 0. Assim,

e portanto

1 d
/ (Fy — %Fy/> dydx =0 (2.6)

onde o primeiro fator F, — %Fy/ é uma funcao continua e o segundo fator dy, devido a

arbitrariedade da eleicao da fungao comparacao ¥, ¢ uma funcao arbitraria e diferen-

cidvel e se anula nos pontos r = xy e x = x7.
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O proximo passo é provar que
d
F, — %Fy/ =0. (2.7)

E para tanto, usaremos o seguinte Lema:

Lema 2.1. Lema Bdsico do Cdlculo Variacional

Seja G(z) uma fungao definida e continua em [x1,25] C R com

/@ n(x)G(x)dr =0 (2.8)

1

para toda funcao n(x) continua em [xy1,x2)|. Entdo,

G(z)=0, V z € [r1,x9). (2.9)

Demonstracao:

Suponhamos que exista 2/, r; < 2/ < x5 tal que G(z') # 0.
Sem perda de generalidade, suponhamos que G(z') > 0. Como G é continua, existe
uma vizinhanga de 2/, digamos (2, 2,) C [z, x2] tal que G(x) > 0 para z € (2, x}).

Consideremos a funcao:

0 se x1 <z <)
n(z) =14 (z—a))°(x—12h)° se &} <z < (2.10)
0 se vy <z <y

Para esta funcao n particular, que é continua em seu dominio de definicao, temos

que n(z) > 0 para z € (27, 25) e como G(x) > 0 para x € (x],z}), entao:

/%2 n(x)G(x)dr = /12 (z — 2))° (z — 2b)° G(x)dz > 0, (2.11)

1 x)

o que contradiz a hipdtese.
Se G(x2') < 0, basta considerarmos a funcio —G(z').

Portanto, G(z) = 0 para todo = € [z1, x2).
Retornando a teoria, sendo a funcao Fj — %Fy: continua em [xg, z1] e a variagdo Jy
uma fun¢ao arbitraria , temos, pelo lema anterior e por (2.6) que

d
Fy——Fy =0 (2.12)

para todo = € [xg, 21].
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Portanto, a fungao extremal y do funcional v[y] deve satisfazer a equagao diferencial
de segunda ordem, dada por (2.12), denominada de Equagao de Euler.

Agora vejamos um exemplo da utilizagdo da Equacao de Euler para determinar

extremos de um funcional.

Exemplo 2.1. Em que curva o funcional a seguir pode alcancar seu extremo?

oly(z)] = / () + 120y] da; y(0) =0 , y(1) = 1.

A Equagao de Euler tem a forma y” — 6x = 0, que tem como solucao geral y =
22 +Cix+Cy. Utilizando as condicoes de fronteira, obtemos: C; = 0, Cy, = 0. Portanto

y = 2% ¢ candidata a extremo do funcional.

2.4 Alguns casos particulares de F

No exemplo dado anteriormente a Equacao de Euler foi resolvida facilmente, mas
isso nem sempre ocorre.

Vejamos agora alguns casos particulares da Equagao de Euler.
1. Se F depender somente de x e y/.

Considerando a fun¢do F' = F' (x,y’), a Equacao de Euler assume a forma d%Fy/ =0,

ou seja :
Fy(z,y)=C. (2.13)

Desta forma, a busca por uma fungao extremal foi reduzida & solucao de uma
equacao diferencial de primeira ordem envolvendo ¢ e x.

Exemplo 2.2. Determine as fungoes que, ligando A(1,3) e B(2,5) sdo extremais do

funcional

2
lyta)) = [ V@)1 @)
1
Como F' s6 depende de 3/ e x a Equacao de Euler é da forma (2.13), portanto

1 +22%/(z) =C

que tem como solugao,
C
ya)=—+Co T #£0
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1-C

com C7 = ——. A fim de se escolher qual hipérbole desta familia passa pelos pontos
dados, obtemos o sistema

Cl + CQ =3

S 4+0y,=5
que nos fornece C; = —4 e Cy = 7. Com isso o candidato a extremal procurado é

y(x)z?—%, x # 0.

2. Se F depender apenas de y/.
Desta forma [, = 0, e mais, a derivada parcial 3—5 pode ser representada como uma
funcao ¢ de ¢ e a Equacao de Euler é dada por:

d or o d NN oINS
e (8_3/) —%(qzﬁ(y))—(b(y)y = 0.
Para que esta equacao tenha validade para toda funcao ¢ é necessario que,
y// — O

que tem como solugao

y(x) = Crz + Ch. (2.14)

Neste caso, quando F' depender apenas de 3/, as fungdes extremais sao necessaria-

mente fungoes lineares.

Exemplo 2.3. Comprimento de Arco

Seja y = f(x) uma funcdo continua em [a,b] com derivadas continuas em |a,bl.

Queremos definir o comprimento de seu grafico, que é a curva C, entre os pontos

P()(CL, f(a’)) € Rz(b7 f(b))
Para tanto, em primeiro lugar, vamos considerar uma particao P do intervalo [a, b]:

P ={xg,z1,29,...,2,}, tal que a = xy < 11 < 23 < ... < x, = b.
Consideremos a linha poligonal determinada pelos pontos P;, i = 0,1, ...,n, dados

por (z;, f(x;)).

Assim, o comprimento de C' é dado por:

L= nlggo; | P P
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Figura 2.1: Parti¢ao de [a, b] (ELSGOLTZ,1696).

onde

[P Bl = \V A2+ Ay? = /(i —xi1)? + (f(2:) — f(2i1))? =
- \/(% —xi1)? {1 + (f(zi) = f(zi1))?

Como f é de classe O, por hipotese, a expressao L pode ser melhorada. Pelo Teo-

rema do Valor Médio, podemos escrever:

f@s) = flzicn) = /(@) (v — 1)

para algum 7; tal que z;_; < T; < x;, ou seja,

’Pzelpi| = \/(l’z - 55171)2

onde Azx; = x; — x;_1 para 1 < i <n.

1+ (f(zi) — f(Iz‘—l))z] = 1+ [f'(T)2Ax;

(xz‘ - Iz’—l)Q

Desta maneira,
n n b
L=1im 3 PPl = lim 3 T+ [FE A :/ I+ ()P,

uma vez que Z 1+ [f'(Z;)]?Ax; é uma soma de Riemann para a funcao
i=1
g(x) = /1 4+ [f'(x)]? relativo a parti¢do P do intervalo [a, b].

Assim, o comprimento da curva C é

L= / V14 [f(x)*ds.
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Agora encontremos o candidato a extremal do funcional L obtido anteriormente.

Percebemos que este funcional pode ser escrito na forma:

vly(v)] = /x V14 (y)dz; y(wo) =yo , y(r1) =1

Como o funcional dado s6 depende de y' a Equagdo de Euler tem a forma (2.14)
e assim, temos que y(x) = Ciz + Cy é o extremal para o funcional. Aplicando as

condicoes de fronteira, temos o seguinte sistemas:

Cizo+ Cy = yo

Cix1+Cy =y

que apresenta como solucao do problema

Yo —
xr) =

( — 20) + Yo
o — I1

3. Se F nao depender de 7/.

Neste caso, a Equacao de Euler reduz-se a

OF

a—y(x,y) = 0. (2.15)

Observe que esta equacao nao depende de constantes indeterminadas, por isso, em

geral nao satisfaz as condigoes de fronteira y(zo) = yo e y(x1) = ys.

Portanto, a solucao do problema variacional considerado em geral nao existe. So6 e-
xistird uma funcao na qual o funcional alcan¢a um extremo no caso excepcional, quando

a solucao y(x) passar pelos pontos de fronteira, (xq,yo) € (T1,41).

Exemplo 2.4. Determine a funcao extremal para

vly(@)] = /0 y(2z — y)dz y(0)=0 . y (g) = g

Como F nao depende de 3/, a equagao de Euler tera a forma (2.15), assim teremos
20 -2y =0
isto é,
y=2

que satisfaz as condicoes de fronteira. Com isso, o funcional pode, eventualmente, as-

sumir um extremo.
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Por outro lado, se mudarmos as condi¢bes de fronteira, por exemplo y(0) = 0 e

Yy (%) = 1, o problema torna-se insolivel.

4. Se F é linear em relagao a y/'.

Neste caso, podemos escrever a seguinte igualdade:
Fz,y,y") = M(z,y) + N(z,y)y".

Desta forma o funcional

v[y(r)] = /JC1 F(z,y,y)dr = /m [M(z,y) + N(z,y)y]dz, (2.16)

zo o

tem a Equacao de Euler dada por

oM  ON
— — — =0. 2.1
dy ox 0 (2.17)

Assim como no caso anterior, s6 teremos solucao se a funcao satisfizer as condicoes

de fronteira.

Exemplo 2.5. Considere o funcional

oly(z)] = / W+ 2 )dr; y(0)=0 , y(1)=a.

Temos neste caso um funcional linear em relacao a vy, assim

oM ON ON
a_y:2y; %:2x; a—y:().
Entao
oM  ON
dy or
é equivalente a
Yy = .

Notemos que a primeira condigdo de fronteira esta satisfeita pois y(0) = 0, mas a

segunda condicao s6 esta satisfeita se a = 1.
Para a # 1, nao existe extremal que satisfaca as condi¢oes de fronteira.
5. Se F depender apenas de y e /.
Uma outra forma de escrevermos a Equacao de Euler é dada por

d
By = %Fy’ =Fy = Foy — Fyyy' — Fyyy" = 0. (2.18)
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Como F' nao depende de x explicitamente, temos
Fy— Fyy' — Fyyy" = 0.
Multiplicando por 3’ obtemos
Fyyl o Fyy’yIQ o Fy/y’y”y, — 0
que é equivalente a
d
%<F_Z/Fy’) =0
visto que,
d
% (F o y/Fy’) — Fyy/ + [Fy/y” o y”Fy/] o Fyy/y/Q o Fy’y’y”y/.
Entao,
d /
% (F -y Fy/) =0
e integrando em relacao a z, resulta
F— y/Fy/ = Ol- (219)

Terminamos assim, a anélise dos possiveis casos para o funcional F' e no proximo
item citaremos alguns resultados relacionados com as condicoes suficientes que o fun-
cional F' deve satisfazer para admitir um extremo. Esta teoria s6 serd citada e nao
serd desenvolvida por completa e os resultados podem ser encontrados em [4], paginas
358-369.

2.5 Condigoes suficientes para extremos

Para apresentar as condigoes suficientes para que um funcional v apresente extremal

em uma curva C, sao necessérias, preliminarmente, algumas defini¢oes e consideracoes.

Se num dado plano xy, por cada ponto de uma certa regiao D passar apenas uma
curva da familia y = y(z, ¢), dizemos que esta familia de curvas forma um campo na

regiao D, ou mais exatamente, um campo proprio.
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Por exemplo, as retas paralelas y = x + ¢ formam um campo no interior do circulo
centrado na origem, de raio 1, e o coeficiente angular de cada reta tangente as curvas

da familia de retas, no ponto (z,y) é p(x,y) = 1.

¥

Figura 2.2: Retas y = x + ¢ (ELSGOLTZ,1696).

Por outro lado, a familia de parabolas y = (z — a)? — 1 nao forma um campo no

interior do mesmo circulo, pois as parabolas se cruzam.

Figura 2.3: Pardbolas y = (z — a)? — 1 (ELSGOLTZ,1696).

Quando as curvas de uma familia cobrem toda a regiao D e se cortam em seu
interior, somente no seu centro, dizemos que a familia forma um campo, chamado de

campo central.
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Ay

=z

o

Figura 2.4: Campo central (ELSGOLTZ,1696).

Exemplo 2.6. As sendides y = C'senx, que formam um campo central, para 0 < z < a,
a < 7 (Figura 2.5). Esta mesma familia forma um campo proprio em uma regido do

R? que contém o segmento 6 < x < a no eixo das abscissas, em que § > 0 e a < 7.

Porém, se a regiao contiver o segmento 0 < x < ay, a; > , esta familia nao forma

um campo.

Se um campo central ou proprio for formado por uma familia de extremais de um

certo problema variacional, entao o campo serd chamado de campo de extremais.

Suponhamos agora que a curva y = y(x) seja extremal para o problema variacional
dado pelo funcional
x1
o)) = [ Py
xo

com pontos de fronteira A(zg,yo) ¢ B(x1,y1), fixos.

Figura 2.5: Sendides y = C'senx (ELSGOLTZ,1696).

Dizer que o extremal y = y() esta incluso em um campo de extremais, significa que

uma familia de extremais y = y(z, ¢) forma um campo em uma regiao D que contém
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o extremal y = y(z) dado para um certo valor ¢y, de forma que este extremal nao

pertenca a fronteira da regiao D.

by

Figura 2.6: Campo de extremal 1 (ELSGOLTZ,1696).

Se os extremais apresentarem como centro o ponto A(zg,yo), também teremos um
campo em torno de extremal dado que passa por este ponto, ou seja, um campo central.

Como parametro da familia, pode-se tomar a inclinagao da tangente as curvas no ponto
A(xo, yo)-

Ry
¥=y{z]

e

Figura 2.7: Campo de extremal 2 (ELSGOLTZ,1696).

Como exemplo considere o funcional v]y] = / (y* — y*)dxr e um extremal y = 0

0
que une os pontos (0,0) e (a,0), onde 0 < a < 7. A solugao geral da equacao de Euler

y// +y= 0é Y = C1COST + CaSent.

Usando as condi¢oes de fronteira, obtemos ¢; = 0 e assim as curvas y = cosene
formam um campo central no segmento 0 < z < a, a < 7, que inclui o extremal y = 0

para cy = 0.

Agora vamos analisar as condi¢oes que garantem a construcao de um campo central

de extremais com centro em um ponto A e que contenha o arco AB do extremal.
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Esta condicao da possibilidade da construcao de um campo de extremais que inclua

o extremal dado, chama-se condigao de Jacobi.

Seja y = y(z,c) a familia de extremais com centro em A, que contém o extremal
dado.

ay(x(% C)
dc

Yy, ~ . .. . i
e — ¢ uma funcao que s6 depende da variavel z, pois a constante ¢ é uma constante

Como o extremal dado satisfaz a Equacao de Euler, entao temos que =0

de integracao.

1 1
Por exemplo, considere o extremal do funcional v[y] :/ y' (2 — Ey’)dx com
zo

y(wo) = yo e y(z1) = 1.

A Equacao de Euler é dada por:

d d
—F/:——2 - ! :—2 //: .

Assim, ¢’ = 2, ¢/ = 2z + ¢, entdo y = 2% + cx + d.

F, —

Como y(wg) = yo, entdo y = 2* + cx + [yo — xf — cxo e se f(x,c) = 2® + cx, temos
que y(z,c) = f(z,¢) + [yo — f(xo, 0)].

Oy(a.0) _ 0f(e,)  Ofane) | dy(aos)
oc oc Oc

.. dY < ) i
isto é, e é uma funcao que s6 depende da variavel x.
c

g 2(0)

L
o8 dc Jc

=T — Xy,

Voltando ao problema, devemos encontrar uma fungao de extremais y(z,c) com

8_y = u(x), u(xg) = 0 e que u(x) ndo se anula em outro ponto do intervalo (zg, 1),
c

para que nao tenha outros pontos em comum com o extremal y dado, além do ponto
A(zo, yo)-

y(x, c)
Ocox

dy(z, c)
Oc

Logo, se u(x) = , entao u' = u, =

As fungoes y = y(x, ¢) sao solucgoes da equagao de Euler; portanto

d

Fy(x,y(x,c),y'(x,c)) " dr [Fy/(x,y(m,c),y’(x,c)] = 0.

Derivando esta identidade em relacao a ¢ temos:

d
Fyyu + Fyy/u’ — % [Fyy/u + Fy/y:u'] =0
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ou,
d d
(Fyy - %Fyy’) L [Fyyu] = 0.

Esta equacao diferencial de 2 ordem, linear e homogénea, é chamada de Equacao
de Jacobi.

Concluimos que a condicao suficiente para que o arco AB do extremal possa ser
incluido em um campo central de extremais centrados no ponto A(xg, yo) € que a solugao
u = u(x) da Equagdo de Jacobi, que satisfaz a condigao u(xy) = 0, nao se anule em

outro ponto do intervalo (zq, 7).

Exemplo 2.7. Verifiquemos se a condicao de Jacobi esta satisfeita para o extremal do
funcional v = / (y* — y*)dx, que passa pelos pontos A(0,0) e B(a,0), a € R.

0
A equacao de Jacobi é dada por

d
—2u — %(Qu’) =0 ou u+4u=0

onde
u = Cysen(x — Cy).

Como u(0) = 0, entdo Cy = 0 e u = Csenu.

A funcao u anula-se nos pontos x = kw, k € Z, portanto, se 0 < a < m, a funcao u se

anula no segmento 0 < x < a somente no ponto x = 0 e a condigao de Jacobi se cumpre.

Mas, se a > 7, a funcao u se anula no segmento 0 < x < a, pelo menos, no ponto

x = m; a condicao de Jacobi nao se cumpre.

Agora vamos analisar o comportamento do incremento Av.

Suponhamos que para o problema

’U—/ F(z,y,y)dx, y(zo) =yo; y(z1) =wu

Zo
a condicao de Jacobi se cumpre e portanto, o extremal C' que passa pelos pontos

A(xo,90) e B(x1,y1) pode ser incluido em um campo central com inclinacao p(z,y).

E possivel transformar o incremento Av = / F(z,y,y)dz — [ F(x,y,y)dx em

c
uma forma mais apropriada, para se analisar o sinal de Av ao passar do extremal C
a uma certa curva proxima admissivel C. Porém, nao apresentamos neste trabalho as

consideracoes necessarias para esta transformacao.

O incremento pode ser dado por
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Figura 2.8: Campo central com inclinagao p(x,y) (ELSGOLTZ,1696).

Av z/é[F(:v,y,y/) — F(z,y,p) — (v = p)Fp(z,y,p)] dx

= /~E(rc,y,p, y')dz,
C

onde a funcao E(z,y,p,y') = F(z,y,y') — F(z,y,p) — (' — p)Fp(2,y,p) ¢ chamada de

Funcao de Weierstrass.

Assim, concluimos que uma condicao suficiente para que o funcional v assuma um
minimo na curva C' é que a funcao F nao seja negativa, pois se £ > 0, entao também
Av > 0.

E uma condicao suficiente para que v assuma um méaximo em C' serda E < 0, ou
seja, Av < 0.

Observemos que o estudo do sinal da funcao E pode trazer certas dificuldades e
por isto, é conveniente substituir a condicao de que a funcdo E tenha sinal constante

por outra condicao de comprovagao mais facil.

Suponhamos que a func¢ao F'(x,y,y’) seja derivavel até a ordem 3 em relagdo ao

argumento y'. Pela Formula de Taylor,

(v —p)?

ol Fy/y/(l‘,y, q)

F(z,y,y) = F(z,y,p) + (Y —p)F,(z,y,p) +

onde q esta entre p e y'.

Sendo
E<:B>yvpa y/) = F(-T,y,y/) - F(.T,y,p) - (y/ _p)Fp<$>yaP)

temos que
(v

—p)?
o Fyw (@, y,9).

Assim, analisar o sinal de E é equivalente a analisar o sinal de F,,/, ou seja, ao

E(z,y,p,y) =

estudar a possibilidade de um extremal minimo, basta avaliar se Fi,,(z,y,¢) > 0 nos

pontos (z,y) proximos dos pontos da curva C, para valores arbitrarios de ¢. E para
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avaliar um extremal maximo, devemos ter Fy . (z,y,q) < 0.

A partir das consideragoes ja feitas, vamos agora citar as condigoes suficientes para

que um funcional v apresente um extremal em uma curva C, que sao:
1: A curva C é um extremal que satisfaz as condigoes de fronteira.

2. O extremal C pode ser incluido em um campo de extremais. Esta condicao
pode ser obtida através da condicao de Jacobi, representada pela equacao que tem o

seu nome, dada por
d d ,
Fyy — %Fyy’ u — % [Fy/y/U] =0

_ Oy(w,c)
e

em que u(z) :

3. A funcao de Weierstrass E(x,y,p,y’) nao altera seu sinal em todos os pontos
(x,y) proximos a curva C' e para valores arbitrarios de ¢’ no caso de extremal minimo,
E >0 (Fy,y > 0) e no caso de extremal maximo £ <0 (F,,, <0).

Neste capitulo estruturamos a teoria do Calculo Variacional que sera utilizada no

capitulo seguinte com o objetivo de determinar a solucao do problema da Braquistocrona.



3 O Problema da Braquistoécrona

O problema da Braquistocrona foi proposto por Johann Bernoulli em 1696 e con-
siste em encontrar uma curva que uma particula deve descrever ao se deslocar de um
ponto A até um ponto B situados em um mesmo plano vertical, no menor tempo pos-
sivel, apenas sob a acao da gravidade. Neste caso o ponto A é suposto estar acima do
ponto B, mas nao na mesma vertical. Se A e B estiverem na mesma vertical, a solucao

¢ uma reta.

Neste capitulo vamos deduzir, de duas formas distintas, que a curva procurada
¢ a cicloide; a primeira aplicando a teoria de Calculo Variacional obtido no capitulo
anterior e a segunda, tratando a questao como um problema que envolve Optica e Ge-

ometria .

Apresentamos também, algumas simulacbes computacionais com a utilizacao do

programa Maple, evidenciando os resultados apresentados neste trabalho.

3.1 Modelagem do problema usando CAlculo Varia-

cional

Esquematizando o problema no plano.

Figura 3.1: Esquema do Problema da Braquistécrona no plano.

30
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Note que o eixo y estd orientado no sentido oposto ao usual. Isto é conveniente

pois, neste caso, a forca exercida pela gravidade fica orientada no sentido positivo.

Consideremos um sistema de coordenadas onde A seja a origem, ou seja, os pontos
relacionados ao problema sao A(0,0) e B(z1,41).

Em Fisica, quando uma particula atua sob a acao da gravidade, o trabalho realizado

ao se deslocar de A até um ponto P é igual a variacao da energia cinética.

Se v ¢ o modulo da velocidade da particula no ponto P, y o seu deslocamento

vertival e m sua massa, temos:
mgy = smuv?

Mas, a velocidade escalar é a variacao do espaco percorrido s, pelo tempo, ou seja,

ds

E:U e v = 1/2gYy.

Sabemos que o comprimento do arco entre A(0,0) e P(z,y), representado pelo
grafico da funcdo y = y(z), é dado por

() = / TR

que derivando, resulta

ds
= =1+ 7).
- + 3% (x)

Assim, denotando por ¢ o tempo gasto neste trajeto, temos

dt dtds 1
— = =\/1 2, 3.1
dr  dsdxr v Ty (3-1)
Para determinarmos o tempo total para se deslocar de A(0,0) a P(z,y) basta
integrar (3.1)

1+ y2(s)
29y(s)
Observemos que este funcional nao depende explicitamente de x e assim, a Equacao
de Euler tem a forma (2.19).

(3.2)

Counsideremos entao

L e, I
t(aj)_ \/%/0 y(s) d? y(O) 0 ) y( 1) Y1-
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Nosso problema é agora, encontrar a funcdo y(z) que minimiza (3.2), com as

condicoes de fronteira dadas.

NiET;

. Assim,
VY

Neste caso a fungiao considerada ¢ F(y,y') =

/

¥y
y(1+y?)

Sendo a Equacgao de Euler F' — y'F,, = (4 dada por (2.19), temos

\/W B Yy e
VY Vy(l+y?) '

1 —_—

E—— )
Vy(l+y?)

y(l + y'Q) = 02.

F, =

Y

que é equivalente a

ou seja,

Para resolver esta equacao diferencial, vamos introduzir um parametro ¢ considerando

y'(z(t)) = cot(t) e assim, utilizando a equagdo diferencial anterior, obtemos

1+ cot?(t)

Fazendo algumas substituicoes trigonométricas temos

Y

y = % (1 — cos(2t)) .

Derivando y em relacao a t, temos

dy = Cysen(2t)dt = 2Cysen(t)cos(t)dt.

Como ¢/(z) = %’ entdo dr = %, assim
2C t t)dt
dr = asen(t)cos(t) = 2C,sen’(t)dt.
cot(t)

Fazendo substituicao trigonométrica, temos

dx = Cy (1 — cos(2t)) dt

ou seja,

2
Cosen®) | ¢~ (o sen) + Co

Assim, a solucao paramétrica é dada por

il?(t) = Cgt —

y(t) = % (1 —cos(2t)) e x(t)—C5= % (2t — sen(2t))
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Fazendo 2t = t; e sendo C3 = 0 pois x(0) = 0, obtemos

y = % (1 —cos(ty)) e z= % (t1 — sen(t1)),

que é a equacao paramétrica da curva chamada cicloide, que definimos a seguir.

Definicao 3.1. Seja C uma circunferéncia de raio r, s uma reta e P um ponto de C.
Denominamos cicloide a curva descrita pelo ponto P quando C rola sobre a reta s, sem

deslizar, dada pela equacao paramétrica:

{ r=r(a— sena)

y =1 (1 — cosa)

Concluimos que a curva candidata para o problema da Braquistocrona é a cicloide.
Agora vamos aplicar as condigoes suficientes para mostrar que a cicloide seja realmente
a curva que minimiza o tempo de descida da particula entre os dois pontos.

O feixe de cicloides © = C (t — sen(t)) e y = C; (1 — cos(t)) com centro em (0,0)

forma um campo central que inclui o extremal

r=a(t—sen(t)) e y=a(l—cos(t)),

onde a é determinado pela condicao de que a cicléide passa pelo segundo ponto de

fronteira B(x1,y1), entdo z; < 2ma (Figura 3.2).

Yes

Ty

Figura 3.2: Feixe de Cicldides (ELSGOLTZ,1696).

Temos também

/

Y
Fr=—"
ERVYARRTE
1
Fy’y’: 0

>
NZIERRRE

para qualquer 3. Assim, pelas condicOes suficientes, para x; < 2mwa, o funcional assume

um minimo na cicléide.
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r=a(t—sen(t)) e y=a(l—cos(t)).

Desta forma temos a comprovacao de que a solugao do problema da Braquistocrona

é realmente a cicldide.

No proximo item, desenvolvemos o problema proposto através da Optica e Geome-

tria.

3.2 Resolugao de Johann Bernoulli

Nesta segunda resolugao do problema da Braquistocrona, vamos seguir 0s passos

da solucao dada por Johann Bernoulli. Consideremos, inicialmente, os seguintes fatos:

1. Pelo Principio de Fermat, sabemos que a luz viaja de um ponto para outro

no menor tempo possivel.

2. Pelo fendmeno da refragao, a luz tem uma velocidade diferente conforme o
meio em que se propaga ( veja Figura 3.3). Se tivermos dois meios distintos nos quais

a luz se propaga com velocidades vy, v, a lei de refracao afirma que

SO _ SN2 e — | (3.3)

U1 V2

Figura 3.3: Esquema para o fendmeno da refracao da luz (LIMA,2004).



Resolugao de Johann Bernoulli

35

3. Imaginemos um meio 6ptico formado por laminas [y, ls, ..., [, horizontais e finas
tais que a velocidade da luz em cada lamina seja v;,7 = 1...n conforme mostra a Figura
3.4 . Entao, um raio de luz que parte de A e chega em B, seguird uma trajetoria como
indicada na Figura 3.4, de modo que, para todo 7,7 =1,...,n,

SeniL;
N _ g, (3.4)

Yj
Esse caminho percorrido pelo raio de luz é o que fornece tempo minimo para ir de

A até B com as velocidades indicadas.

Figura 3.4: Meio 6ptico e a trajetoria descrita por um raio de luz partindo de A
chegando em B (LIMA,2004).

Embora o principio de tempo minimo usado anteriormente venha ao encontro do
problema da Braquistocrona, ainda nao esta claro como podemos utilizar o fenémeno

da refracao para resolvé-lo.

A dificuldade é que no problema da Braquistdcrona a velocidade com que a particula
se desloca sobre a curva varia de acordo com a posicao em que ela se encontra. J& no

caso da refracao do raio de luz, a velocidade é constante em cada meio.
Para transpor esta dificuldade faremos o uso da nocgao de limite.

4. Sabemos que a velocidade, depois da particula descer uma altura y é /2gy.
Entao, o caminho que da o tempo minimo serd o caminho seguido por um raio de luz

num meio tal que a velocidade da luz aumente continuamente com a descida y e seja
precisamente /2gy.

No limite deste processo, é de se esperar que a trajetoria da luz através de um meio

cuja densidade aumente continuamente & medida que o raio de luz desce, satisfaca

senjl

K (3.5)

(%
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onde p é o angulo que a reta tangente a trajetoria faz com a perpendicular e v é a
velocidade instantanea.

Para finalizar o problema da Braquistocrona consideremos a figura a seguir.

Figura 3.5: Angulo entre o caminho descrito pelo raio de luz e a vertical (LIMA,2004).

Como a particula deve descrever a trajetéria mais rdpida e sua velocidade escalar é
variavel, tudo passa como no caso do raio de luz que atravessa um meio nao-homogéneo.

Como vimos anteriormente, devemos ter:

senpi

=K. (3.6)

v
Como v = +/2gy e y = tanf3, combinando a identidade trigonométrica, temos

1

1
secf  \/1+ tan2

senp = cosf =

Com (3.6), obtemos
1

29y(1+ (y')?)
Simplificando esta tltima equacao, chegamos a

yll+ ()] =

Como vimos anteriormente na se¢ao 3.1, a solucao desta equacao diferencial é a
funcao que representa a cicldide.

Vamos agora, a titulo de ilustracio, verificar que a cicloide satisfaz a igualdade (3.6).

Temos que

dx dy
Ta = r — rcosa, o rSendc. (3.7)
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Por outro lado,
dr 1— cosa o
t = —=———=tan— 3.8
an dy sena an 2 (38)
e, portanto,
tanp = tan%. (3.9)
Assim,
«
== 3.10
n= g (3.10)
e também,
v =1/2¢9r(1 — cosa) = 2\/grsen%. (3.11)
Assim, de fato,
sens 1
i B —cte=K (3.12)
v 2seng\/gr  2./gr

onde K nao depende de a. Portanto, a cicloide tem a propriedade dada por (3.6).

3.3 Analise de dados obtidos através de simulacoes

computacionais

Nesta secao vamos usar alguns recursos do software matematico Maple 12, para

obtermos uma comparagao do tempo gasto pela particula para percorrer a trajetoria

do ponto A(0,0) ao ponto B(m, —2), ao longo das curvas dadas por:

fi: R—=R, fi(z) = —%a:.
fr Ry 5 R, fol) = —2,/%.
f3 R — R, fg(ZE) = —2\3/2

f1: R = R% f4(t) = (t — sin(t), —1 + cos(t)).
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Para calcular o tempo gasto no percurso, devemos avaliar a integral

_ LTy
“x)‘m/o Ve

utilizando as funcoes definidas anteriormente, usando que a forca da gravidade é igual
a 9.8 m/s%

E para calcular o comprimento das trajetorias, usamos a funcao comprimento de

arco. Através do programa Maple, obtivemos os seguintes resultados:

Curva | Tempo Gasto | Comprimento
fi 1.19 3.73
fa 1.01 3.88
f3 1.02 4.03
fa 1.00 4.00

Tabela 3.1: Comparacao entre as fungoes.

Observemos que a cicléide, que é representada por fy, é a curva que possui a tra-
jetoria mais rapida. De forma surpreendente, a reta, representada por fi, que possui
a trajetoria mais curta, é também a que apresenta maior tempo gasto para comple-
tar o trajeto. A seguir, apresentamos as trajetorias da particula através das curvas
dadas pelas funcgoes f;, i=1,...,4, em quatro instantes diferentes, evidenciando os resul-
tados citados. E para um melhor entendimento destes fatos, apresentamos também,
no apéndice, os comandos necessarios para obter uma animacao grafica, evidenciando

o tempo gasto pela particula ao deslizar por cada curva.
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Figura 3.6: Trajetorias da particula através das curvas dadas por: fi(z) = —%x (azul),

fo(z) = =2,/% (verde), f3(x) = —23/Z (amarelo) e fy(t) = (t — sin(t), —1 + cos(t))
(vermelho) entre t=0; t=0.92026; t=2.1896 e t=3.0781.



4 Conclusao

Com este trabalho tivemos a oportunidade de perceber como se deu o desenvolvi-
mento de uma nova teoria mateméatica. Vimos que a partir de um problema proposto
como desafio aos matematicos da época, iniciou-se uma busca por métodos de solugao
o que culminou no que hoje conhecemos como Célculo Variacional.

Desenvolvemos a teoria de Calculo Variacional associada aos problemas onde as
fronteiras sao fixas, com o objetivo de solucionarmos um dos problemas classicos mais

famosos: O problema da Braquistocrona.

Sugerimos a leitura da Ref. [4], capitulos 7 e 8, onde o autor trata de problemas
com fronteiras moéveis e aborda de forma ampla as condigoes suficientes para extremos;
nesta leitura sera possivel perceber a grandiosidade da teoria do Célculo Variacional e
suas ramificacoes com outras areas do conhecimento.

Desenvolvemos a solucao do problema da Braquistocrona de duas formas distin-
tas em que obtivemos como resposta a cicloide. Em seguida, fizemos a utilizacao do
software Maple com o objetivo de comparar o tempo gasto pela particula através de
diversas curvas; a conclusao obtida ja era esperada devido ao desenvolvimento tebrico

anterior; mais uma vez constatamos que a cicloide é a curva que resulta o menor tempo.

Gostariamos que a proposta de estudar um problema classico do calculo variacional
desenvolvida neste trabalho, inspirasse outras iniciativas nesta mesma linha ou até
mesmo na aplicacao destes problemas. Para tal sugerimos a leitura do livro Calculus
of Variations: With Application to Physics and Engineering do autor Robert Wein-
stock, onde o autor aborda algumas aplicacdes do calculo variacional na fisica e na

engenharia.
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Apéndice: Linha de comando do
Maple

Defini¢ao do funcional T" e calculo do tempo gasto no percurso da particula através

de cada curva.
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Construcao dos graficos das curvas.
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Utilizamos o comando animate para a construcao da animacao do trajeto da
particula, determinando o tempo gasto para completar o percurso através de cada

curva no intervalo [0, 7].

Calculo do comprimento das trajetorias, utilizando a funcao comprimento de arco.
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