Historia da Matematica

AULA 20
TURNING POINTS
PARTE IIl: ALGEBRA



Simetrias e Equacoes

» Desde Lagrange, o foco no estudo das equacoes
algébricas passou da resolucao explicita atraves de
uma formula para a questao: Quando uma equacao
algebrica (polinomial) pode ser resolvida por radicais
(isto € por formulas envolvendo apenas raizes n-
ésimas de expressoes aritmeticas envolvendo apenas
os coeficientes)?



Simetrias e Equacoes

» Abel havia demonstrado que equacoes quinticas, em
geral (e portanto equagoes de grau mais alto), nao
poderiam ser resolvidas por quadraturas. Isto nao
significa que nenhuma equacao de quinto grau possa
ser resolvida, por exemplo:

x>—1=0

Pode ser facilmente resolvida, tendo como solucoes:

COS (ZI:T) i sin (Zk?n) para 0 < k < 4.




Simetrias e Equacoes

» A contribuicao de Galois foi dar um critério geral para a
solubilidade por radicais:



Simetrias e Equacoes

» A contribuicao de Galois foi dar um critério geral para a
solubilidade por radicais:

Teorema (Galois) Um equacao polinomial € soluvel por
radicais se, e somente se o grupo de simetria de suas
raizes for um grupo soluvel.



Simetrias e Equacoes

» Um grupo G € soluvel se existe uma serie de
subgrupos normais:
{e}=6G, 226G, 226G, =G

[als que 0s quocientes
G;
H; = l/Gi_l

Sejam grupos abelianos.



Simetrias e Equacoes

» Do lado das equacoes, isto significa que, dada uma
equacao polinomial p(x) = 0, com p € k[x], em que k
€ um corpo, existe uma torre de extensoes de corpos

k=ky Sk S-Sk,

emque k; = k;_,(a;) (este € o menor corpo que contém
ki_iea;))ea"—a=0paraa€k;_;.



Simetrias e Equacoes

» Vimos que os trabalhos de Galois permaneceram
desconhecidos apos a sua morte. Dez anos depois
que Joseph Liouville (1809-1882) publicou uma
coletanea dos trabalhos de Galois, em uma tentativa
de despertar o interesse da comunidade Matematica
para a profundidade de seus resultados, mesmo que
de dificil compreensao.



Simetrias e Equacoes
» O primeiro livro em que a Teoria de Galois foi incluida
como um conteudo foi:

Cours d'algebre supérieure,

livro de Joseph-Alfred Serret (1819-1885), publicado em
1860.



Simetrias e Equacoes

» O primeiro livro em que a Teoria de Galois foi incluida
como um conteudo foi:

Cours d'algebre supérieure,

livro de Joseph-Alfred Serret (1819-1885), publicado em
1860.

» Também, Camille Jordan (1838-1922), aluno de Serret,
publicou em 1870 a obra:

Traité des substitutions et des equations algébriques,
dando maior destaque a nascente Teoria de Galois.



Simetrias e Equacoes

» Emil Artin (Viena, 3 de marco de 1898 — Hamburgo,
20 de dezembro de 1962)



Simetrias e Equacoes
» Emil Artin (1898-1962) B e e




Simetrias e Equacoes

» Artin, em seu livro Galois Theory, de 1944, apresentou
a Teoria de Galois na forma moderna, como a
conhecemos hoje: como uma teoria da relacao entre
extensoes de corpos e grupos de automorfismos
dessas extensoes.



Simetrias e Equacoes

» Existem outras variantes da Teoria de Galois que
merecem ser mencionadas:
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» Existem outras variantes da Teoria de Galois que
merecem ser mencionadas:

» Teoria de Picard-Vessiot, que € uma teoria de
extensOes diferenciais de corpos associadas a
solucoes de equacoes diferenciais lineares.




Simetrias e Equacoes

» Existem outras variantes da Teoria de Galois que
merecem ser mencionadas:

» Teoria de Picard-Vessiot, que € uma teoria de
extensOes diferenciais de corpos associadas a
solucoes de equacoes diferenciais lineares.

» Teoria de Galois para extensoes de anéis comutativos,
de Chase-Harrison-Rosenberg.



Simetrias e Equacoes

» Existem outras variantes da Teoria de Galois que
merecem ser mencionadas:

» Teoria de Hopf-Galois, de Chase e Sweedler, onde ao
iInvés de se considerar um grupo de automorfismos, se
considera uma coacgao por uma algebra de Hopf.



Simetrias e Equacoes

» Existem outras variantes da Teoria de Galois que
merecem ser mencionadas:

» Teoria de Hopf-Galois, de Chase e Sweedler, onde ao
iInvés de se considerar um grupo de automorfismos, se
considera uma coacgao por uma algebra de Hopf.

» Teoria de Galois-Gruthendieck, que basicamente &
uma teoria que estuda as propriedades de dois

funtores contravariantes entre duas categorias que sao
POSETS.



Nao-Comutatividade

» Como vimos, apos os trabalhos de Argand e Gauss,
ficou claro que a estrutura dos numeros complexos
esta intimamente relacionada com a Geometria
Analitica do plano euclidiano.



Nao-Comutatividade

» Como vimos, apos os trabalhos de Argand e Gauss,
ficou claro que a estrutura dos numeros complexos
esta intimamente relacionada com a Geometria
Analitica do plano euclidiano.

» Vamos ver que isto desencadeou um processo que
levou a criacao de estruturas nao comutativas em
Algebra.



Numeros complexos e
geometria no plano




Numeros complexos e
geometria no plano

» Vamos usar a imersao dos numeros
complexos no espaco das matrizes 2x2 reais

p: C — M;(R)
X —y)

X oy '_)(y 4



Numeros complexos e

geometria no plano

» E especializar para o subgrupo das rotacoes
no plano

@ @ ST SO (2)

cosf —sin 9)

cosf +isinf b ( :
sinf cos®f



Em tres dimensoes @ mais
dificil!

Z

Eixos principais
de rotacao no
espaco.

Y




Em tres dimensoes @ mais
dificil!

» Matrizes de rotagcao em R3:

1 0 0
> R,.(0) = (O cosf® —sin 8)
O sinf cos@



Em tres dimensoes @ mais
dificil!

» Matrizes de rotagcao em R3:

cosf 0 sin 6)

> Ry(9)=< 0 1 0
—sin® 0 cos#@



Em tres dimensoes @ mais
dificil!

» Matrizes de rotagcao em R3:

cosf@ —sinf O
D> R,(0) =|sin8 cosf 0O
0 0 1



Em tres dimensoes @ mais
dificil!




Os quaternions

» William Rowan Hamilton (Dublin, 4 de agosto de 1805 -
Dublin, 2 de setembro de 1865)



Os quaternions
» William Rowan Hamilton (1805-1865)




Os quatérnions

16 de outubro de 1843,
Royal Canal, Dublin
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Os quaternions

» RotacoOes espaciais usando quaternions:
» Eixo de rotacao: n = xi + yj + zk, com

\/x2+y2+22=1.




Os quaternions

» RotacoOes espaciais usando quaternions:

» Eixo de rotacao: n = xi + yj + zk, com
\/xz + y2 + z4 =8

» Angulo de Rotacgéo: .




Os quaternions

» RotacoOes espaciais usando quaternions:

» Eixo de rotacao: n = xi + yj + zk, com
\/xz + y2 + z4 =8

» Angulo de Rotacao: .

> R,()(v) = quvg~*, em que

q = COS% e sin%n, e v =uvl+ v,y + v3k.




Os quaternions

» O “problema” era que se havia introduzido um
“espaco’ de quatro dimensoes para se estudar a
geometria analitica do espaco com trés dimensoes.



Os quaternions

» O “problema” era que se havia introduzido um
“espaco’ de quatro dimensoes para se estudar a
geometria analitica do espaco com trés dimensoes.

» ApOs a introducao dos quaternions por Hamilton,
dois caminhos complementares foram trilhados:



Os quaternions saem de cena? l

» Ou reduzir a algebra dos quaternions, para se ter o
calculo vetorial em R>:

Josiah Oliver

Willard Heaviside

Gibbs (1850-1925)
(1839-1903)




Os quatéernions saem de cena? l

» Ou reduzir a algebra dos quaternions, para se ter o
calculo vetorial em R?>:

Campos Vetoriais

Operadores Vetoriais




Os quaternions saem de cena?

Equacoes de Maxwell
sem a notacao do
N Calculo Vetorial.
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Os quaternions saem de cena? l

Equacoes de Maxwell
com a notacao do
Calculo Vetorial.




O salto de abstracao

» Ou expandir a algebra para conter outros elementos
alem de escalares e vetores:

Hermann IET ¢
Gunther Kingdom
Grassmann Clifford

 (1809-1877) (1845-1879)




O salto de abstracao

» As algebras de Clifford generalizam varias outras
construcoes anteriores, como 0S humeros complexos,
algebras de matrizes, os quaternions, etc.



O salto de abstracao

» Algebra de Clifford sobre um espaco vetorial V (sobre
R) munido de uma forma bilinear simetrica
<,>:VxXxV—->R

CA(V,<,>)=T(V)/J
Emqueli=@wvQR@wt+twRv-—-<v,w>|v,weV)



A redescobertal

» O spin do elétron:

Experimento de Stern-Gerlach



A redescobertal

» O spin do eletron:

Visao pictorica do spin



A redescobertal

» O spin do eletron:
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Wolfgang Matrizes
Pauli de
(1900-1958) Pauli




A redescobertal

» O elétron relativistico (Equacao de Klein-Gordon):




A redescoberta!

i : -
P - g o P g— IJI:I;f' S

» O eletron relativistico: T




A redescoberta!

» O elétron relativistico (Equacao de Dirac):




O advento da estrutura

» Paulatinamente, a Algebra foi evoluindo do estudo da
resolucao de equacoes algébricas para o estudo das
estruturas algebricas, isto €, os ambientes abstratos
onde existem operacoes entre os elementos e onde faz

sentido falar em equacoes.



O advento da estrutura

» Paulatinamente, a Algebra foi evoluindo do estudo da
resolucao de equacoes algébricas para o estudo das
estruturas algebricas, isto €, os ambientes abstratos
onde existem operacoes entre os elementos e onde faz
sentido falar em equacoes.

» Alguns matematicos foram responsaveis pelo
desenvolvimento da linguagem e das ferramentas que
hoje nos sao comuns no estudo da Algebra Abstrata.



O advento da estrutura

» Ernst Eduard Kummer (Zary, 29 de janeiro de 1810 —
Berlim, 14 de maio de 1893)
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O advento da estrutura

» Ernst Eduard K




O advento da estrutura

» Kummer, na tentativa de demonstrar o Ultimo Teorema
de Fermat para varios primos, inventou o conceito de
ideal. Também desenvolveu as primeiras ideias que
levaram aos numeros p-adicos. Finalmente, podemos
tambem atribuir a Kummer a criacao das extensoes
ciclotbmicas de corpos.



O advento da estrutura

» Amalie Emmy Noether (Erlangen, 23 de margo de 1882
— Bryn Mawr, 14 de abril de 1935)



O advento da estrutura
» Amalie Emmy Noether (1882-1935)




O advento da estrutura

» Emmy Noether, em seu artigo Ildealtheorie in
Ringbereichen (Teoria dos Ideais em Aneis), de 1920,
fundou um novo estilo de se formular a Algebra: como
uma Teoria de Estruturas. Os conceitos de ideais

primos, aneis com condicoes de cadeia crescente
(anéis Noetherianos).



O advento da estrutura

» Em Gottingen, Noether teve varios estudantes, entre
eles se destaca Bartel Leendert van der WWaerden
(1903-1996), que publicou em 1931 o primeiro livro de
Algebra abstrata: Moderne Algebra



O advento da estrutura

» Edicao em inglés de Moderne Algebra, de Van der
Waerden

MODERN
ALGEBRA

By B, L. vAN pEx WAERDEN, Ph.D,




Mencoes honrosas

» Samuel Eilenberg (1913-1998) e Saunders Mac Lane

(1909-2005), os fundadores da Teoria de Categorias,
com o legendario artigo:

General Theory of Natural Equivalences
Transactions of the American Mathematical Society,

Vol. 58, No. 2 (1945), 231-294.

Lancou os conceitos fundamentais de Categorias,
Funtores e Transformacoes Naturais.



Mencoes honrosas

Samuel Eilenber Saunders Mac Lane

e 3




Mencoes honrosas

» Alexander/Alexandre Grothendieck (Berlim, 28 de

marco de 1928 — Saint-Girons, 13 de novembro de
2014)




Mencoes honrosas

» Grothendieck contribuiu para o desenvolvimento desde
elementos da teoria de espacos vetoriais topologicos
(espacos nucleares) ate os fundamentos da Geometria
Algebrica (teoria dos esquemas). Mas tambéem sao
dele as nogoes de cohomologia etale, K-teoria, Teoria
de topos, motivos e cohomologia motivica.



Mencoes honrosas

Embora a matematica tenha se tornado cada vez mais
abstrata e geral ao longo do seculo XX, foi Alexander
Grothendieck quem se destacou como o maior mestre
dessa tendéncia. Sua habilidade singular residia em
eliminar todas as hipoteses desnecessarias e
aprofundar-se em uma area de tal forma que seus
padroes internos, no nivel mais abstrato, se revelavam —
e entao, como um magico, mostrar como a solugao de
antigos problemas se apresentava de maneira direfa,
agora que sua verdadeira natureza havia sido revelada.
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