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Exerćıcios principais
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P1. Em cada item, faça o gráfico da função e encontre duas parametrizações de orientações opostas cujos
traços sejam o gráfico da função dada. Nas parametrizações escolhidas, indique os pontos inicial e
final da curva.

(a) f(x) = x2, x ∈ [0, 2]. (b) f(x) = 2x− 1, x ∈ [−1, 2].

P2. Em cada item, faça o gráfico da equação e encontre duas parametrizações de orientações opostas
cujos traços sejam o gráfico da equação dada. Nas parametrizações escolhidas, indique os pontos
inicial e final da curva. Quando a curva for fechada, indique o sentido da orientação.

(a) y2 − x = 0, x ∈ [0, 4]. (b)
x2

16
+

y2

9
= 1.

(c) (x− 1)2 + (y + 2)2 = 9, x ∈ [1, 4]. (d) y2 − x2 = 1, y ∈ [1,
√
2].

P3. Em cada item, encontre uma parametrização do segmento de reta com pontos inicial e final dados
de tal forma que o parâmetro varie no intervalo [0, 1].

(a) Ponto inicial: (1, 4); ponto final: (3, 9). (b) Ponto inicial: (3, 9); ponto final: (1, 4).

P4. Em cada item, faça o gráfico da curva dada pela equação em coordenadas polares. Para a variação
de θ indicada, determine: (i) pontos inicial e final, (ii) se a curva é fechada, (iii) o sentido no caso
de a curva ser fechada, (iv) se a curva possui autointerseções, (v) o número de regiões limitadas
determinadas pela curva e (vi) uma parametrização para a curva.

(a) r = 2, θ ∈ [0, 2π]. (b) r = 2, θ ∈ [0, 4π].

(c) θ =
π

4
, r ∈ [−

√
2, 3]. (d) r = 3 cos θ, θ ∈ [−π

2
, π
2
].

(e) r = 1− 2 sen θ, θ ∈ [0, 2π].

P5. Sejam A e B duas part́ıculas cujas equações de movimento são dadas por{
xA(t) = t
yA(t) = t2

, t ∈ [−3, 3] e

{
xB(t) = 2t− 2
yB(t) = −4t2 + 8t+ 4

, t ∈ [−2, 3].

(a) Determine todos os pontos de interseção entre as duas trajetórias.

(b) Determine todos os pontos de colisão entre as duas trajetórias.
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P6. Considere as parametrizações{
xA(t) = cos t
yA(t) = sen t

, t ∈ [0, π];

{
xB(t) = cos t
yB(t) = sen t

, t ∈ [0, 2π];{
xC(t) = cos t
yC(t) = sen t

, t ∈ [0, 3π];

{
xD(t) = cos t
yD(t) = sen t

, t ∈ [0, 4π];{
xE(t) = cos t
yE(t) = − sen t

, t ∈ [0, 2π];

{
xF (t) = cos(2t)
yF (t) = sen(2t)

, t ∈ [0, 2π];{
xG(t) = cos(2t)
yG(t) = sen(2t)

, t ∈ [0, π];

{
xH(t) = cos(10t)
yH(t) = sen(10t)

, t ∈ [0, 2π
5
];{

xI(t) = cos t
yI(t) = sen t

, t ∈ [−π, π];

{
xJ(t) = cos(5t)
yJ(t) = sen(5t)

, t ∈ [0, 2π
5
].

(a) Quais parametrizações possuem o mesmo traço?

(b) Quais parametrizações possuem traços fechados?

(c) Quais parametrizações determinam curvas fechadas?

(d) Dentre as curvas fechadas, quais possuem o mesmo sentido?

(e) Dentre as curvas fechadas, quais possuem o mesmo ponto inicial?

(f ) Dentre as curvas fechadas, quais o mesmo número de voltas?

(g) Quais parametrizações determinam a mesma curva?

P7. Considere a curva parametrizada{
x(t) = 1 + 2t
y(t) = t2 − 3et + 2

, t ∈ [0, 5].

Escreva outras posśıveis formas de notação para essa curva. Observação. Você não precisa fazer
nenhuma conta aqui, apenas praticar as outras notações para não ter dificuldade caso elas apareçam
no futuro.

P8. Em cada item, calcule α′(t), ||α′(t)||, α′(t0) e ||α′(t0)||.
(a) α(t) = (2t2, 3t+ 1) e t0 = 1. (b) α(t) = (cos t, sen t) e t0 = 0.

(c) α(t) = (cos(2t), sen(2t)) e t0 = 0. (d) α(t) = (cos(ωt), sen(ωt)) e t0 = 0.
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C1. Faça o gráfico da curva α(t) = (x(t), y(t)), em que x(t) e y(t) são dados por

x(t) =


1 + cos(πt), se 0 ≤ t < 1
−1− cos(πt), se 1 ≤ t < 2

2t− 6, se 2 ≤ t ≤ 4
e y(t) =


sen(πt), se 0 ≤ t < 1
− sen(πt), se 1 ≤ t < 2
4− 2t, se 2 ≤ t < 3
2t− 8, se 3 ≤ t ≤ 4

.
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P1.

(a) Duas posśıveis parametrizações:{
x(t) = t
y(t) = t2

, t ∈ [0, 2];

Ponto inicial: (0, 0). Ponto final: (2, 4).{
x(t) = 2− t
y(t) = (2− t)2

, t ∈ [0, 2].

Ponto inicial: (2, 4). Ponto final: (0, 0).

Gráfico da função:

1

1
x

y

(b) Duas posśıveis parametrizações:{
x(t) = t
y(t) = 2t− 1

, t ∈ [−1, 2];

Ponto inicial: (−1,−3). Ponto final: (2, 3).{
x(t) = 1− t
y(t) = −2t+ 1

, t ∈ [−1, 2].

Ponto inicial: (2, 3). Ponto final: (−1,−3).

Gráfico da função:

1

1
x

y
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P2.

(a) Duas posśıveis parametrizações:{
x(t) = t2

y(t) = t
, t ∈ [−2, 2];

Ponto inicial: (4,−2). Ponto final: (4, 2).{
x(t) = t2

y(t) = −t
, t ∈ [−2, 2].

Ponto inicial: (4, 2). Ponto final: (4,−2).

Gráfico da equação:

1

1
x

y

(b) Duas posśıveis parametrizações:{
x(t) = 4 cos t
y(t) = 3 sen t

, t ∈ [0, 2π];

Ponto inicial: (4, 0). Ponto final: (4, 0).
Sentido: anti-horário.{

x(t) = 4 cos t
y(t) = −3 sen t

, t ∈ [0, 2π].

Ponto inicial: (4, 0). Ponto final: (4, 0).
Sentido: horário.

Gráfico da equação:

1

1
x

y
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(c) Duas posśıveis parametrizações:{
x(t) = 1 + 3 cos t
y(t) = −2 + 3 sen t

, t ∈ [−π
2
, π
2
];

Ponto inicial: (1,−5). Ponto final: (1, 1).{
x(t) = 1 + 3 cos t
y(t) = −2− 3 sen t

, t ∈ [−π
2
, π
2
].

Ponto inicial: (1, 1). Ponto final: (1,−5).

Gráfico da equação:

1

1
x

y

(d) Duas posśıveis parametrizações:{
x(t) = tg t
y(t) = sec t

, t ∈ [−π
4
, π
4
];

Ponto inicial: (−1,
√
2). Ponto final: (1,

√
2).{

x(t) = − tg t
y(t) = sec t

, t ∈ [−π
4
, π
4
].

Ponto inicial: (1,
√
2). Ponto final: (−1,

√
2).

Gráfico da equação:

1

1

x

y

P3.

(a)

{
x(t) = 1 + (3− 1)t = 1 + 2t
y(t) = 4 + (9− 4)t = 4 + 5t

. (b)

{
x(t) = 3 + (1− 3)t = 3− 2t
y(t) = 9 + (4− 9) = 9− 5t

.
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P4.

(a) Ponto inicial: (2, 0), ponto final: (2, 0); curva
fechada; sentido anti-horário; possui autoin-
terserção apenas nos extremos da curva, no
ponto (2, 0); uma região limitada determi-
nada pela curva.{

x(θ) = 2 cos θ
y(θ) = 2 sen θ

, θ ∈ [0, 2π].

1

1

x

y

(b) Ponto inicial: (2, 0), ponto final: (2, 0); curva
fechada; sentido anti-horário; a curva dá duas
voltas, tendo autointerseção em todos os pon-
tos; uma região limitada determinada pela
curva.{

x(θ) = 2 cos θ
y(θ) = 2 sen θ

, θ ∈ [0, 4π].

1

1

x

y

(c) Ponto inicial: (−1,−1), ponto final:

(3
√
2

2
, 3

√
2

2
); curva aberta; a curva não

possui autointerseção; nenhuma região limi-
tada determinada pela curva.

x(r) =
r
√
2

2

y(r) =
r
√
2

2

, r ∈ [−
√
2, 3].

1

1

x

y

(d) Ponto inicial: (0, 0), ponto final: (0, 0); curva
fechada; sentido anti-horário; possui autoin-
terserção apenas nos extremos da curva, no
ponto (0, 0); uma região limitada determi-
nada pela curva.{

x(θ) = 3 cos2 θ
y(θ) = 3 sen θ cos θ

, θ ∈ [−π
2
, π
2
].

1

1

x

y
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(e) Ponto inicial: (1, 0), ponto final: (1, 0); curva
fechada; sentido anti-horário; possui autoin-
terserção nos extremos da curva (ponto (1, 0))
e também no ponto (0, 0); duas regiões limi-
tadas determinadas pela curva.{

x(θ) = (1− 2 sen θ) cos θ
y(θ) = (1− 2 sen θ) sen θ

, θ ∈ [0, 2π].

1

1

x

y

P5.

(a) Ambas as trajetórias de A e B passam pelos pontos (−2, 4) e (2, 4).

(b) As trajetórias de A e B colidem no ponto (2, 4).

P6.

(a) Exceto A, todas as outras possuem o mesmo traço.

(b) Exceto A, todas as outras possuem traço fechado.

(c) Exceto A e C, todas as outras são curvas fechadas.

(d) E possui sentido horário; B, D, F , G, H, I e J possuem sentido anti-horário.

(e) B, D, E, F , G, H e J possuem ponto inicial (1, 0) e I possui ponto inicial (0,−1).

(f) B, E, G, I e J dão uma volta; D, F e H dão duas voltas.

(g) B, G e J são a mesma curva; D, F e H são a mesma curva.

P7. Abaixo, estão listadas algumas variações das escritas (em algumas delas foram usados nomes para
as curvas α e r, que são os nomes mais comuns).

�

{
x(t) = 1 + 2t
y(t) = t2 − 3et + 2

, 0 ≤ t ≤ 5.

�

{
x = 1 + 2t
y = t2 − 3et + 2

, t ∈ [0, 5].

� α :

{
x = 1 + 2t
y = t2 − 3et + 2

, t ∈ [0, 5].

� x = 1 + 2t, y = t2 − 3et + 2, t ∈ [0, 5].

� (x(t), y(t)) = (1 + 2t, t2 − 3et + 2), t ∈ [0, 5].
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� (x, y) = (1 + 2t, t2 − 3et + 2), t ∈ [0, 5].

� (1 + 2t, t2 − 3et + 2), t ∈ [0, 5].

� ⟨1 + 2t, t2 − 3et + 2⟩, t ∈ [0, 5].

� α(t) = (1 + 2t, t2 − 3et + 2), t ∈ [0, 5].

� r(t) = ⟨1 + 2t, t2 − 3et + 2⟩, t ∈ [0, 5].

� (1 + 2t)⃗i+ (t2 − 3et + 2)⃗j, t ∈ [0, 5].

� α⃗(t) = (1 + 2t)⃗i+ (t2 − 3et + 2)⃗j, t ∈ [0, 5].

�

[0, 5] −→ R2

t 7−→ (1 + 2t, t2 − 3et + 2).

�

α : [0, 5] −→ R2

t 7−→ (1 + 2t, t2 − 3et + 2).

�

α : [0, 5] −→ R2

t 7−→ α(t) = (1 + 2t, t2 − 3et + 2).

P8.

(a) α′(t) = (4t, 3); ||α′(t)|| =
√
16t2 + 9; α′(t0) = (4, 3) e ||α′(t0)|| = 5.

(b) α′(t) = (− sen t, cos t); ||α′(t)|| = 1; α′(t0) = (0, 1) e ||α′(t0)|| = 1.

(c) α′(t) = (−2 sen(2t), 2 cos(2t)); ||α′(t)|| = 2; α′(t0) = (0, 2) e ||α′(t0)|| = 2.

(d) α′(t) = (−ω sen(ωt), ω cos(ωt)); ||α′(t)|| = ω; α′(t0) = (0, ω) e ||α′(t0)|| = ω.
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C1.

x

y
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