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Em cada item, descreva uma ou mais circunstancias nas quais a forma de ver uma funcao de R em
R é recomendada. Descreva, também, a notacao usual nas circunstancias apresentadas.

(a) Recomenda-se ver o grafico da fungao no plano xy.

(b) Recomenda-se desenhar o contradominio e atribuir etiquetas em alguns pontos com o valor do
dominio associado.

(c) Recomenda-se desenhar o dominio e fazer um mapa de calor com os valores associados.

(d) Recomenda-se desenhar o dominio e a imagem separadamente.

Funcoes cujo contradominio é R, na maioria dos casos, tém dois usos especificos. Que usos sao esses?
Quais dessas fungoes usamos? Qual é a melhor forma de ver essas fungoes? Quais sao as notagoes
usuais?

Funcgoes cujo dominio tem dimensao igual a do contradominio, na maioria dos casos, tém dois usos
especificos. Que usos sao esses? Quais dessas fungoes usamos? Qual é a melhor forma de ver essas
fungoes? Quais sao as notagoes usuais?

Funcoes cujo dominio tem dimensao menor que o contradominio, na maioria dos casos, tém dois usos
especificos. Que usos sao esses? Quais dessas fungoes usamos? Qual é a melhor forma de ver essas
fungoes? Quais sao as notacoes usuais?

Em cada item, desenhe o campo vetorial nos pontos (1,0), (0,1), (—=1,0), (0,-1), (2,2), (2,—2),
(_27 2) € (_27 _2)
(a) F(z,y) = (z.y). (b) F(x,y) = (-2, —y).

—

(¢) F(z,y) = (=y,2).

Em cada item, faga a composicao da funcao com a mudanca de variavel.

y(r, RN
r,0,z) =1rcosb
r,0,z) =rsenf e f(r,y,z)=2x—y+ 2.
r0,z) ==z



P7. Em cada item, faga a composicao do campo com a parametrizacao.

@ {228, e fam =2y

(b) { 2 e S = VAT

© {1 ZHDS e Fan = na)
z(t) =3

(d) { y(t) =t e f(z,y,2) =2y +yz + 2z
2(t) = t?
z(t) =0 B

(e) { y(t) =2sent e F(x,y,2) = (2?2 + 1,4> + 2%, y).
z(t) = 2cost
z(u,v) = u+v

(f) yEu,v;:u—v e f(z,y,2) =zy +yz+xz.
x(r,0) =rcost

(g) { y(r,0) =rsen e F(z,y,2) = (2?2 + 9% 2,22 — 1)
2(r,0) =r
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(a) Situagao 1. Quando o gréfico da funcao representa um objeto com posigao definida. Por exem-
plo, considere a regiao do plano delimitada pelas equacoes z =1, 2 =2, y=0ey = 2%. A
funcao y = 2? tem seu grafico usado concretamente para descrever o limite de uma regiao
do plano. Observe que, nessas situacoes, a notagao mais comum € nao criar um “nome” pra
fungdo (como f, g, etc.), mas simplesmente usar os nomes das letras dos eixos: y = 22

Situagao 2. Quando dominio e contradominio sao quantidades nao espaciais. Um possivel exem-
plo dessa situacao é a funcao velocidade de um objeto. Tanto velocidade quanto tempo nao
sao grandezas espaciais, portanto nao ha uma preferéncia em desenhar somente dominio
ou somente contradominio. Assim, a forma mais adequada de ver essa funcao é desenhar
o grafico no plano zy usando o eixo x para representar o tempo e o eixo y para represen-
tar a velocidade. Nesta situagao, a notagao mais comum ¢é usar as letras que abreviam as
grandezas como nome da variavel e como nome da fungao: v(t).

(b) Essa representacao é ttil quando a fungao em questao mede uma posicao em funcao de alguma
quantidade. O exemplo mais comum ¢é a funcao posicao de um objeto em funcao do tempo.
Desenhamos o trajeto do objeto (que é a imagem da funcdo) e colocamos algumas marcagdes do
tempo associado para entender como o movimento esta acontecendo. A notacao mais comum é
usar ¢ como varidvel e x ou s como fungao: x(t) ou s(t).

(c) Essa representagao é util quando a fungdo em questao tem em seu dominio um objeto com
posicao fixa. Os exemplos mais comuns ocorrem quando queremos atribuir uma medida a cada
ponto sobre uma barra; por exemplo, a temperatura em cada ponto de uma barra. A notacao
mais comum ¢ usar x como variavel que representa a posicao da barra e dar algum nome pra
fungao: T'(x) para temperatura na posigao x.

(d) Essa representacgao é ttil em mudangas de varidvel. Por exemplo, numa integral em z de 0 a
2 com a mudanga x = y/u, o importante é saber que a variagao correspondente em u é de 0 a
4. Note que, nesse caso, a variavel inicial x é o nome da funcao e a nova variavel é o nome da
variavel da funcao: x(u).

P2. Essas funcoes sao usadas, na maioria dos casos, para descrever superficies, limitagoes de regioes
ou campos escalares. Nos exemplos abaixo, nao vamos citar o caso de dominio igual a R, pois ja
tratamos esse caso no exercicio . Assim, trataremos apenas as funcoes de R? em R e de R? em R.

Superficies ou limitagao de uma regiao. Considere a regiao do R? limitada pelas superficies z =
22 +9y? e 2 = 3. Neste exemplo, a superficie z = 2% + y? é uma funcao de R?> em R que
“empresta” seu gréafico para definir as limitacoes de uma regiao em R®. Nestas situacoes, o
grafico é a forma mais comum de ver essa funcao. A notagdo mais comum é nao criar um
“nome” pra funcao (como f, g, etc.), mas simplesmente usar os nomes das letras dos eixos:
2z = 22 + y%. Nesta situacao, consideramos apenas funcoes de R? em R.



Campos escalares. Imagine uma placa de ferro que possui pontos de aquecimento nao uniformes.
Neste caso, em cada ponto da placa, ha uma temperatura associada. Em outras palavras,
a cada ponto da placa representado por um par (x,y), hd um nimero T'(x,y) associado que
representa a temperatura daquele ponto da placa. De forma similar, se ao invés de uma placa,
tivéssemos um objeto tridimensional, terfamos uma temperatura T'(z,y, z) associada a cada
ponto (z,y,2) do sélido. Nestes dois exemplos, T'(z,y) é uma fungao de R? em R e T'(z,v, 2)
¢ uma funcao de R® em R. Uma boa forma de ver essas funcoes é através de um mapa de
calor desenhado sobre o dominio. As notagdes mais comuns para campos escalares sao: f(z,y),
f(z,y,2) ouT(z,y), T(x,y, z) quando a fungao mede uma quantidade fisica conhecida (no nosso
exemplo, a temperatura).

P3. Essas funcoes sao usadas, na maioria dos casos, para descrever mudancas de varidveis ou campos
vetoriais. Nos exemplos abaixo, nao vamos citar o caso de dominio e contradominio iguais a R, pois

j4 tratamos esse caso no exercicio [P1] Assim, trataremos apenas as funcdes de R? em R? e de R®
3
em R°.

Mudangas de variavies. Imagine a situacao em que queremos descrever, no plano zy, a regiao de-
limitada pelo circulo de raio 2 com centro na origem. A descricao dessa regiao pela variacao
de x e y pode levar a integrais dificeis de resolver. Neste caso, fazemos a mudanca de varidvel
x=rcost ey =rsenf e a regiao passa a ser descrita pelas variacoes 0 < 0 <2mre 0 <r < 2.
Neste exemplo, temos uma funcao de R? em R? que tem como varidveis de entrada r e f e como
saida x(r,0) e y(r,0). Por ser uma mudanga de varidvel, a melhor forma de ver essa fungao é
desenhar dominio e imagem separadamente. O retangulo 0 < 0 <27 e 0 <r <2 do plano rf é
levado no circulo centrado na origem de raio 2 no plano zy. Note que, nesse caso, a forma mais
comum de denotar essa funcao é por x e y em termos das novas variaveis. De maneira analoga,
também temos a mudanca de varidvel em R3. Um exemplo seria o de descrever a regiao deli-
mitada pela esfera de raio 3 centra na origem. Usando a mudanga de varidvel x = psen ¢ cos,
y = psen¢senf e z = pcos @, aregiao é descrita por 0 <6 <21, 0< o <7me < p <3

Campos vetoriais. Imagine uma mesa de sinuca cuja superficie nao esta completamente nivelada.
Neste caso, em cada ponto da mesa, hd uma tendéncia a se descolar para algum sentido. Em
outras palavras, em cada ponto da mesa, hd um vetor forca atuando sobre o objeto que ali esta.
Esta situacao pode ser representada matematicamente por uma funcao que, a cada ponto da
mesa (que pode ser descrito por um par (z,y) em R?), associa um vetor no plano (que também
pode ser descrito por um par em R?). Logo, esta é uma fungao de R? em R%. A forma mais
comum de ver essa func¢ao é desenhar o dominio (no nosso caso, a mesa de sinuca) e em alguns
pontos desenhar o vetor correspondente (em nosso caso, desenhar o vetor forga em alguns pontos
da mesa). A notacdo usual de um campo vetorial é F(z,y) = (Fi(z,y), Fa(z,y)) = Fi(z,y)i +
Fy(z,y)j. Por exemplo, F(z,y) = (222 + zy, x cosy). De maneira analoga, também existem
os campos vetoriais em R?, denotados por ﬁ(a:,y,z) = (Fi(x,y,2), Fa(x,y, 2), F3(z,y,2)) =
Fl(x,y,z)f+ Fg(a:,y,z)j'—i— Fg(x,y,z)lz. Um situacao concreta 1til para pensar nesse caso é
imaginar uma sala com ventiladores ligados. Em cada ponto da sala, a velocidade do vento
pode variar em intensidade, direcao e sentido. Logo, em cada ponto da sala, ha um vetor
velocidade do vento associado.

P4. Essas funcoes sao usadas, na maioria dos casos, para parametrizar objetos de dimensao menor do que
a dimensao do espaco no qual moram; por exemplo, para descrever curvas e superficies. Uma segunda
situacao em que usamos essas funcoes é para descrever campos vetoriais que ja foram compostos com
uma parametrizacao. As funcoes que usamos aqui sao as de R em R2, de R em R? e de R? em R3.

Curva em R2. Uma curva é um objeto de dimensao 1. Se esta curva estd no plano zy, precisamos
de uma fungao de R (pois a curva tem dimensao 1) para R? (pois a curva mora em R?). A
notagao usual nesse caso é chamar a varidvel de ¢ e representar o resultado pelo par x(t) e y(t).



P5.

Outra forma é juntar z(t) e y(t) em um par e dar um nome para a fungao: r(t) = (z(t),y(t)).
Em relagao a forma de ver essa funcao, a forma mais adequada é desenhar apenas a imagem e,
se preciso, atribuir algumas etiquetas associadas aos parametros.

Curva em R3. Andlogo ao caso anterior, exceto pelo fato de que agora teremos z(t), y(t) e z(t).

Superficie em R3. Uma superficie é um objeto de dimensao 2 que esté contido em R3. Neste caso,

precisamos de uma fungao de R? (pois a superficie tem dimensio 2) para R? (pois a superficie
mora em R3). A notacdo usual nesse caso é chamar as variaveis de u e v e representar o resultado
por par z(u,v), y(u,v) e z(u,v). Outra forma é juntar z(u,v), y(u,v) e z(u,v) em uma tripla
e dar um nome para a funcao: r(u,v) = (z(u,v),y(u,v), z(u,v)). Em relacdo a forma de ver
essa funcao, a forma mais adequada é desenhar apenas a imagem e, se preciso, atribuir algumas
etiquetas associadas aos parametros.

Campo vetorial composto com parametrizagao. Imagine uma curva em R? parametrizada por z(t)

e y(t). Para exemplificar, consideremos z(t) = cost e y(t) = sent. Imagine um campo vetorial
em R?, por exemplo, ﬁ(x,y) = (2 + y,2?). Este campo estd definido em todos os pontos
de R2, em particular nos pontos da curva. Quando fazemos a composicdo F(z(t),y(t)) =
(2cost + sent,cos®t), obtemos uma funcao de R para R% Esta funcao deve ser interpretada
da seguinte forma: cada t define um ponto da curva (z(t),y(t)) = (cost,sent) e também define
um vetor F(z(t),y(t)) = (2cost + sent,cos?t). Este vetor deve ser entendido como o vetor
do campo vetorial F que atua no ponto (z(t),y(t)) da curva. Assim, a melhor forma de ver
a funcao F(z(t),y(t)) = (2cost + sent, cos?t), é primeiro desenhar a curva (z(t), y(t)) em R2
e, em alguns pontos da curva, desenhar o vetor F (x(t),y(t)) associado. As vezes, a notacio
dessas funcdes ¢ mantida sob a forma de composicio, como F(z(t),y(t)): s vezes, omite-se
a composicao e escreve-se diretamente ﬁ(t) Esta mesma ideia se aplica a curvas em R3 e a
superficies em R3.

(b)

Npae oo
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P6.

P7.

(a) f(z(u,v),y(u,v)) =2(u+v)(u—2v)—3u+v)=2u*—2v? - 3u — 3.
1 1
(b) fla(r,0),y(r.0)) = (rcos)? + (rsenf)? TR
(c) f(z(r,0,2),y(r,0,2),2(r,0,2)) = 2rcosf —rsenf + z.
(d) f(z(p,¢,0),y(p,¢,0),2(p,,0)) = (psendcos 0) + (psen psen§)® +2(p cos ¢)? = p? + p? cos” ¢
(@) f(z(t),y(t)) =2(2t — 1) — (t* — 2) = —t? + 4t.
(b) f(z(t),y(t)) = +/(2cost)®+ (2sent)? = 2.
(c) Fz(),yt) = (2t =1 — (12— 2),(2t — 1)) = (=2 + 2t + 1,4¢2 — 4t + 1).
(d) f(z(t),y(t),z(t)) =3t +t-t* + 3t* = 3t + 3> + ¢°.
(e) F(x(t),y(t), z(t)) = (02 + 1, (2sent)® + (2cost)?, 2sent) = (1,4, 2sent).
£) flx(u,v),y(u,v), z(u,v)) = (u+v)(u—2v)+ (u— v)uv + (u + v)uv = 2u?v + u? — v?
(8) F(z(r,0),y(r,0),2(r,0)) = ((rcos0)? + (rsen6)2,r,r2 — 1) = (r2,r,r2 — 1).



