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Explicagao de conteido. Este inicio da lista tem como objetivo definir alguns conceitos de probabilidade
para facilitar a resolucao dos exercicios. Todas essas defini¢oes foram vistas em sala, mas nao custa
relembrar aqui.

Espago amostral e evento. Em probabilidade, o conjunto de todos os resultados possiveis de um expe-
rimento é denominado espaco amostral e normalmente denotado por €. Qualquer subconjunto de €2 é

denominado evento. Por exemplo, o espago amostral 2 = {a,b,c} possui 8 subconjuntos e, portanto, 8
eventos. Sao eles: &, {a}, {b}, {c}, {a,b}, {a,c}, {b,c} e {a,b,c}.

Distribuicao de probabilidade. Uma distribuicio de probabilidade em §2 é uma fungao P que atribui
uma probabilidade a cada evento. Por exemplo, considere Q@ = {a,b,c} devemos dizer o valor de P em
cada evento de €, isto é, devemos dizer quanto vale: P(2), P({a}), P({b}), P({c}), P({a,b}), P({a,c}),
P({b,c}) e P({a,b,c}). Assumindo que queiramos que a, b e ¢ possuam a mesma probabilidade, podemos
definir P(2) = 0, P({a}) = 3, P({B}) = 5, PU{e}) = 5, Pa.b}) = . P({a,c}) = =, P{b.e}) =
e P({a,b,c}) = 1. Vocé poderia dizer que nem todo valor poderia ser dado as probabilidades: por
exemplo, nao faz sentido probabilidades negativas nem maiores do que 1; outro exemplo, o conjunto
todo deve ter probabilidade igual a 1. De fato, para uma funcao P ser considerada uma distribuicao de
probabilidade, deve satisfazer: (i) P(A) € [0,1] para qualquer evento A; (ii) P(&) = 0 e P(Q) = 1; (iii)
P(AUB) = P(A)+ P(B) se A e B sao eventos disjuntos (isto ¢, ndo possuem elementos em comum). As
duas primeiras condigoes sao naturais de entender. A terceira condicao também é natural quando vista
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em um exemplo. Se P({a}) = 3¢© P({b}) = 3 é natural esperar que P({a,b}) = 3 isto é o que a
terceira condigao diz. Note que é necessario impor que A e B sao disjuntos: por exemplo, se a terceira

condigao fosse verdadeira para quaisquer A e B e considerdssemos A = B = {a} com P({a}) = 3 entao
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AU B = {a} e obterfamos 3=3 + 3» 0 que claramente nao é verdade.

Densidade de probabilidade. Considere €2 e P como no exemplo acima. Vocé deve ter notado que nao é
necessario definir P em todos os subconjuntos, bastava definir P({a}), P({b}) e P({c}) e calcular o restante
por soma de probabilidades dos elementos. De fato, isso é verdade e quando definimos probabilidades por
esse caminho, estamos usando o conceito de densidade de probabilidade. Uma fungdo p : Q — [0,1] é
chamada de densidade de probabilidade se Zp(m) = 1, isto é, a soma das probabilidades de todos os
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ga
p(b) = % e p(c) = % Esta é uma fun¢ao densidade de probabilidade pois p(a) 4+ p(b) + p(c) = 1. De

elementos deve ser igual a 1. Por exemplo, considere Q = {a,b,c} e p : Q@ — [0, 1] dada por p(a) =

posse da densidade p, podemos definir a distribuicao P somando os valores da densidade dos elementos do

1
evento; por exemplo, P({a,c}) = p(a) + p(c) = 3 + 3<% Definindo P nos outros eventos dessa forma,

os resultados obtidos sao 0os mesmos do exemplo anterior.



Diferengas e conexoes entre distribuigoes e densidades de probabilidade. As fung¢oes de distribuigao
e densidade de probabilidade tém papel crucial na teoria de probabilidade. Vejamos mais a fundo as
diferencas entre elas. Uma distribuicao de probabilidade P precisa estar definida nos eventos de €2, isto
é, nos subconjuntos de §2. Por outro lado, uma densidade de probabilidade precisa estar definida nos
elementos de . Como exemplo, se Q@ = {a,b,c}, entdo uma distribui¢ao P permite calcular P(&),
P({a}), P({b}), P({c}), P({a,b}), P({a,c}), P({b,c}) e P({a,b,c}). Estas, sdo de fato, as probabilidades
de cada evento. J& uma funcdo densidade de probabilidade permite calcular p(a), p(b) e p(c), isto é, se
calcula nos elementos de 2. A funcao densidade nao mede probabilidades diretamente.

Conexoes entre distribuigoes e densidades de probabilidade. Apesar de serem coisas diferentes, distri-
buigoes e densidades estao intimamente conectadas. Por exemplo, considere Q = {a, b, c}. Se temos acesso
a uma densidade de probabilidade em (), isto é, temos acesso aos valores p(a), p(b) e p(c), podemos de-

finir uma distribuigdo de probabilidade P associada & densidade p por P(A) = Zp(x) Por exemplo,

z€A
P({a,b}) = p(a)+p(b) e P({a,c}) = p(a)+p(c). Em outras palavras, a partir de uma densidade, é possivel
criar uma distribui¢ao. Por outro lado, se temos uma distribuicao P, é possivel criar uma densidade p por
p(z) = P({z}). Por exemplo, dispondo de P definida em 2 = {a,b, ¢}, podemos definir p(a) = P({a}),
p(b) = P({b}) e p(c) = P({c}). Em outras palavras, dada uma distribuigao, é possivel criar uma den-
sidade. Em resumo: distribuicoes e densidades sao conceitos diferentes e possuem significados diferentes
mas, conhecida uma delas, é possivel definir a outra.

Calculo de probabilidades a partir de densidades. Como vimos acima, para calcular probabilidades a

partir de densidades, basta somar o valor das densidades de cada elemento do evento. Por exemplo, se
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temos 2 = {a,b,c} e p(a) = 6 p(b) = 6 © p(c) = 3@ probabilidade do evento {b, c} é
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P({b,c}) = p(b) + p(c) =

Vendo essa soma como P({b,c}) = p(b) - 1 + p(c) - 1, podemos interpretar, como vimos em sala, como a
funcao p calculada nos elementos do conjunto multiplicada pela medida de contagem de cada elemento.
Esse foi o conceito que usamos em sala para estender a ideia de média aritmética e média ponderada para
intervalos: p(b) - 1 + p(c) - 1 deve ser interpretado como a integral da func¢do p no conjunto {b,c} com a
medida de contagem.

Probabilidades em conjuntos com outras medidas. Nossa ideia aqui é expandir a ideia de probabilidade
para conjuntos {2 mais gerais. Para isso, vamos usar o caminho de definir probabilidades através de uma
fungao de densidade. Lembremos que uma densidade de probabilidade é uma func¢ao p : Q — [0, 1] tal

que Z p(z) = 1. A soma anterior nada mais é do que a integral com a medida de contagem. Assim, em

z€eQ
um contexto mais geral, definimos densidade de probabilidade como uma funcao p : Q — [0, 1] tal que

p(z) dx = 1. Aqui é importante perceber que a integral é feita sob a medida na qual medimos o conjunto

Q
Q). Por exemplo, se {2 é uma regiao do plano zy, entao a integral é uma integral dupla e a medida é dada
pela medida de area com elemento diferencial dA. Como visto acima, tendo uma densidade, podemos

calcular a probabilidade de um evento A por P(A) = Zp(:c) Trocando para o contexto mais geral de
z€A

outras medidas, obtemos P(A) = /p(x) dz. Como exemplo, considere Q = [2,6] e p: [2,6] — [0,1] dada
A

por p(z) = —=. Como 2 é um intervalo, a medida natural aqui é a medida de comprimento com elemento

/()d / L /6149[; |
px T = —ar = —_ = s
Q 2,6) 4 g 4

diferencial dx. Além disso, como



entao p é uma densidade. De posse da densidade, podemos calcular a probabilidade de qualquer subcon-
junto de © = [2,6]. Por exemplo,

Variavel aleatoria. Uma wvaridvel aleatoria em um espaco amostral €2 é uma funcao f : 2 — R. Por
exemplo, se 2 = {a,b,c}, f(a) =3, f(b) = —16 e f(c) = 0 define uma variavel aleatdria em 2. Quando
todos os elementos de 2 sao numeros reais e a variavel aleatéria é a funcao identidade, entao a variavel
aleatéria é normalmente denotada por X. Por exemplo, se Q = {1,2, 3}, a varidvel aleatéria X é a funcao
tal que X(1) =1, X(2) =2e¢ X(3) =3.

Valor esperado de uma variavel aleatoria. Quando uma variavel aleatéria f estd definida em um espaco
amostral €2 que possui uma densidade p : © — [0,1], definimos o wvalor esperado de f como E(f) =

/ f(z)p(x) dx. Por exemplo, se Q = [2,6], p(x) = le e f(z) = x?, entdo
Q

5= [t = [ Lar=

Mais um exemplo, considere 2 = [2,6], p(z) =

@

flx) =

— R =

Neste caso,
1 1

B(P) = [ f@weyde = [ §do =1 = P(2:3).
Q 2
De forma mais geral, fica como exercicio mostrar que se A é um evento e

1, sexe A

fA(x):{ 0,sex ¢ A’
entdo F(f4) = P(A).

Média. Quando €2 é um espaco amostral cujos elementos sao niimeros reais, faz sentido falar da variavel
aleatéria X2 — R dada por X (x) = x. Definimos a média p da distribui¢do como o valor esperado de X,
isto é,
pw=FEX)= / xp(z) de.
Q

Variancia. Quando 2 é um espaco amostral cujos elementos sao niimeros reais, definimos a variancia o?
da distribuigao como o valor esperado de f(z) = (x — u)? (em teoria de probabilidade, o nome de fungoes
dessa forma ¢ a mesma da funcio trocando x por X; nesse caso, o nome da funcao é (X — pu)?), isto é,

o? = B((X — p)?) = / (2 — 1)p(x) da.

Desvio padrao. Quando €2 é um espago amostral cujos elementos sao nimeros reais, definimos o desvio
padrdo o como a raiz quadrada da variancia o2, isto é o = Vo?2.

Moda. No contexto de probabilidade e estatistica, vocé deve conhecer a definicao de moda. Em nosso
contexto de probabilidades definidas a partir de uma densidade p, a moda de uma distribuicao é definida
como o(s) valor(es) = € € tal(is) que p(x) atinge seu valor maximo.

Mediana. No contexto de probabilidade e estatistica, vocé deve conhecer a definicao de mediana. Quando
o espago amostral 2 é um intervalo, digamos €2 = [a, b], a mediana da distribuigao é definida como o valor
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1
¢ € [a,b] tal que P([a,c]) = P([¢,b]) = =. Em outras palavras, a mediana ¢ o ponto que divide o intervalo

em probabilidades iguais. Em termos da densidade, ¢ é o ponto tal que

/:p(x) dr = /cbp(x)d:v - %

P1. Considere o espago amostral 2 = {1,2,3,4,5,6} com a distribuigao de probabilidade uniforme, isto

Vamos aos exercicios!

é, a densidade de probabilidade é constante (nesse caso, p(x) = g para qualquer x € ).

a) Determine a probabilidade, P(A), do evento A = {1,2,3,4,5}.
b) Determine o valor esperado, F(X), da fungao X (z) = X.

)
)
(c) Determine a média p da distribuigao.
(d) Determine o valor esperado de X? — 1.
(e) Determine a variancia o2 da distribuicao.
(f) Determine o desvio padrao o da distribuigao.
P2. Considere o espago amostral 2 = [0, 3] com a densidade de probabilidade uniforme, isto é, p(z) = %

para qualquer z € [0, 3].

(a) Determine a probabilidade, P(A), do evento A = [0, 2].
(b) Determine a probabilidade, P(A), do evento A = [0, ] 2, 3].
(c) Determine o valor esperado, E(X), da fungao X (z) =
(d) Determine a média p da distribuicao.

(e) Determine o valor esperado de X2 — 1.

(f) Determine a variancia o2 da distribuigao.

(g) Determine o desvio padrao o da distribuigao.

2
P3. Considere o espago amostral € = [0, 3] com a densidade de probabilidade p(z) = %

(a) Mostre que p, de fato, é uma densidade de probabilidade.
(b) Determine a probabilidade, P(A), do evento A = [0, 2].

(c) Determine a probabilidade, P(A), do evento A = [2, 3].
(d

)
)
)
) Determine a média p da distribuicao.
e) Determine a variancia o2 da distribuigao.
)
)
)

(
(f

g
h) Determine a mediana da distribuicao.

Determine o desvio padrao o da distribuicao.

Determine a moda da distribuicao.

(
(



P4. Considere o espaco amostral {2 = R com a distribuicao normal de probabilidade, isto é, a densidade
de probabilidade é dada por
1 ~1( u)2
p(x) = e 2 o .
oV 2w

(a) Determine a integral que representa a probabilidade, P([a, b]), do intervalo [a, b].

(b) A integral acima nao é facil de resolver sem auxilio de um software ou uma tabela de valores.
Ainda assim, apenas sabendo que o grafico da funcao p é simétrico em relagao a x = p, duas
probabilidades podem ser facilmente calculadas. Calcule P((—oo, u]) e P([u, 00).

Para saber mais detalhes sobre a distribuicao normal, veja os exercicios complementares.
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1
C1. Considere o espago amostral 2 = {1,2,3,4,...} com a densidade de probabilidade p(n) = o

(a) Mostre que p, de fato, é uma densidade de probabilidade.
(b) Determine P({1,2}).
(c) Determine P({3,4,5,...}).

)

(d) Determine a média p da distribuicdo. Observagdo. Ao escrever o resultado, aparecerd uma
soma infinita que nao se encaixa nas somas que vocé conhece. Pesquise o resultado e como
determina-lo.

C2. Seja a > 0. O objetivo deste exercicio é encontrar o valor da integral

I:/ e~ dy.

(a) Use as propriedades de integrais para mostrar que

[ [ 5o soee ([ ). ([ )

(b) Use o item anterior para mostrar que

[0 e ([ )

(c) Use as propriedades da fungao exponencial e o item anterior para mostrar que

/ / a(#*+y?) dydz = I?,

em que [ é a integral do enunciado.

2

(d) Use coordenadas polares para e mostre que

2m
/ / —a(e+y? dydx—/ / re= " drdf.

(e) Use a definigao de integrais impréprias e mostre que

2 00
/ / re= " drdf = T
0 0 a

m
(f) Use os itens anteriores e conclua que I = \/j :
a

6



C3. O objetivo deste exercicio é mostrar que a funcao densidade

p(gj) = 1 6_%(%)2
oV 2T

da distribuicao normal tem todas as propriedades que nos contaram.

(a)

Mostre que p(z) é, de fato, uma funcao de densidade de probabilidade, isto é,

/_00 p(z)de = 1.

o

Sugestao. Faga a mudanga de varidveis y = x — p e use o exercicio anterior.

Mostre que a média da distribuicao normal é . Sugestao. Faca a mudanga de variaveis y = z—p,
escreva o resultado como a soma de duas integrais, veja que uma delas pode ser calculada pelo
exercicio anterior e que a outra é uma integral em um intervalo simétrico de uma fungao impar
e, portanto, o resultado é 0.

Mostre que a variancia da distribuicao normal é u. Sugestdo. Faca a mudanca de variaveis

x— U _ ) . : .

Yy = , aplique integracao por partes usando u = y e dv como o restante da integral, veja
o

que a parcela sem integral da 0 quando aplicada em —oo e 0o e que a parcela com integral pode

ser resolvida pelo exercicio anterior.

Mostre que a moda da distribui¢do normal é u. Sugestdo. Vocé pode fazer o grafico de p(x)
e verificar que o maximo absoluto de p é obtido em x = p. Mas, aqui, recomendo que voce
use seus conhecimentos de calculo, lembrando que os pontos de méaximo e minimo sao obtidos
resolvendo a equagao p'(x) = 0.

Mostre que a mediana da distribuicao normal é . Sugestao. Use a mudanca de varidvel

Yy = 2u — x e mostre que
i [e'¢)
/ p(z)dz :/ p(z) dz.
oo L
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P1.
(a) P(A)= g (b) E(X)= ;
(€) 1= E(X) = g (d) B(X?—1) = %
(©) o = B(X — ) =2 0 o=y 20
P2.
(@) P(4) =~ (b) P(A) =
() B(X)=>. () j=B(X) ="
(&) B(X*—1)=2 (f) o*= (X —p)) ="
V3
(g) o= o5
P3.
(2 (b) P(A) = -
(€) P(A) = @ n=Bx) ="
(©) o = B(X — ) = 20 0 o= 20
8 3. W
P4.
(a) P([a,b]) = / p(x) de = / J\}%e—%(%“f da
(b) P((~o0,]) = ([n,00)) = 3.
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C1.
(a) () P({1.2)=".
© PUBAS. D=7 (@ =2
C2.
(a) (b)
() (d)
() ()
C3.
(a) (b)
(c) (d)
(e)



