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Introducao

Estas notas foram elaboradas com base nas Notas de Aulas dos professores Marcia Federson,
Alexandre Nolasco de Carvalho, e Wagner Nunes, do ICMC-USP, e da professora Gabriela Pla-
nas, da UNICAMP, seguindo a teoria desenvolvida nos livros [1, 2, 3, 4, 5]. Foram pensadas para
auxiliar os estudantes do curso de Célculo 1 (MTM3101) da Universidade Federal de Santa Ca-
tarina, e fornecer uma boa base matematica em Célculo, para que possam seguir para os outros
cursos de Calculo que virdo e para desenvolver o pensamento cientifico critico, que é funda-
mental para qualquer estudante de graduacao.

Os Apéndices A e B oferecem uma revisao das principais propriedades do corpo dos ntiime-
ros reais e fungdes de uma varidvel real, e estdo inseridos nessas notas para torna-las autossufi-
cientes.

Recomendamos a todos os alunos que sempre estejam em dia com os conteudos dos Apén-
dices A e B, pois s6 com uma base sb6lida somos capazes de expandir cada vez mais nossos
conhecimentos.

10 dicas para o estudo do Calculo
1. Nao é possivel ler e entender Calculo como um livro de fic¢do ou post do Instagram.

2. O entendimento do Calculo sé vem com o estudo dedicado e consistente. E preciso sentar
na cadeira e estudar com afinco cada defini¢do e exemplo.

3. Leia o texto atentamente e pacientemente, procurando entender profundamente os con-
ceitos e resultados apresentados. A velocidade de leitura ndo é importante aqui, a con-
sisténcia é.

4. Acompanhe os exemplos passo a passo, procurando desvendar o porque de cada passa-
gem e tentando enxergar porque o autor adotou esta solugdo. Tente solugdes alternativas,
exercite sua criatividade. Existem muitos caminhos corretos que levam a mesma solugao.

5. Pratique os conceitos aprendidos fazendo exercicios (as listas de exercicios que serdo dis-
ponibilizadas sao um excelente ponto de partida). Nao se aprende calculo contempla-
tivamente. E fundamental fazer muitos exercicios, até que os erros desaparecam com a
pratica.

6. Também ndo se aprende Cdlculo apenas assistindo as aulas ou somente fazendo exercicios.
E preciso assistir as aulas, estudar e refletir sobre os conceitos e fazer muitos exercicios.

5



10.

Depois do seu estudo individual, procure também discutir os conceitos desenvolvidos em
sala de aula com os colegas.

E muito importante frequentar as monitorias e os horarios de atendimento, ainda que
somente para inteirar-se das duvidas dos colegas (pode ser uma duvida sua que vocé
ainda nem sabia que tinha!).

Nao desista de um exercicio se a sua solu¢dao ndo é 6bvia. E justamente ao fazer os
exercicios difices que mais aprendemos. Insista e descubra o prazer de desvendar os pe-
quenos mistérios do Calculo.

A dificuldade é uma certeza no aprendizado, mas é ela que nos ajuda a evoluir. Entao,
ao se deparar com um resultado dificil ou um exercicio complicado, ndo desista. Estude,
releia, tente, erre, estude mais, tente novamente, mas nunca desista.



Capitulo 1
Limites

Nessa unidade estudaremos o conceito de limites, que é o comportamento dos valores f(x), de
uma funcdo real f, quando olhamos para valores da variavel x préximos de um valor x, fixado,
mas diferentes de x( (e isso é muito importante).

O conceito de limite é fundamental ao Calculo, uma vez que é por meio dele que definimos

a derivada e a integral, que sdo nossos principais objetos de estudo nesse curso.

1.1 Limites: nogao intuitiva, definicao e interpretacao geomé-
trica

Para compreendermos o conceito de limite, comecamos com um exemplo. Seja f: R - R a
funcdo real dada por f(x) = x + 1, e fixemos o valor xy = 1. Para valores de x préximos de x,

f (x) assume os seguintes valores:

x fx) X fx)
1,5 |25 0,5 |1,5
L1 |21 0,9 |L9
1,01 |2,01 0,99 |1,99
1,001 | 2,001 0,999 | 1,999
1 l l l

1 2 1 2

Utilizando as tabelas acima, podemos intuir que a medida que o valor da variavel x se aproxima
de xy = 1, tanto por valores maiores ou menores do que 1, o valor da funcdo f(x) se aproxima
de 2. De fato, podemos fazer com que os valores de f(x) fiquem tdo préximos de 2 quanto

quisermos, bastando para isso tomar valores de x suficientemente préximos de xy = 1.
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Uma observagao importante aqui é que sempre queremos valores préoximos de x; = 1 mas
nao queremos o valor xy = 1. Isto é, queremos entender o comportamento da fun¢do quando os
valores de x se aproximam de x;3, mas ndo nos importa em saber o valor da fun¢do em xy,. Em
muitos casos, a fun¢do estudada nem precisa estar definida no ponto x.

Esse é o conceito de limite, que definimos intuitivamente da seguinte maneira: escrevemos

lim f(x) =1L,
X—Xg

e dizemos o limite de f(x) quando x tende a x( é igual a L, se os valores de f(x) ficam arbi-
trariamente proximos de L quando tomamos valores de x suficientemente préximos de x;, mas
nao igual a xy. Podemos também utilizar a notacdo f(x) — L quando x — x(, que pode ser lida
como f(x) tende a L quando x tende a x.

A representacgao grafica do exemplo acima pode ser vista na figura abaixo:

fx)=x+1
1
f(x) tende a 2
T
— 1« X
quando x tende a 1

Novamente lembramos que ao procurar o limite quando x tende a x(, ndo consideramos
X = x¢. Estamos interessados no que acontece préximo de x; e a fungao f(x) nem precisa estar

definida para x = x;. Para ilustrar bem esse fato, consideremos o seguinte exemplo.

2
.oxc—1
Exemplo 1.1. Encontre lim .
x—1 x—1
x?-1

Sorugio. Observe que f(x) = nao estd definida para x = 1. Ainda sim, para x = 1,

x—1
temos 5
x°—1 -1 1

_ (=D ):x+1.
x—1 x—1

Como os valores das duas fung¢des sdo iguais para x # 1, o comportamento das duas

funcdes para x proximo de 1 é o mesmo, e assim seus limites para x tendendo a 1 serdo




iguais. Portanto,

2
-1
lim > =2
x—1 x—1
Exemplo 1.2. Considere a fungao
x2-1
sex=1

fly={ =

0 sex=1.

Determine o limite de f(x) quando x tende a 1.

Sorucgio. Observe que para x # 1 a fungdo f(x) é igual a fungao do exemplo anterior, logo

lirr% f(x) = 2. Note que o limite ndo é o valor da fungdo para x =1, ja que f(1)=0.
X—

Antes de apresentar a defini¢do precisa de limite, veremos um exemplo. Considere a fungao
f: R — R definida por
flx) = 2x—-1 sex=3
6 se x = 3.
Intuitivamente vemos que }CI_I}}) f(x) =5, e agora fazemos uma pergunta: qudo préximo x
devera estar de 3 para que o erro cometido ao aproximar f(x) por 5 seja menor do que 0,1?
Vamos responder essa pergunta.

Lembrando da distancia entre nimeros reais usando o médulo, sabemos que a distdncia de

x a3 é|x—3|eadistincia de f(x) a5 é |f(x) —5|. Assim nosso problema é achar um namero

positivo o tal que
se |lx—3]<6, com x=#3 entdo |f(x)-5]<0,1.

Note que x # 3 se, e somente se, |x — 3| > 0. Entdo podemos reescrever a afirmac¢ao acima da

seguinte maneira: devemos encontrar um numero positivo o tal que
se 0<|x-3|<o entdo |f(x)-5/<0,1.
Agora veja que se 0 < [x — 3| < 0’71, entdo
If(x)=5|=](2x-1)-5|=|2x-6|=2|x-3]|<0,1;
0,1

e assim a resposta serd 6 = =%~ = 0,05.

O que acontece se mudarmos o erro 0,1 dado no problema para 0,01? Claramente, o valor
de 0 deverd mudar para ¢ = 0,_201' Em geral, se usarmos um erro positivo arbitrario ¢, entdao o

problema serd achar um ¢ tal que

se 0<|x-3|<o entao |f(x)—5]<e.



Podemos ver que neste caso 6 pode ser escolhido como sendo 5. Esta ¢ uma maneira de dizer
que f(x) estd préximo de 5 quando x esta proximo de 3.

Também podemos escrever
5-e<f(x)<5+¢ sempre que 3-0<x<3+49, x#3,

ou seja, tomando os valores de x # 3 no intervalo (3 — 6,3 + 0), podemos obter os valores de
f(x) dentro do intervalo (5—¢,5+¢). Veja a representagdo geométrica para este limite na figura

abaixo:

5+¢
5
5-¢

f(x):{ 2x—1 sex#3

6 se x = 3.

/ 3-8 3 346 X

Para apresentar a defini¢do precisa de limite, lembremos que o dominio de uma fungao real
f seré denotado por D¢. Ainda, dizemos que xy € um ponto no fecho de Dy se: ou xy € Dy ou
xp € um ponto de acumulagdo de Dy (isto €, existem pontos de Dy tdo préximos de xo quando
quisermos). Escrito de maneira matematica formal, xy € um ponto no fecho de Dy se para cada
1 > 0 existe x € Dy com |x — x| < 7. Para mais detalhes sobre o dominio de uma funcdo veja o

Apéndice B (Defini¢do B.1), e sobre pontos no fecho veja o Apéndice A (Defini¢ao A.43).

Definigao 1.3 (DerinigAo pe LimiTe). Sejam f: Dy C R — R uma fungédo e xo um ponto

no fecho de Dy. Dizemos que lim f(x) =L se
X—X(

para todo ¢ > 0 existe um ¢ > 0 tal que se 0 <|x —xg| <6 e x € Dy entdo |f (x) - L| <e.

Antes de passarmos para os exemplos, fazemos a seguinte observagdo: a defini¢ao de limite

apresentada acima € bastante geral, e engloba casos nos quais o dominio Dy da fungdo f pode
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ser um conjunto “esquisito”. Ndo é o foco nesse curso tratar todas essas possiveis “esquisiti-
ces”! Assim, no que segue e nos exemplos, para calcular o limite de f(x) quando x tende a x,
consideraremos quase sempre o caso no qual f esta definida, pelo menos, numa vizinhanca

perfurada de x, isto é, f estd definida (pelo menos) num conjunto da forma
Jxor 1= (X0 = 1,%0) U (X0, X0 + 1) (1.1)

para algum r > 0. Esse conjunto pode também ser descrito como J, , = {x € R: 0 <|x — x| <7},

e é representado geometricamente na figura abaixo:

]Xo,r

Xg—7T X Xg+71 R

Exemplo 1.4. Sek € Re f(x) = k paratodo x € R, entao lim f(x) =k para qualquer x; € R.

X—X(

SorLucio. Veja se para qualquer 0 >0, se 0 < |x — x| < 0 entao
[f(x)-kl=lk—k|=0<e,

e o resultado esta provado.

Exemplo 1.5. Prove que lim(3x —2) = 4.

x—2

SorucgAio. Devemos fazer uma analise preliminar para encontrar o candidato a 6. Dado

€ >0, o problema é determinar o tal que
se 0<|x-2|<o entdo |(3x—2)—4|<e.
Mas |(3x —2) — 4| = |3x — 6| = |3(x — 2)| = 3|x — 2|. Portanto, queremos
3Ix-2|<e sempre que 0<|x—-2|<o

ou

lx—2| < g sempre que 0<|x-2|<6é.

Isto sugere que podemos escolher 6 = §. Provemos que a escolha de 6 feita acima funci-

ona. Dado ¢ > 0, escolha 0 = 5. Se 0 < |x — 2| < ¢, entdo

|(3x—2)—4|:|3x—6|:|3(x—2)|:3|x—2|<36:3§ — .
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Assim,

(3x—2)—4|<¢ sempre que 0<|x-2|<o

logo, pela definigao, lin%(3x -2)=4.
X—

Exemplo 1.6. Mostre que lim x = x( para cada x; € R.
X—X(

Sorucgao. Fazendo uma andlise preliminar, queremos, dado ¢ > 0, encontrar ¢ > 0 tal que
se 0<|x—xgl<0 entdo |x — xo| < €.

Aqui é simples de ver que tomando 0 = ¢, o resultado segue.

Exemplo 1.7. Mostre que lirr} x? =4.
X—

Sorucio. Como anteriormente, precisamos de uma andlise preliminar para encontrar o
candidato a 9, que nesse exemplo é um pouco mais complicado, como veremos. Dado

€ >0, devemos determinar o valor para 6 > 0 de modo que
se 0<|x-2|<d entdo Ix? — 4| < e.
A ultima equacdo se escreve também como
[(x+2)(x—=2)| <e.

Diferentemente do caso anterior, ndo podemos tomar 6 = pois o valor de 6 nao pode

_€
x+2’
depender de x. Com isso, faremos uma escolha preliminar para o, tomando 0 < 6 < 1.

Assim, se 0 < |x—2| <6< 1 temos

somando 4 na desigualdade
—1<x-2<1ex=#2 = 3<x+2<5ex=2

Dessa forma, como x+2 = |x+2| <5 para 0 < [x—2| <0 <1, temos
[(x+2)(x—2)| = |x+ 2||x — 2| < 5]x = 2|.

Assim, se 5|x — 2| < ¢, teremos o resultado. Para isso, vemos que precisamos de o = % e,

como ja tinhamos feito uma escolha preliminar, na qual pediamos que 0 < 6 < 1, devemos

€
0=min{l,=3.
mm{ 5}

tomar

12




Nos resta mostrar que essa escolha para 0 funciona. Assim, se 0 < |x—2|< 9, como 6 <1

sabemos que 3 <x+2 <5 e assim
x> — 4| =|(x+2)(x—2)| < 5lx—2| < 56 < &,

ja que 0 < z.

Observacao: note que a desigualdade 3 < x + 2 s6 foi usada para garantir que |x + 2| = x + 2, ja que
x+2>3>0. A desigualdade x + 3 <5 foi realmente usada. A escolha preliminar de 0 < 6 <1 pode
ser feita de varias maneiras diferentes (tente vocé fazer uma escolha preliminar com outro valor),

mas ela afeta o resto dos calculos e afeta o valor final obtido para ¢ (verifique isso!).

Apresentamos agora alguns exemplos geométricos sobre limites.

f

Uma representagao geométrica de

L lim f(x)=L

X—X(

quando f(x) nao esta definida para x = x,.

X0 X
Uma representagao geométrica de f
y S (xo) e
xgggof (x) =L.
L
Veja que, nesse caso L # f(xg), isto é, o
limite é diferente do valor que a func¢do tem H
naquele ponto. X0 X
f Uma representagdo geométrica de
L= f(x) Jim f(x) =L

— Neste caso L = f(xg), isto é, o limite é igual

X X ao valor da fungao no ponto.

13




f
Uma representagdo geométrica de quando /
. S (xo)
Jimm £ -

nao existe.

X0 X

Exemplo 1.8. Considere a funcgao f(x) = li—l, definida para x # 0. Nao existe o limite
lim f (x).
x—0

Sorucgio. Essa fungdo f também pode ser descrita como

flx) = 1 sex>0,

-1 sex<0,

e o grafico de f é dado na figura abaixo:

1 f

T_l

Das representagdes geométricas vistas acima, podemos ver que lim f(x) ndo existe. Estu-
x—0

daremos mais detalhadamente esse exemplo na Segao 1.4.

Exemplo 1.9. Nao existe o limite lim sen(}—c).

x—0

Sorugio. Com a teoria vista até o momento, é relativamente complicado demonstrar que

esse limite ndo existe. Vejamos o grafico dessa fungao:
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sen(1/x)

Veja que quanto mais nos aproximamos de 0, mais a fun¢ao oscila, praticamente pre-
enchendo todo o intervalo [-1,1] na vertical. Assim, é natural pensarmos que a fungao

nao se aproxima de nenhum tunico valor quando x se aproxima de zero, ou em outras

1

palavras, lim sen(+) ndo existe.
x—0 *

1.2 Limites: unicidade e propriedades

A primeira pergunta que precisamos responder é: quando uma fung¢ao tem limite para x ten-
dendo a x(, esse limite é inico? De maneira intuitiva, podemos ver que sim, quando lim f(x)
X—Xq

existe, entdo o valor desse limite é inico. O préximo teorema garante exatamente isso.

7~

Teorema 1.10 (UnicipAaDE DO LimITE). Sejam f: Dy C R — R uma fungdo e xo um ponto

no fecho de Dy. Suponha que

lim f(x)=L, e lim f(x) = L.

Entao
Ll = Lz,

isto é, o limite, quando existe, é inico.

Demonstragido. Dado € > 0, da definicao de limites para L; existe 0; > 0 tal que se 0 <
|x — xo| < 01 entdo |f(x) — Ly| < . Analogamente, da defini¢do de limite para L,, existe
0, > 0 tal que se 0 < |x — x| < 0, entdo |f(x) — L,| < &. Assim se 6 = min{dy,,} > 0 vemos

que para 0 < [x — x| < 6 temos 0 < |x — x| < 01 e 0 < |x —x¢| < 0, e, portanto, obtemos

IL1 = Lof S ILy = f(X)[+f (x) - Lo| < e + & = 2e.
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Com isto mostramos que para cada € > 0, devemos ter |L; — L,| < 2¢, o que implica que
|L1—L2|:0eent€10 Ll :LQ. [

Na demonstragao acima, usamos a desigualdade triangular (veja a Proposicao A.24 do
Apéndice A), da seguinte maneira:
L1 = Lo| =Ly =/ (x) + [ (x) = Lol = (L1 = f (%)) + (f (x) = L2)| < [Ly = f(x)[ + [f (x) = Lal,

———
=0

onde usamos também o “truque matematico” conhecido como “somar 0”, isto é, somamos e
subtraimos o valor f(x), o que nao altera o valor da expressdo! Usaremos esse artificio mais
vezes no decorrer do curso.

A seguinte propriedade, que jd usamos intuitivamente anteriormente nos Exemplos 1.1 e

1.2, sera util para determinar limites.

Proposicdo 1.11. Sejam f, ¢ duas fungdes definidas, pelo menos, em J, , e suponha que existe

0 <r <rtal que f(x)=g(x) para x € J, . Se lim g(x) = L entao lim f(x)=L.
X—Xq X—Xg

Demonstragdo. Seja € > 0. Da defini¢do de limite para g, existe o > 0 tal que se 0 < [x — x| < 9,
temos |g(x)—L| < e. Diminuindo o valor de 0 se necessario, podemos assumir que 0 < ry, e assim,

para todo 0 < |x —xg| < 0 < temos f(x) = g(x) e, portanto,

|f (x) - LI = lg(x) - LI < &.

Deste modo, mostramos que lim f(x)=L. N
X—Xq
x?—4

Exemplo 1.12. Calcule lim .
x—2 X—2

Sorucgio. Observe que para x # 2 temos

x?-4 (x-2)(x+2)

= =x+2,
x=2 x-2 *
e como lim(x + 2) = 4, segue da Proposi¢do 1.11 que lim ’;2__24 =4.
x—2

x—2

Exemplo 1.13. Determine L para que a funcdo f dada por

24
f(x):{ >, sex#2

L, sex=2
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satisfaca lin%f(x) =L.

X—

oyl
Sorucio. Como lim ’;_24 = 4, basta tomar L = 4.
x—2

As primeiras propriedades que temos de limites sdo descritas abaixo. A demonstra¢do ma-

tematica delas pode ser feita por vocés, tentem!

Proposicao 1.14 (PRIMEIRAS PROPRIEDADES DE LIMITES). Suponha que lim f(x)=L; e lim g(x) =

X—X( X—X(
L,. Entdo

(i) lim (f(x)+g(x)) = lim f(x)+ lim g(x) = Ly + Ly;

X—Xg

(ii) se k € Rtemos lim kf(x) =k lim f(x)=kLy;
X

—X0 X—Xq

(ifi) Tim (f(x)g(x)) = lim f(x) lim g(x) = L, Ly;

X—Xq X—Xg

lim f(x)
. . f(x) _X—Xg .
(iv) se L, # 0 temos xh_)n)rclo () - Tm )

X—Xg

Ayl

Utilizando a propriedade (iii) repetidamente, para n € IN obtemos:

lim "= Jim f(0) =11,

Para aplicar essas propriedades nos exemplos abaixo, sugerimos que vocé relembre os Exem-
plos 1.4 e 1.6.

~ '

Exemplo 1.15. Temos

(a) lim x" = x; paraneN.
X—X(

(b) lim(5x3 - 8) = 32.

x—2

Temos ainda as seguintes propriedades, que serdo provadas no decorrer do curso.
Proposicao 1.16 (MA1s PROPRIEDADES DE LIMITES). Temos as seguintes propriedades de limites:

(v) lim sen(x) = sen(xy) para todo x( € R;
X—X(

(vi) lim cos(x) = cos(xg) para todo x( € R;
X—X(
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(vii) lim a* =a* paratodoxyeRea>0coma=1;
X—Xq

(viii) lim log,x =log,x, para todoxpeRea>0coma=1;
X—X(

ix) lim {/x = tod eR ¢ 1 ;
(ix) xg?o(/_ /Xy para todo x se n € impar;

(x) lim </x = {/xg para todo x> 0 se n é par;

X—X(

(xi) xlg?o Vf(x) = » xlgg}of(x) se n € impar;

X—Xq

(xii) xlg?o \"/f(x) = c/xlggclof(x) se lim f(x)>0e n é par.

Para a ultima propriedade, vale lembrar que temos um resultado de conservacgao de sinal
para limites que diz que

se lim f(x)> 0 entdo existe r > 0 tal que f(x) > 0 para x € J, -
X—X(

Sendo assim, ao assumir que lim f(x) > 0 temos f(x) > 0 para x € ], , e podemos calcular {/f (x)
X—X(

para n par.

Exemplo 1.17. Calcule lim M

x—3 x—3
SorLucAo. Veja que para x # 3 temos

VE-V3 _ VX-V3 Vx+V3 _ x-3 1
X3 X3 ke V3 (-3)(VaV3) Va3

Usando as propriedades de limites, obtemos

1 1
lim

x—3 \/E+\/§_ 2\/51

e da Proposicao 1.11 temos

limM:Iim ! = ! .
x—3 x—3 x—>3\/§+\/§ 243

Vt2+9-3

Exemplo 1.18. Calcule 1irr(1) "
t—
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SorLucAo. Veja que para t # 0 temos

2+9-3 V2+9-3 VI2+9+3  #£2+49-9 t
t t V21943 HVE2+9+3) VE2+9+3

Usando as propriedades vistas de limites, temos

lim—=0,

t—0 \/t2 94+3

e da Proposicao 1.11 obtemos

t2+9-3
lim AL =lim ———=0.

t—0 t t—0 \/tZ 94+3

3+h)*-9
Exemplo 1.19. Mostre que lim B+hy =9 = 6.

h—0

SorugAo. Veja que para h # 0 temos

2_ 2_
(3+h) 9:9+6h+h 9:6+h.
h h
Sabemos que ]111rr(1)(6 +h) =6 e, da Proposi¢do 1.11 temos
2_
lim O =9 i (64 h) =
h—0 h h—0

2 3
Exemplo 1.20. Calcule lime(S™+ 1)In(2+(s=1)7),

s—1

Sorugio. Calculemos primeiramente o limite do expoente. Das propriedades de limites
vistas acima, temos lirrll(s2 +1)=2e lin% In(2+(s—1)%) =1In2. Logo segue de (iii) que
S5— S—

lim(s?>+1)In(2+(s—1)}) =2In2 = In4.

s—1

Assim, usando a propriedade (vii) de limites, temos

el + 12+ (s~ 1) _ s _

s—1

—e

Temos uma propriedade tutil para o cdlculo de certos limites:

Proposi¢do 1.21 (Mubanga DE VARIAVEL NO LimiTe). Sejam f: Dy C R — R uma fungdo, yo um

ponto no fecho de Dy e assuma que lim f(x) existe. Considere uma fun¢do g: D, C R — R com
y—=%o
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(D,) C D¢ e tal que existe um ponto no fecho xy de D, com lim g(x) = vy, e tal que g(x) # vy
8\e f q p 4 x—>x0g y que g y

para todo x € Dy suficientemente préximo de xj, com x # xy. Entdo

lim f(g(x)) = lim f(y).

X—X( y—)yo

Demonstragio. Seja L = yli_}r;lof(x). Pela definigdo de limite, dado € > 0, existe # > 0 tal que para
0 <[y —yol <1 comy € Dy temos |f (y) - L| <e.

Como li_)m g(x) = vy, pela definicdo de limite, para o > 0 encontrado acima, existe 6 > 0 tal
que se 0 <x|x)ﬁ)x0| <6 ex €Dy temos |g(x) —yol < 7.

Deste modo, como g(Dy) C Dy e g(x) # yo para todo x € Dy suficientemente préximo de x,

para 0 <|x—xg| <6 e x € Dy temos 0 <|g(x) - yo| < 7. Logo

If(g(x) - Ll <e&,

0 que mostra que

lim f(g(x)) =L = lim f(y).

X—X0 V=Y

—1)343(x—1)2=7x+7
x—1 :

Exemplo 1.22. Calcule lim L

x—1
Sorugio. Definimos a fungao g(x) = x—1. Como lin% 2(x) =0 e g(x) = 0 para x préximo de
X—>

1 com x = 1, do resultado acima temos

—1)3 —_1)2 _ 3 2_7
lim (x=1)°+3(x-1) 7x+7:1imy+y—y
x—1 x—1 y—0 1%

=lim(y>+y-7)=-7.
y—0

O resultado a seguir nos d4 uma maneira de comparar o limite de duas fungdes, desde
que saibamos comparar as fun¢des. Ele nos diz que a operagao de calcular o limite preserva

desigualdades.

Teorema 1.23 (ComPARAGAO DE LimITES). Sejam f e g fungdes reais. Assuma que existe
r>0 tal que
f(x)<g(x) paratodoxe], ,

e que existam os limites lim f(x) e lim g(x). Entao
X—X( X—X0

lim f(x) < lim g(x).

X—X( X—X(

Demonstragio. Sejam L = lim f(x) e M = lim g(x). Da defini¢cdo de limite para f, dado

X—X( X—X(
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€ > 0 existe 01 > 0 tal que se 0 < |x — x| < 01 entdo |f(x) — L| < ¢, ou seja,
L-e<f(x)<L+e para0<|x—xg|<0;.

Da defini¢do de limite para g, dado € > 0 existe 6, > 0 tal que se 0 < |x — x(| < 9, entdo

lg(x) — M| < ¢, ou seja,
M-e<g(x)<M+e para0<|x—xg| <0,
Assim, se 6 = min{0y, 0,7} temos 0 > 0 e para 0 < |x —x(| < 0 temos
L-e<f(x)<L+e, M-e<gx)<M+e e f(x)<g(x).

Assim

L-e<f(x)<g(x)<M+e.

Comparando as pontas dessa desigualdade obtemos L < M + 2¢. Como ¢ > 0 é arbitrario,

segue que L < M, o que completa a demonstragdo. O]

Atencao! Nao é sempre verdade que se existe r > 0 tal que f(x) < g(x) para x € ], e existem os
limites lim f(x) e lim g(x), entdo
X—X( X—X(

lim f(x) < lim g(x).

X—X( X—X(
Isso ndo ocorre, por exemplo, com as fungdes f(x) = 0 e g(x) = x>. Temos f(x) < g(x) para todo
x#0e lin(l)f(x) = lim g(x) = 0. O que continua vélido é que se existe r > 0 tal que f(x) < g(x)
x— X—Xq

para x € J, , e existem os limites lim f(x)e lim g(x), entdo
! X—x( X—x(

S )< i )

1.3 Teorema do Confronto

O Teorema do Confronto representa mais uma propriedade de limites, mas que é tdo impor-
tante que recebeu um nome s6 pra ela! Esse resultado nos permite calcular limites de algumas

func¢des sem nem mesmo conhecé-las!

Teorema 1.24 (TeoreEma Do CONFRONTO). Sejam f, g, h fungdes reais e suponha que existe
r>0 tal que
f(x)<g(x)<h(x) paratodoxe€]y,-
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Se lim f(x)= lim h(x) = L entao

X—X( X—X(

lim g(x)=L.
X—X(

Demonstragdo. Seja ¢ > 0. Da definicao de limite para f sabemos que existe 6; > 0 tal
que se 0 < |x — xg| < 9; temos |f(x) — L| < ¢ (e podemos assumir 9; < r). Da defini¢do de
limite para h sabemos que existe 9, > 0 (que podemos também assumir 9, < r) tal que se
0 <|x—xp| < 0, temos |h(x)—L| < e.

Assim, para 0 = min{dy,0,} >0 e 0 < |x — xp| < 6 temos
|f(x)—Ll<e e |h(x)-L| < e.
Equivalentemente
L-e<f(x)<L+e e L—-e<h(x)<L+e.
Portanto para 0 < |x — x| < 6 temos
L-e<f(x)<g(x)<h(x)<L+eg,

isto é
lg(x) - LI <¢,

o que prova que lim g(x) = L. ]
X—X(

Exemplo 1.25. Usando o Teorema do Confronto mostre que

1
lim x? sen (—) =0.
x—0 X

Sorucio. Como

1
-1< sen(—) <1 paratodox =0,
x

multiplicando por x? (lembrando que x? > 0, entdo as desigualdades sio mantidas) temos
2.2 1 2
—x“ < x“sen|— | < x” para todo x = 0.
X

Como lim(—x?) = 0 = lim x2, segue do Teorema do Confronto que
x—0 x—0

1
lim x? sen(—) =0.
x—0 X
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Observacao: lembre-se que lin%sen(%) ndo existe (Exemplo 1.9). Mas ao multiplicar essa
X—>
fungao por x? (que satisfaz lirr(l)x2 =0), o limite do produto x> sen(%) passa a existir e ser 0. Isso
X—

ndo ¢ um caso isolado, a Proposi¢do 1.28 a seguir generaliza essa situagdo.

Exemplo 1.26. Seja f: R — R tal que |f(x)| < x?, para todo x € R.

(a) Calcule, caso exista, 1irr(1)f(x).
X—

(b) Mostre que lin})f(x) = f(0).

(c) Calcule, caso exista, lim M
x—0 X

(d) E possivel concluir algo sobre lin}) L;C) ?
x—0 X

Sorucao. (a) Veja que para todo x € R temos
—x% < f(x) < x2

Assim como no exemplo anterior, segue do Teorema do Confronto que lil’l’(l) f(x)=0,ja
X—>

que lim(-x?) = lim x? = 0.
x—0 x—0

(b) Como |f(x)| < x? para todo x € R, substituindo x = 0 obtemos |f(0)| < 0, o que nos d4
f(0)=0, assim

lim f(x) 2 0= £(0).

x—0
(c) Como |f(x)| < x? para todo x € R, para x # 0 podemos dividir ambos os lados dessa

desigualdade por |x| (como |x| > 0 para x # 0, a desigualdade é mantida) e obtemos

‘@ <|x| paratodo x = 0.
Assim, temos
—|x| < @ <|x| paratodo x = 0.
Como lin(1)(—|x|) = linz) |x] = 0 (verifique esse fato), segue do Teorema do Confronto que
xX— x—
lim M =0.
x—0 X

(d) Nao é possivel concluir nada sobre o limite. De fato, podemos dar exemplos de

func¢des f satisfazendo |f(x)| < x? para todo x € R de maneira que o limite considerado
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seja qualquer namero «a € [-1,1], ou também que o limite ndo exista. Vamos apresentar
esses exemplos.
Para um dado a € [-1,1] defina f(x) = ax?. Assim

|f(x)] = lax?| = |a|x? < x? para todo x € R,

ja que |a| < 1. Temos

(x) {1 sex >0,

x? -1 sex<0.
. X ~ . .
Portanto, segue como no Exemplo 1.8 que hn(l)Lz) nao existe. Ou seja, o valor desse
x—0 X

limite depende da funcdo f considerada, e ndo podemos dizer nada sem conhecé-la.

Lema 1.27. Valem as seguintes afirmacdes:
(a) se lim f(x) =L entdo lim |f(x)| =|L|;
X—X( X—X(
(b) se lim |f(x)| = 0 entdo lim f(x)=0;
X—X( X—=X0
(c) existem fungoes f tais que lim |f(x)| existe mas lim f(x) ndo existe.
X—X(

X—X(

Demonstragdo. (a) Da defini¢do de limite, dado € > 0 existe 0 > 0 tal que se 0 < |x — x| < 0 entdo
|f(x)— L| < e. Mas entdo

||f(x)|—|L|| <|f(x)-Ll<e para0<|x—xp <0,

0 que mostra que xh_)rgclo If (x)| = |L|.

Observacao. Usamos acima a desigualdade ||f(x)| —|L|| < |f(x) — L|, que é consequéncia da desigualdade
triangular (veja o Corolario A.25 do Apéndice A).

(b) Da definigdo de limite para |f|, dado ¢ > 0 existe 6 > 0 tal que se 0 < |x — x| < 0 entdo

[If ()l| = |If (x)] - 0] < &.
Como ||f(x)|' =|f (x)|, segue que
If(x)]<e para0<|x—xy <9,
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0 que mostra que lim f(x) =0.
X—x(

(c) Basta considerar a fung¢ao f(x) = g xo = 0 (relembre o Exemplo 1.8).

x|

O

Com o lema acima e o Teorema do Confronto, obtemos a seguinte importante propriedade.

Proposicdo 1.28. Seja ¢ uma fungdo limitada no conjunto J, ,, isto €, assuma que existe M > 0

tal que |g(x)| < M para todo x € ], ,. Considere também uma funcao f, definida pelo menos em

Jx,,r» satisfazendo lim f(x) = 0. Entdo
X—Xq

lim (f(x)g(x)) = 0.

X—X(

Demonstragdo. Veja que

[f (g0l =f (x)lgx)l < Mlf (x)]  para x €]y, .

Portanto
-M|f (x)| < f(x)g(x) < M|f(x)| paraxe€]y,.

Como lim f(x) =0, segue do lema acima e das propriedades de limites que
X—Xq

lim (~MIf (x)}) = lim MIf (x)| = 0.

X—Xg

Assim, do Teorema do Confronto, segue que

lim f(x)g(x)=0.

X—X(

]

Esse resultado acima é muito especial: note que lim g(x) nem precisa existir para que te-
X—Xg

nhamos lim f(x)g(x) = 0. Na verdade, quando lim g(x) existe, esse resultado apenas repete o
X—X( X—X(

que ja sabiamos das propriedades bésicas de limites, uma vez que teriamos

lim f(x)g(x)= lim f(x) lim g(x)=0- lim g(x)=0.

X—Xq X—x X—X X—Xq

Exemplo 1.29. Calcule lirr(l)ng(x), onde g: R — R é dada por
X—>

(x) = 0 sexeR\Q,
s = 1 sexeQ.

Sorugio. Veja que |g(x)| < 1 para todo x € R, portanto g é limitada. Como limx? = 0,
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segue da Proposigdo 1.28 que
lim x%g(x) = 0.

x—0

Observacao: note que lirrtl)g(x) ndo existe.
X—

1.4 Limites laterais

Considere a fungao f: IR — IR do Exemplo 1.8 dada por f(x) = Iz_l’ cujo grafico é dado abaixo:

1 f@

T -1

Quando x tende a 0 pela esquerda f(x) tende a —1, e quando x tende a 0 pela direita f(x)
tende a 1. Claramente, o limite de f(x) quando x tende a 0 ndo existe, pois f ndo se aproxima
de um tnico nimero (nesse caso, ela se aproxima de dois nimeros distintos, —1 e 1).

Essa analise, porém nos faz considerar a seguinte questdo: por que ndo considerar o com-
portamento de f somente pela esquerda ou somente pela direita? E exatamente isso que consi-
deraremos, que sdo os chamados limites laterais.

Dizemos que o limite de f(x) quando x tende a x; pela esquerda é igual a L, e denotamos
por

lim f(x)=L,

X=X
se pudermos fazer com que os valores de f(x) fiquem arbitrariamente préximos de L, desde que
tomemos valores de x suficientemente préoximos de x(, mas estritamente menores do que x.
Dizemos que o limite de f(x) quando x tende a x, pela direita é igual a L, e denotamos por

lim f(x)=L,

x—x§

se pudermos fazer com que os valores de f(x) fiquem arbitrariamente préximos de L, desde que

tomemos valores de x suficientemente préximos de x;, mas estritamente maiores do que x.
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As defini¢des precisas de limites laterais sdo como segue.

Definicdo 1.30 (L1MITES LATERAIS).
Limite lateral pela esquerda. Sejam f: Dy C R — R e xo um ponto no fecho de

Df N (~090,xp]. Dizemos que lim f(x) =1L, se

X=Xp

para todo ¢ > 0 existe um ¢ > 0 tal que se xy — 0 <x <xg e x € Dy entdo |f (x) - L[ <e.

Limite lateral pela direita. Sejam f: Df C R — R e xg um ponto no fecho de Dy N

[xg,+00). Dizemos que lim f(x) =1L, se
x—x]

para todo € > 0 existe um 6 > 0 tal que se xg <x <xg+ 06 e x € Dy entdo |f(x) - L| <e.

Vale aqui a mesma observacao que fizemos para limites: a defini¢do dada acima é feita para

tratar todos os casos de Dy, que podem ser bastante complicados. Mas, na prética, para limites

laterais pela esquerda trabalharemos com a fungdo f definida, pelo menos, num intervalo (x, —

1,xp) para algum r > 0, e para limites laterais pela direita f estara definida, pelo menos, num

intervalo (xg, xg + r) para algum r > 0.

-

Exemplo 1.31. Mostre que linol Vx=0.
x—0*

Sorucgao. Seja € > 0. Queremos achar um o > 0 tal que
lVx-0|<e sempre que 0<x<9,
ou seja,
Vx<e sempre que 0<x<9,
ou elevando ao quadrado

x < &? sempre que 0<x<o.

Isto sugere que devemos escolher & = ¢2. Verifiquemos que a escolha ¢ correta. Dado

€>0,sejad=¢e% Se0<x<9,entdo
\/§<\/3:€, logo [Vx—0]=+Vx<e.

Isso mostra que lim /x = 0.
x—0*

Segue diretamente das defini¢cdes de limites laterais o seguinte teorema.
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Teorema 1.32. Temos lim f(x) =L se, e somente se, lim f(x)= lim f(x)=L.
X—Xg x—>x$ X=X

Corolario 1.33. Segue do Teorema 1.32 que

(a) se f admite limites laterais em x, e

lim+f(x) = lim f(x),

x—x] X=Xy

entdo nao existe lim f(x);
X—Xg

(b) se f ndo admite um dos limites laterais em x(, entdo nédo existe lim f(x).

X—X(
Exemplo 1.34. O limite lim ﬁ nao existe.
X—
SorugAo. Sabemos que
. X . . X .
lim u:11m1:1 e hmu:hm—lz—l.
x—0t X x—0 x—0" X x—0

Portanto, como esses limites laterais sdo distintos, segue do Coroldrio 1.33 que nao existe

Exemplo 1.35. Calcule linélxl.
X—

SorugAo. Lembremos que

x sex=0,
|x| =
—x sex<0.

Assim, é facil ver que

lim |x| = lim (-x)=0 e lim |x|= lim x=0.
x—0~ x—0~ x—0% x—0%

Como os limites laterais sdo iguais, entdo do Teorema 1.32 segue que lirr(l) x| = 0.
X—

Exemplo 1.36. Mostre que ambos lim sen(%) e lim sen(%) ndo existem.
x—0~ x—0*

Sorugao. O grafico dessa fungdo ja foi visto, e é dado por
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sen(1/x)

Note que, quando x se aproxima de 0, tanto pela esquerda quanto pela direita, os valo-

1

res de sen(;) oscilam indefinidamente, nao se aproximando de nenhum valor especifico.

Portanto, nenhum dos limites laterais considerados existe.

A Mudanga de Variavel no Limite serve também quando temos limites laterais, e as demons-

tragdes sdo andlogas.

Proposicdo 1.37 (MuDANGA DE VARIAVEL NO LiMITE LATERAL PELA EsQUERrDA). Sejam f: D¢ C

R — R uma fungdo, yo um ponto no fecho de Dy e assuma que lim f(x) existe. Considere
¥=%o

uma fungdo g: Dy C R — R com g(D,) C Dy e tal que existe um ponto no fecho x; de D, com

lim g(x) = yo e tal que g(x) <y, para todo x € Dy suficientemente proximo de xq, com x # xg.
X—Xg

Entao

lim f(g(x)) = lim f(y).

X—X( y—)})a

Proposi¢do 1.38 (MuDANGA DE VARIAVEL NO LiMITE LATERAL PELA DirEITA). Sejam f: Dy CR —

R uma fungdo, yo um ponto no fecho de Dy e assuma que lim f(x) existe. Considere uma
y=¥5

fungdo ¢: Dy C R — R com g(D,) C Dy e tal que existe um ponto no fecho xy de Dy com

lim g(x) = yo e tal que g(x) >y, para todo x € Dy suficientemente préximo de xq, com x # xj.

X—X(

Entao

lim f(g(x)) = lim f(y).

X—X( V_’yo

Em ambos os resultados acima, se vale

lim g(x)=yp ou lim g(x) =y,

X=Xy x—xg

no lugar de lim g(x), entdo a conclusao é valida fazendo as trocas necessarias.
X—X(
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Exemplo 1.39. Calcule lirri Vix=2|.
X—

Sorucgio. Fazendo g(x) = |x — 2| vemos que lirrég(x) =0 e g(x) > 0 para todo x suficiente-
x—

mente préoximo de 2 com x # 2. Dos resultados acima, temos

lirr;\/|x—2| = lirg Vv =0.
x— y—0*

1.5 Continuidade: definicao e propriedades

Dizemos que uma fungédo f é continua num ponto x; € Dy se as duas condigdes abaixo estdo

satisfeitas:

* lim f(x) existe;
X—Xg

% lim f(x) = f(xo).

X—X(

Se f nao for continua em Xx, isto é, se alguma das duas condigdes acima ndo estiver satisfeita,

dizemos que f é descontinua em x.

Exemplo 1.40.
(a) A fungdo f(x) =x+1 é continua em xy = 1;

(b) A funcao
f(x):{ ’;2%11 sex =1,

0 sex=1

nao € continua em xj =1, ja que lirr%f(x) =2=0=f(1).
X—

(c) A funcido

é continua em x( = 1.

Seguem das propriedades de limite as seguintes propriedades das fung¢des continuas.
Proposigao 1.41. Sejam f e g fung¢des continuas num ponto x(. Entao:
(i) f+ g é continua em xg;
(ii) se k € R temos kf continua em x;
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(iii) f-g é continua em xg;

f

(iv) se g(xgp) = 0 temos = continua em x.

A definicao precisa de continuidade para fungdes é a seguinte:

Definigao 1.42 (ContinuipaDE). Sejam f: Dy C R — R uma funcdo e xg € Dy. Entdo f ¢

continua em x se
dado ¢ > 0 existe 0 > 0, tal que se |x — x| <0 e x € Dy entdo |f (x) - f (xo)| <&,

ou seja, f é continua num ponto x; € Df se, e somente se,

lim f(x) = f(xg).

X—X(

Se A C Dy, diremos que f é continua em A se f € continua em todos os pontos de
A. Quando f é continua para todos os pontos de Dy, diremos simplesmente que f ¢é

continua.

Exemplo 1.43.

(a) A funcdo f: R — R dada por f(x) =x", onde n € IN é fixado, é uma fungdo continua

em todo ponto x( € R, portanto f é continua.
(b) Toda fungdo polinomial é continua, pois é soma de fun¢des continuas.
(c) A funcdo f: R — R dada por f(x) = 3x — 2 é continua.

(d) Se k € R é uma constante, a func¢do f: R — R dada por f(x) = k para todo x € R é

continua.

(e) f(x)=lx|é continua.

(f) Se p(x) e q(x) sdo fungdes polinomiais (portanto, continuas) entdo a fung¢ao racional
f(x)= ’;(—z; é continua, onde seu dominio é o conjunto Dy = {x € R: g(x) = 0}.

Os conceitos de limite e limite lateral nos permite reescrever a definicdo de continuidade

para intervalos das formas (4, b), [a,b), (a,b] e [a, b].

Proposicao 1.44 (CONTINUIDADE EM INTERVALOS).
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(i) Uma fungéo f: (a,b) — R é continua se

lim f(x)=f(xy) paratodoxe(a,b).

X—Xg
(ii) Uma funcédo f: [4,b) - R é continua se f for continua em (a,b) e

lim f(x) = f(a)

x—at

(iii) Uma funcéo f: (a,b] — R é continua se f for continua em (a,b) e

lim f(x) = £(b).

x—b~

(iv) Uma fungdo f: [a,b] — R é continua se f for continua em (a,b) e

lim f(x)=f(a) e  lim f(x)= f(b).

x—a* x—b~

Exemplo 1.45. A funcdo /x é continua em [0, +o0).

1.6 Continuidade: mais propriedades e o Teorema do Valor In-

termediario

Teorema 1.46 (CONTINUIDADE DAS FUNGCOES TRIGONOMETRICAS). As funcdes trigonométricas

sdo continuas.

Demonstragdo. Assumamos primeiro que 0 < x < 7 e consideremos a seguinte figura:

1

A
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e assim temos
0 < édrea (AOPA) < area (setor OPA),

ou seja
senx

2

Se x < 0, temos —x > 0 e podemos aplicar a desigualdade acima para —x, obtendo

0<

b
< 5 € portanto 0 <senx <x.

0 <sen(—x) = —senx < —x = |x|. Dai —|x| < senx < |x|]. Como lir% +|x| = 0, pelo Teorema do
X—

Confronto, limsenx = 0 e como sen(0) = 0, concluimos que a fungdo seno é continua em
x—0
0.

Em geral, para qualquer x,, temos que

- + _
|sen(x) —sen(x)| = ‘Zsen(x 2x0 )cos(x 2x0 )‘ < 2‘sen(x 2x0 ))

Como lim 52 = 0 temos lim sen(*52) = 0, e pelo Teorema do Confronto obtemos
X—X0 X—X(

lim (sen(x) — sen(x()) = 0, ou seja, lim sen(x) = sen(x(). Logo a func¢do seno é continua
X—X( X—X0

para todo x.

A prova da continuidade do cosseno é feita de maneira similar utilizando a igual-

dade cos(x) — cos(xg) = —2sen(x+2x0 )sen(x_zxO ) A continuidade das outras funcées trigo-

nométricas seguem das propriedades das fungdes continuas. ]

Lembremos que quando dizemos que D € um intervalo da reta, isso quer dizer que existem

—00 < a <b < +oo tais que Dy tem alguma das formas abaixo:
(a,b), (a,b], [a,b) ou [ab].

Apresentamos, sem prova, o seguinte resultado para a continuidade de fungoes inversas.

Teorema 1.47 (CONTINUIDADE DAS FUNGOES INVERSAS). Se f: Dy — B € uma fungdo continua
inversivel, onde Df é um intervalo da reta, entdo B também é um intervalo da reta e a in-

versa f1: B— Dy de f também € continua.

Corolario 1.48 (CONTINUIDADE DAS FUNGOES EXPONENCIAL E LOGARITMO). As fung¢des exponencial

e logaritmo sdo continuas.

Demonstragido. Na Secdo B.5 pode-se ver que a fungao exponencial a* (paraa>0ea= 1) é defi-

nida de forma a preencher os buracos no gréfico de a*, onde x é racional. Em outras palavras,

a fungdo exponencial é continua pela prépria definicdo. Portanto, sua fungdo inversa log, x

também é continua, pelo Teorema 1.47.
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Exemplo 1.49. A fungdo f(x) = Xl?_xl é continua em (0,1) U (1, +o0).

Uma propriedade importante das fungdes continuas é enunciada no teorema a seguir e diz

que a composta de fungdes continuas é também uma fungdo continua.

Teorema 1.50 (CONTINUIDADE DE FUNGOES COMPOSTAS). Sejam g continua em xo € D,

g(xg) € Dy e f continua em g(xp). Entdo h = f o g € continua em x,.

Demonstragdo. Dado € > 0, da definicao de continuidade para f em g(x() segue que existe

1> 0 tal que se [y —g(xo)| <77 e y € Dy entdo |f(y) - f(g(x0))| <&, isto € [f(y) — h(xo)| < .
Para este 11 > 0, da defini¢do de continuidade para g em x,, existe 6 > 0 tal que se

|x —xol < 6 e x € Dy temos |g(x) — g(xg)| < 7. Portanto, se x € Dy e |[x — xg| < 6 temos

|g(x) — g(xg)| <1 e, tomando y = g(x) na defini¢ao de continuidade para f obtemos

f(g(x)) = hlxo)l <&,

isto é, |h(x) — h(xg)| < €. Isto mostra que h é continua em x,. O

O resultado do teorema acima pode ser escrito de outra maneira, que nos ajudara na prética:

se g é continua em x( e f é continua em g(x() entdo vale

lim f(g(x)) = f( lim g(v)) = f(g(xo))

X—X( X—X(

Exemplo 1.51. A fungdo h(x) = sen(x?) é continua pois h(x) = f(g(x)), onde f(x) =senx e

g(x) = x?, e tanto f quanto g sao funcdes continuas.

Exemplo 1.52. Qual o maior subconjunto de R onde a fungao h(x) = In(1 + cosx) é conti-

nua?

Sorugio. Temos h(x) = f(g(x)), onde f(x) =Inx e g(x) =1+ cosx que sdo fungdes conti-
nuas. Portanto, pelo Teorema h(x) é continua onde esta definida. Agora In(1 + cosx) esta
definida quando 1 +cosx > 0. Assim, nao esta definida quando cos x = —1, ou seja, quando

x=(2n+1)r paraneZ.

Exemplo 1.53. Calcule lirr% ¢(x? —4), sabendo que g é uma fungdo continua.
X—
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Sorucio. Como lim(x? — 4) = -3, sabendo que g ¢ continua temos

x—1

lim g(x* - 4) = g lim(x* - 4)) = g(-3).

Teorema 1.54 (TEorEMA DO VALOR INTERMEDIARIO). Se f for continua e se y pertencer ao

intervalo aberto de extremos f(a) e f(b), entdo existira c € (a,b) tal que f(c) =y.

O Teorema 1.54 é chamado normalmente de TVI. Ele estabelece que uma fungao continua
assume todos os valores intermediarios entre f(a) e f(b). Geometricamente, o TVI diz que se
for dada uma reta horizontal qualquer y = y entre y = f(a) e y = f(b), como mostra a figura

abaixo, entdo o grafico de f intercepta a reta y = y pelo menos uma vez.

Observe que o TVI nédo é verdadeiro em geral para fun¢ées descontinuas.

Exemplo 1.55. Considere a fungdo f: [0,1] — R dada por

X se0<x<%,
f) = %42 selgxxgi
271 2S5 L

O gréfico de f é dado abaixo:
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Note que se % <y< % entdo nao existe ¢ € (0,1) tal que f(c) = y, ou seja, a conclusao

do TVI ndo é valida nesse caso, justamente porque f nao é continua.

Como um caso particular do TVI temos o:

Teorema 1.56 (TEorREMA DO ANULAMENTO). Se f: [a,b] — IR for continua e f(a)f(b) < 0

(isto é, f(a) e f (D) tém sinais contrarios) entdo existe ¢ € (a,b) tal que f(c) = 0.

Uma aplicacgdo do teorema ¢ a localiza¢do de zeros de uma fungdo.

Exemplo 1.57. Mostre que x> — 4x + 8 = 0 tem pelo menos uma solucio real.

Sorucio. Seja f(x) = x> — 4x + 8. Temos que f é uma funcdo continua e como f(0) =8 >0
e f(—3) =-7, o Teorema do Anulamento nos da um c € (-3,0) tal que f(c) =0, ou seja, c é

uma solucdo da equacao.

Exemplo 1.58. Existe algum namero real que é exatamente um a mais que seu cubo?

Sorucio. Queremos encontrar uma nsolucdo real para a equagdo x = x> + 1. Defina
f(x) =x3+1-x. Como f é uma fung¢do polinomial, ela ¢ continua. Além disso, f(0)=1>0
e f(-2) = -9 < 0. Segue entdao do Teorema do Anulamento que existe ¢ € (-2,0) tal que

f(c)=0, ouseja, c=c3+1.

Exemplo 1.59. A equagdo 2tgx —x =1 tem alguma solugdo real?

Sorugao. Defina f(x) = 2tgx — x — 1. Note que no intervalo [0, %] a fungdo f é continua,
pois é soma de fungdes continuas. Veja também que f(0) =-1<0e f(§)=1-% > 0.

Logo, do Teorema do Anulamento existe c € (0, %) tal que f(c) =0, isto é, 2tg(c)—c=1.
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Teorema 1.60 (Teorema DE WEIERSTRASS). Se f: [a4,b] — IR for continua, entdo existirao

x1,%; € [a,b] tais que

f(x1)< f(x) < f(xp) paratodox € [a,b].

Neste caso, dizemos que f(x;) é um valor minimo de f no intervalo [a,b] e f(x,) é um valor
maximo em [a,b]. O Teorema de Weierstrass diz que, se f for continua em um intervalo fechado
e limitado, entdo f assumira os valores maximo e minimo neste intervalo.

Se o intervalo nao for limitado o Teorema de Weierstrass ndo vale necessariamente, por

3 nio é limitada em [0,+00). Se o intervalo ndo for fechado, o resultado

exemplo, f(x) = x
também pode nao ser valido, por exemplo, a funcao identidade f(x) = x ndo possui valor
maximo nem valor minimo em (0, 2). Se a fun¢do nédo for continua, o resultado também nao

vale necessariamente, por exemplo, considere a fungao

2 sex=1
f(x)={ x sel<x<3
2 sex=23.

Como uma consequéncia do Teorema do Valor Intermedidrio e do Teorema de Weierstrass,

obtemos o seguinte resultado:

Corolario 1.61. Sejam f: [a,b] - R uma funcdo continua, m = min{f(x): x € [a,b]} e M =
max{f(x): x € [a,b]}. Entdo Im(f) = f([a,b]) = [m, M].

1.7 Indeterminacdes e limites infinitos

Consideremos a fungdo f(x) = % Quando x se aproxima de 0, a fungido x> também se aproxima
de 0 (por valores positivos) e Xl—z fica muito grande. De fato, os valores de f(x) podem ficar
arbitrariamente grandes, desde que tomemos valores de x cada vez mais préximos de 0. Para

indicar este comportamento usamos a notagao

lim f(x) = +o0.
x—0

Nogao Intuitiva. Sejam f: Dy C R — R uma funcdo e xo um ponto no fecho de Dy.
(i) Dizemos que o limite de f(x) é infinito quando x tende a x;, e escrevemos
lim f(x) = +oo,
X—X(
se podemos fazer os valores de f(x) ficarem arbitrariamente grandes tomando valores de

x suficientemente préximos de x.
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(ii) Dizemos que o limite de f(x) € menos infinito quando x tende a x,, e escrevemos

A f )= e

se podemos fazer os valores de f(x) ficarem arbitrariamente grandes e negativos, tomando

valores de x suficientemente préximos de x.

(iii) As defini¢des no caso de limites laterais infinitos seguem anélogas ao caso real.

Exemplo 1.62. Determine lim 3 e lim 2.

x—3+ ¥ x—3~ x=3

SorucgAo. Para valores x > 3 préximos de 3, x —3 é um ntmero positivo muito pequeno,

2

e ;=5 € um numero positivo grande. Entdo intuitivamente hrgl 73 = too. Analogamente,

vemos que h —00.

3x3_

Defini¢ao 1.63 (Livites inpiNiTOS). Sejam f: Dy C R — IR uma fungédo e xy um ponto no

fecho de Dy. Entdo dizemos que:

(a) lim f(x)=+co se dado K > 0 existir 0 > 0 tal que f(x) > K para todo 0 < |x —x¢| < ;

X—Xq

(b) lim f(x) = —co se dado K < 0 existir 0 > 0 tal que f(x) < K para todo 0 < |x — x| < 0.

X—X(

Exemplo 1.64. Prove que 11151 1 = too.
x—0%

Sorugio. Dado K > 0 devemos encontrar 6 > 0 tal que

1
p > K sempre que 0<x<)9,
ou seja
1
X< —= sempre que 0<x<o.

K
Isto sugere que devemos tomar 6 = % De fato se K > 0 é dado, escolha 6 = % Se
0 < x <6, entdo
1 1
0<x<o implica que ;>5:K,

0 que mostra que 111’51 L = +oo.

Proposic¢ao 1.65 (Propriedades dos Limites Infinitos). Seja L um ntmero real. Temos as seguin-

tes propriedades para os limites infinitos:
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li =+ li + =+
Jim f(x) =+ o Jim (f +8)(x) = +oo

lim g(x) = +o0 lim (f - g)(x) = +o0

X—Xq X—Xq

lim f(x)=L lim (f - g)(x) = +o0, se L>0

X—X ~ X—X,
0 entdo 0

lim g(x) = +oc0 lim (f - g)(x) = —o0, se L<0

X—X( X—X(

{ lim f(x)=—o0
3. Se TR entdo lim (f-g)(x) = -c0

Jim st o0 T
lim f(x)=L
4. Se oY entio lim (f + g)(x) = +oo
lim g(x) = +oc0 X—Xo
X—Xq
lim f(x)=L
5. Se o entdo lim (f + g)(x) = —o0
lim g(x) = o0 Jim (f +8)(x)
X—X(
lim f(x)=—o0 lim (f + g)(x) = —o0
6. Se Xl._)xo entao Xl._)xo
nggog<x) = —00 ngo(f -g)(x) = +o0
lim f(x)=L lim (f - g)(x) = —oc0, se L>0
7. Se TR entio { * 0
lim g(x) =—o0 lim (f - g)(x) = +o0, se L <0.
X—X( X—Xo

As propriedades acima sado vélidas se, em lugar de — x(, usarmos x — xj ou x — x;. Tais
propriedades nos dizem como operar com os simbolos +co e —co.

Temos as seguintes indeterminacdes:

+00—00, —00—(-00), 0-(xc0), —, %, 1=, 09 (ioo)o.

H
8

. Cosx
Exemplo 1.66. Calcule lim —
x—0 X
Sorucio. Temos
. Cosx . 1
lim =limcosx-— =1-+00 = +oo0.
x—0 x?2 x—0 x?2

A seguinte proposicdo serd util para calcular limites.

Proposicdao 1.67. Suponha que lim f(x) =0 e que existe r > 0 tal que f(x) > 0 (respectivamente
x—xg§

f(x)<0) para 0 < |x —xp| <r. Entao, lim ﬁ = 400 (respectivamente —co).
X—X(
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Vale um resultado andlogo para x — x| e para x — x;.

Exemplo 1.68. Calcule os seguintes limites:

) 1 . 1 :
lim , lim e lim
x—1tx—1 x—1-x—1 x—1x—1

Sorugio. Temos lim (x-1)=0=lim(x—-1),x—1>0parax>1ex—-1<0 parax<1.

x—1* x—1-
Portanto
) 1 ) . )
lim =400, lim =-00 e lim nao existe.
x—>1tx—1 x—1" X — x—1 X —
2
. X+ 3x
Exemplo 1.69. Calcule lim — .
x—2t x4 -4
SorugAo. Temos
x2+3x . x% +3x , 1 x?+3x

lim — = lim ———
xigl* X2—4 xg?gl)r (x—2)(x+2)

5
im —— =400+ — = +00.
x—=2tx—2 x+2 2

3-1
Exemplo 1.70. Calcule lim e
x> x2—2x+1
3.1 —1)(x?+x+1
Sorugio. Observe que ad = =Dl +x+1) . Assim,
x2-2x+1 (x—1)2
S-1 1
lim —~— = lim —— (x> +x+1) = 003 = —co.
-1 x2-2x+1 xo1-x-1

1.8 Limites no infinito

Vamos analisar o comportamento de uma fungao f(x) quando os valores de x ficam arbitraria-

mente grandes. Consideremos a fungao f(x) = . Entdo f(x) assume os seguintes valores:

x2+1
X f(x)
0 -1
1 0
10 0,98
100 | 0,9998
1000 | 0,99999
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Observemos que, quando tomamos valores muito grandes para a variavel x, os valores de

f(x) se aproximam de 1. Este fato pode ser denotado da seguinte forma

lim f(x)=1.

X—+00

Noc¢ao Intuitiva
(a) Seja f uma funcdo definida num intervalo (4, +o0), para algum a € R. Entdo dizemos que

lim f(x)=L,

X—+00

se podemos fazer com que os valores de f(x) fiquem arbitrariamente préximos de L, to-

mando valores suficientemente grandes da varidvel x.
(b) Seja f uma fungdo definida num intervalo (—o0,4), para algum a € R. Entdo dizemos que

lim f(x)=L,

X——00
se podemos fazer com que os valores de f(x) fiquem arbitrariamente préximos de L, to-

mando valores suficientemente grandes da varidvel x em valor absoluto, mas negativos.

Podemos estabelecer a defini¢do precisa de limite no infinito.

Definicdao 1.71 (LIMITES NO INFINITO).

(a) Seja f uma funcao definida em algum intervalo (4, +c0). Entdo lim f(x)= L se dado

X—>+00

€ >0 existe R > 0 tal que |f(x) —L| < € para todo x > R ..

(b) Seja f uma fung¢ao definida em algum intervalo (—oo,4). Entdo lim f(x)= L se dado

X—>—00

€ >0, existe R< 0 tal que |f(x)—L| < ¢ paratodox<R.

Exemplo 1.72. Temos lim % =0e lim % =0.

X—+00 X——00

Sorucgio. Dado ¢ > 0, queremos achar R > 0 suficientemente grande tal que

1
x>R>0 implica que |f(x)—-0|= ;—O‘:;<€.
TomandoR:%>0temos
>R>0 impli 0<1<1
X implica que —<==c
p q xR

Portanto, segue da defini¢do que lim 1 =0. A prova para x — —oo é analoga.
X—+00
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As propriedades de limites sdo também validas se x — x( for substituido por x — +co ou

X — —00.

Exemplo 1.73. Calcule lim xl—n onde n é um inteiro positivo.
X—+00

Sorucio. Temos

n
lim i: lim (l) =0.
X

x—+o00 X" x—+00

Em geral, temos que lim <+ =0 onde r é um ntmero real positivo.
X—t+o0 ¥
=+00

5, .4
+x*+1

Exemplo 1.74. Calcule lim rar
x—>+00 2x5 + x4+ 1

Sorucio. Temos

S(1414 1
x(1+x+ﬁ) I+i+L 14040 1

X +xtyl
T 240+0 2

lim 5 aarl = lim = lim ; :
X—>+00 X—+00 X—>+00 —_ —_
x5+ x+ x5(2+x14+x15) 2+ 5+ 3

Um célculo andlogo mostra que o limite, quando x — —co, também ¢ %

IMPORTANTE: a estratégia para calcular limites no infinito de uma funcgdo racional consiste em

colocar em evidéncia a mais alta poténcia de x no denominador e numerador.

Exemplo 1.75. Calcule lim (2+ %)

X—+00

Sorugio. Observe que |<2%| < |}C—| =1 parax>0. Como lim 1 =0 segue do Teorema do
X—>+00

Confronto que lim ** = 0. Portanto
X—>+00

senx

lim (2+ ):2+0:2.

X—>+00

Limites infinitos no infinito
Utilizamos a notagdo

lim f(x)=+4o0

X—+00
para indicar que podemos fazer os valores de f(x) ficarem tdo grandes quanto desejarmos,

desde que tomemos valores grandes para a variavel x. De forma andloga utilizamos as notagoes

Jim f9=eo Jim f9=seo lim f(x)= oo
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Exemplo 1.76. Encontre lim x2.

X—+00
Sorucio. Quando x torna-se grande, x> também fica muito grande. Por exemplo, 10% =
100, 100% = 10.000, 10002 = 1.000.000. Portanto vemos que lim x? = +co.

X—+00

Podemos estabelecer a definicdo precisa de limites infinitos no infinito.

Defini¢ao 1.77 (LiMITES INFINITOS NO INFINITO). Seja f uma fung¢ao definida num intervalo

(a,+00) para algum a € R.

(a) Dizemos que lim f(x) = +co se dado K > 0 existir R > 0 tal que f(x) > K sempre

X—+00

que x > R;

(b) Dizemos que lim f(x)= —co se, dado K < 0, existir R > 0 tal que f(x) < K sempre

X—+00

que x > R.
Seja f uma funcdo definida num intervalo (—oo,4) para algum a € R.

(c) Dizemos que lim f(x) = +co se dado K > 0 existir R < 0 tal que f(x) > K sempre

X—>—00

que x < R;

(d) Dizemos que lim f(x) = —co se, dado K < 0, existir R < 0 tal que f(x) < K sempre

X—>—00

que x <R.

Todas as propriedades de limites infinitos dadas continuam validas se substituirmos x — x

por x — +co ou x — —co. Além disso temos as mesmas indeterminacgdes:

+
+00—00, —00—(—00), 0-(x00), ﬁ, g, 1%, 00, (ioo)o.
I

I+

Exemplo 1.78. Calcule lim (x?

X—+00

- X).
Sorugio. Observe que temos uma indeterminagdo da forma +co—co. Nao podemos aplicar

a propriedade da soma. Contudo, podemos escrever

lim (x>—x)= lim x(x—1) = 400 - +00 = +oo.
X—>+00 X—>+00

3
+3x-1
Exemplo 1.79. Calcule lim rrorTo
x—+00 2x2 + x4+ 1
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SorucAo. Temos
3 31
. x3+3x-1 7 1+ x3) 1
hm22 1:hm = +00- 5 = oo,
X—+00 2X2 + X + X—+00 2(2+l+x1_2)
3 2
x°=3x“+1
E lo 1.80. Calcule lim ————
xemplo alcule lim ———
Sorucio. Temos
3(1-3 4+ L
x3-3x2+1 x(l +x3) 1
lim >— = lim :(—oo)-(——):+oo
x——c0 1-—2x x——co xz(% B 2) 2
X
1 \x+1
Exemplo 1.81. Calcule lim (—) .
x—+oo\lnx
1 \x+l1
Sorugio. Escrevemos (—) = e DIn(gz) Agora
Inx
. 1
lim (x+ l)ln(—) = +00-—00 = —00,
x—+00 Inx
e como a fung¢ao exponencial é continua
1 \xtl 1
lim (—) = lim e®DIn(mz) = exp( lim (x+ 1)ln(—)) =0.
x—+oo\In x X—+00 x—+00 Inx

1.9 Assintotas

Definicdo 1.82 (Assintora VErTICAL). A reta x = xy é chamada de assintota vertical da

funcdo f se pelo menos uma das seguintes condigoes estiver satisfeita:

e lim f(x) =40 e lim f(x)=+00 e lim f(x)=-o0
X—Xg X=X, xX—>X]

o lim f(x) = +eo o lim f(x)=-oc0 o lim f(x)=—o0
XX} X—Xg X=X

44



Exemplo 1.83. A reta x = 3 é assintota vertical de f(x) = %

Sorugio. Note que lim f(x) = +oo. Além disso, temos também lim = —oo.
x—3* x—3~

As assintotas verticais podem aparecer em pontos nos quais a fungao é descontinua, e
também em pontos de acumulagao de Dy.

Note que se f é continua num ponto x( entdo x = xy ndo é uma assintota vertical de f, uma
vez que xli_)rilof(x) = f(xp) e, portanto, nenhuma das condi¢ées da Defini¢ao 1.82 estd satisfeita.

Com isso em mente, o seguinte resultado é bastante util.
Proposicao 1.84. Se f: R — R é uma funcao continua, entao f nao possui assintotas verticais.

Note que no resultado acima estamos pedindo que f esteja definida e seja continua em toda

a reta real R.

Definicao 1.85 (Assintora HorizonTaL). A reta y = L é chamada de:

(a) assintota horizontal em +co da funcio f se

lim f(x)=L.

X—+00

(b) assintota horizontal em —co da funcio f se

lim f(x)=L.

X——00

_ V2x2+1

Exemplo 1.86. Encontre as assintotas horizontais de f(x) 3x a5
X

Sorucio. Considerando x — +oco temos x > 0 e assim
2 / [
X2+ . x(2+ ‘ |x| 2+ 2+x2 \/E
x—>+oo 3x +5 x>+ x(3 + §) x—>+oo x 3 _|_ x—>+oo 3 + 2
X
Agora considerando x — —oo temos x < 0 e assim

1

Vol P2 243 \2
m —— = =——
x—-00 3x+5 x—> (o] x 3 + —oo 3+ % 3
Lo L Y2 ¢ assi - =
goaretay = € assintota em +oco e y = —=5- € assintota em —oo para y = f(x)
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Defini¢ao 1.87 (Assintora OBLiQUA). A reta y = mx + n é chamada de:

(a) assintota obliqua em +co da fungao f se

lim [f(x)—(mx+n)]=0.

X—+00

(b) assintota obliqua em —co da fungao f se

lim [f(x)—(mx+n)]=0.

X——00

Note que toda assintota horizontal y = L de f é também uma assintota obliqua (com m =0
e n = L). Assim, se vocé encontrou uma assintota horizontal de f em +oco (ou em —o0) nao é
necessario tentar encontrar assintota obliqua em +co (ou em —o0), pois ela coincidira com a

assintota horizontal j& encontrada.

~ '

Exemplo 1.88. Determine todas as assintotas (verticais, horizontais e obliquas) da fungao
3

f(X) = x§+1'

Sorucio. Note que f est4 definida e é continua para todo x € R, pois x*> + 1 # 0 para todo

x € R. Segue entdo da Proposi¢ao 1.84 f ndo possui assintotas verticais.
Além disso veja que lim f(x) = oo e, portanto, nao ha assintotas horizontais. Escre-
X—=*00

vemos
X

x_—
x2+1 x2+1

entao

X3

) ) X
lim —x]= lim =
x—too\x2 + 1 x—to00 X2 + 1

Portanto, a reta y = x é uma assintota obliqua de f tanto em +co quanto em —oco.

PROCEDIMENTO PARA DETERMINAR ASSINTOTAS OBLIQUAS/HORIZONTAIS:

Passo 1: Primeiro determine m, caso exista, através do limite

m= lim 1%,
Xx—>+o00 X

Se m ndo for um numero real (isto é, se o limite ndo existe) entdo f nao possui assintota obliqua
em +oo. Se m for um numero real, va para o Passo 2.
Passo 2: Determine n, caso exista, através do limite

n= Xl_i)rfloo[f(x) — mx].
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Se n ndo for um numero real (isto é, se o limite ndo existe) entdo f ndo possui assintota obliqua
em +oo. Se n for um numero real entdo y = mx + n sera assintota em +oo. No caso em que m =0,
a assintota obliqua é também a assintota horizontal de f.

Repita o procedimento para x — —oco para encontrar a assintota em —co.

Exemplo 1.89. Determine todas as assintotas de f(x) = V4x? +x+ 1.
SorugAo. Veja que Dy = IR (pois 4x%> +x+1 > 0 para todo x € R) e f é continua. Segue
entdo da Proposicdo 1.84 que f ndo possui assintotas verticais. Como

lim f(x) = +oo,

X—*o00

f ndo possui assintotas horizontais.
Aplicamos o procedimento para determinar as assintotas obliquas (se existirem) de f.
Primeiro faremos em +oo.

Passo 1. Calculemos m:

x| 4+ 1+ >
m= lim M: lim f(x): 2:lim 4+l+i2:2.
X V X x

Xx—+o00 X X—>+00 X X—+00

Como m = 2 é um numero real, passamos ao Passo 2.

Passo 2. Calculemos n:

n= lim [f(x)—mx] = lim [f(x)=2x]= lim X+l 1

X—>+00 X—>+00 x=+00 \[4x2 + x + 1+ 2x 4

¢ um numero real, areta y = mx+n = 2x+ zlL é assintota obliqua de

ENT

Portanto, como n =
f em +oo.
Repetindo o procedimento para —co, vemos que y = —2x — ; ¢ assintota obliqua de f

em —oo.

1.10 Limites Fundamentais

Teorema 1.90 (O PrimEIrRO LiMmiTE FUNDAMENTAL). Temos

. senx
lim =1.
x—0 X

Demonstragdo. Como na demonstracgdo da continuidade das fung¢des trigonométricas, ire-

mos considerar seguinte figura para um dngulo 0 <x < 7:
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Temos
0 < é4rea (AOPA) < drea (setor OPA) < drea (AOTA),

ou seja
senx x tgx

<=<
2 2 2
Dividindo essa desigualdade por senx (que é positivo, entdo a desigualdade ndo se

0<

e portanto 0 <senx <x <tgx.

altera) obtemos

X 1
<
senx CoSx

1<

e, consequentemente, invertendo as desigualdades, obtemos
senx
cosx < —— < 1. (1.2)
X

Por outro lado, se —% <x <0, aplicando (1.2) a —x, (note que agora 0 < —x < % obtemos

sen(—x)

cos(—x) < <1.

—X
Utilizando o fato de que o cosseno é uma funcao par (isto é, cos(—x) = cosx) e o seno é
uma fungao impar (isto é, sen(—x) = —sen x) obtemos

senx
cosx <

Tt
<1 paratodo 0<|x|< Ex

Como limcosx =1, segue do Teorema do Confronto que

x—0

. senx
lim =1.
x—0 X
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sen(5x)

Exemplo 1.91. Calcule ling)
x—

X
Sorucio. Temos
I sen(5x) _ 5lim sen(5x) usbx g, SeMU o
x—0 X x—0 X u—0 U
. sen’x
Exemplo 1.92. Calcule lim —
x—0 X
Sorucio. Temos
. sen’x . senxsenx
lim — = lim =1
x—=0 X x—0 X X
tg(2x
Exemplo 1.93. Calcule lim t8(2x) .
x—0 X
Sorucio. Temos
tg(2 2 2
lim M =lim sen(2x) =2.
x—0 X x—0 2x  cos(2x)
. l—cosx
Exemplo 1.94. Calcule lim ———.
x—0 X
Sorucio. Temos
. l-cosx . (l-cosx)(l+cosx) .. 1-cos’x 1
lim =lim =lim
PEN x—0  x?2 l+cosx x-0 x2 1+cosx
sen’x 1 1
=lim —.

=0 x2 1+cosx 2

Exemplo 1.95. Calcule lim xsen(%).

X—+00

Sorucio. Fazendo u = %, temos # — 0" quando x — +oo. Portanto

senu

1
lim xsen(—): lim =1.
X—+00 X u—0t U
2
sen(x
Exemplo 1.96. Calcule lim (4 ).
x—0 X
Sorucio. Temos
2 2
1
lim sen(x”) =lim sen(x”) c—=1-400 = +00.
x—0 x4 x—0 x2 x2
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A seguir apresentamos, sem prova, o Segundo Limite Fundamental. A demonstracdo de
tal resultado necessita do auxilio da teoria de séries numéricas, e o leitor interessado pode
consultar a se¢cdo “The number e” no livro [3]. Mais adiante, quando aprendermos a Regra de

L’Hospital apresentaremos uma prova alternativa para esse limite.

Proposicao 1.97 (Secunpo LimiTE FUNDAMENTAL). Temos

e= lim (1+l)

X—+00 X

Usando este limite iremos calcular outros, que serao tteis mais adiante.

1 X
Exemplo 1.98. lim (1 + —) =e.
X

X—>—0

SorucgAo. Fazendo t = —x—1, isto é, x = —(t + 1), temos

o= )

Quando x — —oo temos t — +o0, logo

X t
lim (1+1) = lim (1+1) (E):e.

X——00 X t—+00

Exemplo 1.99. 1im+(1 +h)Vh =e.

h—0

Sorucgio. Fazendo h = 31—6, temos h — 0% quando x — +co. Logo

1 X
lim (1+h)Y" = lim (1+—) =e.

h—0t X—+00 X

Analogamente, temos

lim (1+ k)" =,
h—0-

e, combinados, esses limites nos dao:

lim(1 + k)" =e.

h—0
Uma das maneiras de se definir o nimero e é defini-lo como sendo o valor do limite acima, e
essa definicao da exatamente o mesmo valor do que a defini¢do apresentada em [3] (ainda bem,

pois se ndo, ndo seria uma defini¢do muito boa!).

el —1

p =1.

Exemplo 1.100. l%in})
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Sorucio. Fazendo u = e —1 ou h = In(1 + 1) temos

Para h — 0 temos u — 0, e assim

h

-1 1 1
lim —— = lim ——— = —=1.
h—0 h u—0 ln(u + 1)5 Ine

Um caso mais geral do que o exemplo anterior é o seguinte:

h
a p—
Exemplo 1.101. Sea>0ea =1 entdo }lin}) p =lna.
Sorucio. Fazendou =a"-1ouh = % temos
a—1 ulna Ina

h In(u+1) ln(u+1)%.
Para h — 0 temos u — 0 e assim

| . Ina Ina
lim = lim

= =Ina.
h—0 h u—>01n(u+1)% Ine na
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Capitulo 2

Derivadas

2.1 Retatangente e velocidade instantinea

Consideremos f uma fungdo com x, € Dy e consideremos a seguinte questao: € possivel encon-

trar uma equacdo para a reta tangente ao grafico de f no ponto (x, f(xg))?

Para responder a essa pergunta, precisamos primeiro entender o que é a reta tangente. Gros-
seiramente falando, a reta tangente ao grafico de f no ponto (x, f(xg)) é a reta que somente
toca o grafico de f nesse ponto, sem cruza-lo. Gottfried Wilhelm Leibniz, matematico alemao
considerado um dos pais do Célculo (juntamente com Isaac Newton), definiu a reta tangente a
uma curva plana num dado ponto (xy,yy) como sendo a reta que passa por (X, () € um outro
ponto da curva (x,y) que esta arbitrariamente proximo de (x(,yy). Essa expressdo “arbitraria-

mente proximo” nos lembra dos limites, ndo?

Vamos entdo tentar usar o conceito de limites para tentar encontrar uma expressao pra reta
tangente ao grafico de f no ponto (x, f(xg)), onde xo € Dy. Sabemos da Geometria Analitica

Plana, que uma reta que passa por (xg, f (xo)) tem equacao dada por

y_f(xO) = m(x_XO)J

onde m € o coeficiente angular dessa dada reta. Nossa tarefa entdo é calcular o valor (se possivel)

desse coeficiente angular m.

Para isso, seguiremos a defini¢do de Leibniz: consideramos a reta que passa por (xg, f(xg)) e

um outro ponto (x, f(x)) do grafico de f, como na figura abaixo:
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f(xo) \/ reta tangente

/ X0 X X

Sabemos, da Geometria Anaitica Plana, que o coeficiente angular da reta r, que chamaremos

de m, (pois muda quando x muda), é dado por

_ f(x) - fx)
x X—Xxg

Note que, quando fazemos x arbitrariamente préximo de x; (ou seja, quando x — x;) o coefi-
ciente angular m, da reta r fica arbitrariamente préoximo do coeficiente angular m da reta. Tal

afirmacdo, escrita matematicamente, fica

m= lim m, = lim JM.
X=X X—X( X — XO

Observacao: note que nem sempre é possivel encontrar m, pois o limite acima pode nao
existir. Nesse caso, ndo é possivel definir a reta tangente ao grafico de f no ponto (xo, f(xg)).
Quando conseguimos calcular m, isto é, quando o limite acima existe, dizemos que f ¢
diferenciavel em x, e escrevemos m = f’(xg), ou seja
) tim TR0
X— X0 X=X
e o valor f’(xy) é chamado de derivada de f em x;. Com isso, podemos fazer a seguinte

definicao:

Definigao 2.1 (Rera TANGENTE). Sejam f uma funcdo e xg € Dy, com f diferencidvel em

Xo. A reta tangente ao grafico de f no ponto (x, f(x)) é a reta de equagao

v = f(x0) = f'(x0)(x = x0).

\. J

Em muito lugares, quando a funcdo f é conhecida, nos referimos ao ponto (xg, f(xp)) como

o ponto de abcissa x.
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Exemplo 2.2. Seja f(x) = 2x?> — 3. Determine a equacio da reta tangente ao grafico de f

nos pontos de abcissas 0 e 2.

Sorucio. Vejamos se é possivel calcular f’(0). Temos

lim JM =lim2x =0,

x—0 X — x—0

assim f’(0) = 0, e a reta tangente ao grafico de f no ponto de abscissa 0 (que é o ponto
(0, f(0)) =(0,-3)) é dada por

y—f(0)=f"(0)(x-0) = p-(-3)=0-x = yp=-3.

Note que esta é uma reta horizontal.

Para o ponto de abcissa 2 (que é o ponto (2, f(2)) =(2,5)) temos

_ 2_ _
lim LS @)y 20 =8 2622 D) o 2) =8,
x—2 x—2 x—2 xX—2 x—2 (x — 2) x—2

Portanto f’(2) = 8 e a reta tangente tem equagdo

v-f(2)=f(2)(x-2) = yp-5=8(x-2) = yp=8x-11.

Exemplo 2.3. Determine a equagdo da reta que é
e tangente ao gréfico de f(x) = 2x> - 3;
e paralela a retay =2x+ 3.

SorugAo. Sabemos da Geometria Analitica Plana que duas retas sdo paralelas se e s6 se
seus coeficientes angulares sdo iguais. O coeficiente angular da reta tangente ao grafico
de f num ponto de abcissa xq é f’(x(), jd o coeficiente angular da reta y = 2x+ 3 é 2.
Assim, nosso trabalho é encontrar o ponto x( (ou os pontos, pois pode haver mais de um)
tal que f'(xq) = 2.

Para isso, calculemos f’(x() para um ponto x; qualquer. Temos

- 2x2-3-(2x2-3 2(x —
lim L3S0 _ 20 =3) _ iy 2= X)) o) = 4,
X—Xg X — xO X—X X — xO X—X( X — xO X—>Xq

Portanto f’(xg) = 4x( para qualquer que seja xj € IR. Logo, queremos encontrar x; € R tal
que 4x) =2, isto é, xy = % Portanto, estamos buscando a reta tangente ao grafico de f no
ponto de abcissa 3, que tem equagio

y-f3)=fG)x-3) = y+i=2x-}) = y=2-}
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Vamos agora focar em outro problema: seja s uma fungao que descreve a posicao de uma
particula sobre uma linha reta, em funcdo do tempo t. Dito de outra maneira, para cada instante
de tempo f real, a particula se encontra na posicdo s(t) da reta real. A velocidade média v,,

dessa particula, entre dois instantes ¢, e t é dada por

_ distancia percorrida _ s(t) —s(ty)

tempo decorrido t—ty
Sabendo disso, como podemos encontrar a velocidade instantdnea v(fy;) dessa particula no
instante t3? Pensando um pouco, nado é dififil ver que podemos calcular v(ty) calculando a
velocidade média v,, da particula entre os instantes ¢\ e t, e fazer com que ¢ fique arbitrariamente
proximo de ty. Ou seja a velocidade instantdnea (ou simplesmente velocidade) da particula no

instante ¢, é dada por

Nesse caso, quando esse limite existe, vemos que a velocidade é a derivada da funcao posicao

da particula.

2.2 Derivada: definicdo

Definicdo 2.4. Sejam f: Dy — R uma fungao e x; € Dy.

(a) Dizemos que f é diferenciavel em x; (ou derivavel em x;) quando o limite

[ ()= flxo)

X—X( X — xO

existe;

(b) Quando f é diferenciavel em x,, definimos

F(x) = tim LI =T E0)

X—Xg X=Xy

e f’(xg) é chamada de derivada de [ em x;

(c) se AC Dy e f édiferencidvel em todos os pontos de A, diremos que f ¢ diferenciavel

(derivavel) em A;

(d) quando f ¢ diferencidvel em todos os pontos de Dy, diremos simplesmente que f ¢

diferenciavel (derivavel).
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f(x)=f(x0)

Observagao: veja que, fazendo a mudanga de variavel /1 = x — x no limite lim ———~

obtemos o
o SO =f(0) _ o flxo+h) = flxo)

X—X( X —Xg h—0 h

Isso significa que podemos usar qualquer um dos dois limites acima (pois sdo iguais) para
calcular a derivada de f em xy. E bom saber dessas duas op¢des, pois a escolha entre uma

forma ou outra pode facilitar a vizualizagdao de como calcular a derivada.

e D

Exemplo 2.5. Seja f(x) = 7x3. Mostre que f é diferenciével e calcule f’(x;) para cada
Xo € R.

SorLucgAo. Seja xj € IR, temos

3 3 3_.,3
x)—f(x 7x° —=7x 7(x°—x
i FO = fx0) _ P 7o)
X—X X — XO X—Xq X — XO X—Xq X — XO
Como x3 — xg = (x = x0)(x% + xxg + x%), obtemos
2 2
x)—f(x 7(x—x0)(x° +xx0+x
lim M = lim ( o) 0+ %) = lim 7(x2+xx0+x§) = 21x§.
X—Xo X=Xy X—Xp X —Xp X—X(

Portanto, como esse limite existe, f é diferencidvel em xqe f'(xg) = 21x(2) para cada xp € R.
Observacao: para ilustrar a “diferenga” ao usarmos uma das duas possiveis maneiras de se
calcular a derivada, faremos esse exemplo usando também o segundo limite. Veja que, nesse caso,

temos , , s
lim f(xo+h)—f(xg) — lim 7(xo+h)° = 7x; _ i 7[(xo +h) —xo]'
h—0 h h—0 h h—0 h

Aqui, ao invés de usarmos a fatoragao como acima, usamos que (xq + h)3 = xg + 3x(2)h +3xoh? + h3,

e obtemos
h) — 21x2h + 31xgh? + W3
fim L0 = (¥0) _yy, 21¥oH+ 910 = 1im (2122 + 31xgh + h?) = 21x2.
h—0 h h—0 h h—0

Claramente chegamos a mesma conclusdo, porém por caminhos distintos. Vai de vocé analisar,

em cada caso, qual dos limites parece mais facil de ser resolvido!

Exemplo 2.6. Mostre que f(x) = |x| ndo é diferencidvel em x, = 0.
Sorugio. Como f(x) = |x| tem comportamentos distintos para x > 0 e x < 0, precisaremos

recorrer aos limites laterais. Como f(x) = x para x > 0, temos

limwzlim leimlzl.

x—0t X x—0t X x—0t
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Para x < 0 temos f(x) = —x, e assim

fX)-f0) _ . —x

lim = lim — = lim -1 =-1
x—0~ X x—0" X x—0*
Como
L fE-fO) L f@)-£(0)
x—07F X x—0 X
o limite
@ -£0)
x—0 X

nao existe, o que mostra que f ndo é diferenciavel em x, = 0.

2.3 Derivadas laterais

Assim como os limites laterais, temos as derivadas laterais.

Definigao 2.7 (DerivaDAs LaTERAIS). Sejam f uma funcdo e xg € Dy.

(a) Derivada lateral a esquerda. Dizemos que f é diferenciavel (derivavel) a es-

querda em x; se o limite
- f(x)

X=Xy X=Xy
existe, e nesse caso, seu valor é denotado por f’(xj) e é chamado de derivada a

esquerda de f em x;

(b) Derivada lateral a direita. Dizemos que f é diferenciavel (derivavel) a direita em
Xy se o limite
)= flx)
x—x§ X —Xq
existe, e nesse caso, seu valor é denotado por f/(xy) e é chamado de derivada a

direita de f em x;

Como no caso de limites, vemos que f é diferencidavel em x; se, e somente se, f é dife-

rencidvel a esquerda e a direita em x( e as derivadas laterais sdo iguais.

2.4 Diferenciabilidade e continuidade

O seguinte teorema estabelece uma relagdo entre continuidade e diferenciabilidade.
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Teorema 2.8. Se f for diferencidvel em xj € Dy entdo f serd continua em x,.

Demonstragido. Devemos mostrar que lim f(x) = f(xg). Note que, para x # x;, temos

e R )

Portanto

lim f(x) = lim FO=fxo) (s + f(xo)

X—X X—Xq X — XO
—1; f(x)_f(x()) . . _ _
= xlgfclo T 'xlgfclo(x —Xo) + J}g{}of(xo) = f'(x0)- 0+ f (x0) = f (xo),
0 que mostra que f é continua em x. ]

Note que ndo vale a implicacdo contrdria desse resultado, isto é, uma func¢do f pode ser
continua num ponto x, sem que f seja diferencidvel em x(. A func¢do f(x) = |x| do Exemplo 2.6
é continua em x = 0 mas ndo é diferenciavel em x = 0.

Esse resultado nos d4 um critério de nao diferenciabilidade:

f ndo é continua em x( entdo f nao é diferencidvel em x.

Exemplo 2.9. A fungao

sex>1

x? sex<l1,
f(x):{ 5

é diferencidvel em x =17

Sorugio. Como o lir? f(x)=1e lir? f(x) =2, afuncdo f ndo é continua em x = 1, logo
x—1- x—1*
nao é diferencidvel em x = 1.

2.5 Derivada como uma funcao

Nas sec¢bes anteriores, calculamos a derivada de uma fun¢ao f num ponto fixado x; de seu
dominio Dy. Queremos definir o que chamaremos de derivada de f, ou seja, queremos ver a

derivada como uma operacgao entre fun¢ées. Para isso, definimos
Dy ={x € Dy: f é diferenciadvel em x},
e a fungdo f’: Dy — R, chamada de derivada de f ¢ a fungao que a cada ponto x € Dy’ associa

a derivada 'f(x) de f em x.
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Aqui ndo hé segredos nem nada complicado, sé estamos trocando o numero fixo x( do limite

f(xo+h) - f(xp)
h

Y :1'
f'(x0) hlf(l)

por uma variavel x, ou seja,

h—0 h

A derivada de f é entdo uma fungdo. Veja que para calcular precisamente f’, precisamos

encontrar Dy, e f'(x) para cada x € Dy

Exemplo 2.10. Calcule a derivada de f(x) = Vx—1.

Sorugio. Veja que o dominio Dy da fungdo f € o intervalo [1,+c0). Para x > 1, temos

flx+h)-fx)

Vx+h-1-+Vx—-1

lim =lim
h—0 h—0 h
-1)—(x-1 1

o Gorh= )= (- 1)

h—0 h Vi+h-1+vVx—-1

. 1

=lim

=0 \x+h—1+Vx—1

B 1

2Vx -1

Aqui, temos que tomar o seguinte cuidado: assumimos que x > 1, mas veja que a ultima
passagem nao é vldlida para x = 1, pois nesse caso o limite nado existe.

Assim, f é diferencidvel somente para x > 1, isto é, Df/ =(1,+00) e para x > 1 temos

J

A derivada f’ de f é também chamada de derivada primeira de f ou de derivada de ordem
1 de f (a escolha desses nomes se dd pelo fato de que, mais adiante, veremos derivadas de
ordens superiores de f).
Notagoes alternativas. Temos outras maneira de denotar a derivada de f num ponto x, a saber:

af

P

f(x), Df(x).

ou

O simbolo dx na notagao acima se refere a variavel x. Assim, se estivermos trabalhando, por
exemplo, com uma func¢ado g de variavel ¢, as notacoes ficam

a8

Dg(t).
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Usaremos, durante esse curso, as duas primeiras. H4 também um outro tipo de notacdo,

quando escrevemos a fun¢ao na forma y = f(x), que é dada por

vy’ ou Z—z

2.6 Regras de derivacao
De agora em diante, iremos trabalhar da seguinte maneira:

* encontrar, usando a defini¢do, a derivada de certas func¢des elementares (poténcias e

raizes, senos e cossenos, exponencial e logaritmo);
* estabelecer regras para derivacao de fun¢des mais complicadas;

* usar essas regras para efetivamente calcular derivadas de fun¢des mais complicadas.

Comecemos com o calculo de derivadas, usando a definicao, das func¢des elementares.
Proposicao 2.11 (Derivapas pE FungOes ELEMENTARES). Sdo validas as seguintes:

(a) sejam k € Re f(x) =k para todo x € R entdo

f'(x)=0 paratodox€R;

b) sejam n um inteiro positivo e f(x) = x" para x € R entao
] p p

f'(x)=nx""! paraxelR;

(c) sejam n > 2 um inteiro positivo e f(x) = x'/" = {/x para x € Dy (Df = R se n é impar e
D¢ =[0,+00) se n € par) entdo
_ 1,11
fl(x)= uX"

para x € R\ {0} se n é impar e para x > 0 se n é par;

(d) se f(x) =senx para x € R entdo

f'(x)=cosx paraxeR;

(e) se f(x)=cosx para x € R entdo
f'(x)=-senx paraxeRR;
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(f) se f(x)=e* para x € R entdo
f'(x)=e¢* paraxelR;
(g) se f(x)=Inx para x > 0 entdo

1
f(x)= L Pparax> 0.

Demonstragdo. (a) Note que para x € R temos

hmf(x+h)—f(x) _ imﬂ _0,
h—0 h h—0 h

isto é, f é diferencidvel paratodoxeRe f’(x)=0.

(b) Lembremos que

xﬂ_xg = (x—xo)(xn—l +xn—2x0+“.+xx8—2+x8_1).

Entao
n n
n-1

L X2 xxB T2 x ) =

0 que mostra que f(x) = x" é diferenciavel em cada xyp € Re f'(xg) = nxg_l. Trocando x, por x,

o resultado segue.
(c) Fazendo y = {/x e vy = /Xy vemos que y — o quando x — x(. Assim

_ Wx—qx . y- .1 1 1 119
lim —— = lim Y yon:llm — = T=—ZT =% -
X—xg X=X oY=y yow Y opygT N
0

¥=%o
1
. . a1
logo f é diferenciavel em xj e f'(xg) = %xg . Trocando x; por x, o resultado segue.
(d) Note que para x € R temos

sen(x+h)—senx senxcosh+senhcosx —senx

=lim

lim
h—0 h h—0 h
) cosh—-1 senh
=lim([senx——— +cosx = COS X,
h—0 h h

onde usamos os resultados da secdo de limites fundamentais. Logo f é diferencidvel para todo

xeRe f'(x)=cosx.
(e) Note que para x € R temos

cos(x +h) —cosx cosxcosh—senxsenh —cosx

lim =lim
h—0 h h—0 h
. ( cosh—-1 senh )
=lim|cosx——— —senx—— | = —senx,
h—0 h h
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onde usamos os resultados da secdo de limites fundamentais. Logo f é diferencidvel para todo
xeRe f'(x) =—senx.

(f) Para x € R, veja que
—e
lim ———— =¢*lim
h—0 h h—0 h
onde usamos os resultados da se¢ao de limites fundamentais. Logo f é diferencidvel para todo

xeRe f'(x)=-e".
(g) Para x > 0 temos

e¥,

x+h X eh—l _

lim In(x+h)—Inx lim l

X+ h)
h—0 h h—oh ’

ln( .

Fazendo a mudancga u = % temos u — 0 quando h — 0, e assim

h\: 1 1 1
limln(l + —)h =lim —In(1 + u)% =—Ilne=—,
h—0 X u—0 X X X

onde usamos os resultados da secdo de limites fundamentais. Logo f é diferencidvel para todo
x>0ef’(x):%. ]

Sabendo as derivadas dessas fungdes basicas, vamos usar a defini¢do de derivadas para obter

algumas regras de derivacdo, e o seguinte teorema nos fornece algumas dessas regras:

s ~

Teorema 2.12 (REGrAs DE DERIVACAO). Sejam f e g fungdes diferencidveis num ponto x.

Entao:
(a) Regra do multiplo constante. Se k € R entdo kf é diferencidvel em x e
(kf) (x) = kf’(x),
isto é, constantes “saem” da derivada;

(b) Regra da soma. f + g é diferencidvel em x e

(f+8)(x)=f'(x)+g'(x),
isto é, a derivada da soma é a soma das derivadas;

(c) Regra do produto. f - g é diferenciavel em x e

(f-8)(x) = f/(x)g(x) + f (x)g(x)-
Cuidado! A derivada do produto nao é o produto das derivadas!

f

(d) Regra do quociente. Se g(x) = 0 entdo g é diferencidavel em x e

FVoL L F0ge) - fgx)
(="
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Demonstragdo. (a) Veja que

(k h)—(k k h) —k h) -
i (DD ) _ i R R) g S D=1
logo kf é diferencidvel em x e (kf)(x) = kf’(x).
(b) Temos
AR = () | ) gl h) - f () - g(x)
h—0 h h—0 h
h) - h) -
_},ii%(f(ﬂ 2 flx)  glx+ 1: g(x)):f,(xhg,(x),

logo f + g é diferencidvel em x e (f + g)'(x) = f'(x) + g’ (x).
(c) Antes de comecarmos, lembremos que como g é diferencidvel em x, ¢ é também
continua em x, ou seja, }lir%g(x +h) = g(x).

Agora, veja que

(f)(x+h)=(fg)(x) = fx+h)g(x+h) - f(x)g(x).

Assim, usaremos um artificio bastante conhecido na matemaética (conhecido como “somar
0”) que consiste em somar e subtrair o mesmo valor na expressdao, o que ndo altera seu

valor. Somaremos e subtrairemos o valor f(x)g(x + h) na expressdo acima e obtemos

(f&)x+h)=(fg)x) = f(x+h)g(x+h)—f(x)g(x+h)+f(x)g(x+h) - f(x)g(x)
=Lﬂx+M—f@ﬂﬂx+m+fWMﬂx+m—ng

Assim, usando esses céalculos, obtemos

i VORI (F548) 1)

h—0 h B h—0 h
= f(x)g(x) + f(x)g"(x)

(d) Como no item anterior, comegcamos lembrando que como f e g sdo diferencidveis

glx+h)+f(x)

mx+m—gun
h

em x, elas sdo também continuas em x, isto é, 111im f(x+h)=f(x)elimy_,og(x+h)=g(x).
—0

Veja que

f Foo feth) ) fxthgl) - fx)g(x+h)
(ot =)= e s = gz

No numerador, usando a mesma técnica do item anterior, somaremos e subtrairemos a

expressdo f(x)g(x), para obter

Flct glo) = Fx)gle+ ) _ flox+ gl () ()g(x) ~ f(glr+
g(x +h)g(x) g(x +h)g(x)
= e e = F g - Fgtes ) - gl
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Com isso, obtemos

lim<§><x+h>—<§><x>

h—0 h
_ 1 fx+h)—f(x) g(x+h)-g(x)
%aogx+ng{ h gx) = f(x) I |
WACHORIEHE

[g(x)]? ’
f

pois g(x) # 0. Com isso, provamos que 3¢ diferencidvel em x e

Exemplo 2.13. Com as regras vistas acima, combinadas com as derivadas das fungoes

elementares, é simples ver que:
e Se f(x)=x8+12x%—6x+2 entdo f'(x) = 8x” + 60x* - 6.

e Se f(x) =xcosx entdo f’(x) = cosx —xsenx.

x?-2 - 2x(x3+6)— (k2 =2)3x>  —x*+6x?+12x
e Se f(x) = P entdo f'(x) = 3162 = 3+ 6) para x #
—+6.

e Se 1 é um inteiro positivo e f(x) = x™" entdo f’(x) = —nx"""! para x = 0.

eSea>0,a=1ce f(x) =log,x para x > 0 entdo f'(x) = para x > 0, ja que
na
Inx

log,x = Ing:

Exemplo 2.14. Encontre a equagdo da reta tangente ao grafico de f(x) = > no ponto

de abcissa 1.

2
Sorucgio. Como f’(x) (1(1_—96)), temos f’(1) = 0. Logo a equagdo da reta tangente é
, e e
y-f)=fM)x-1) = y-5=0 = y=5

Podemos apresentar as férmulas de derivacdo em uma notagdo alternativa que facilita a
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compreensao. Denotando u = f(x) e v = g(x), temos

uy  wv-uv’
(u+v) =u"+7/, (uv) =u'v+uv’ e (—)——

quando essas derivadas sdo possiveis.

2.7 Regra da Cadeia

Uma das operagdes mais importantes que podemos realizar com fungdes é a composi¢do. Ja
vimos como tratar o limite de uma composta de fungodes, e a Regra da Cadeia nos fornece uma
férmula para derivar a composta h = f o g, usando as derivadas de f e g. Apresentaremos a

seguir o resultado sem sua demonstracdo, que pode ser encontrada, por exemplo, em [3].

s N

Teorema 2.15 (ReGrA DA CaDEIA). Sejam f: Dy —> Re g: Dy > R, com g(D,) C Dy, e
considere a composta h=f og.

Se g é diferencidvel em x( € D, e f € diferencidvel em g(x), entdo h ¢ diferencidvel em
Xg €

W' (xo) = £'(8(x0))8" (x0). (2.1)

Exemplo 2.16. Calcule a derivada de h(t) = cos(Vt).

Sorucio. Tomemos g(t) = Vt, que tem dominio Dy =[0,00) & f(x) = cosx, com Dy = R.
Assim h(t) = f(g(t)) para t > 0. Além disso, temos g’(t) = ﬁ paratodot>0e f'(x) =

—senx para qualquer x € R. Pela Regra da Cadeia obtemos

W(t)=f'(g(t)g’(t) = —sen(\/f)ziw para todo ¢ > 0.

Exemplo 2.17. Calcule a derivada de h(t) = In(4t — 2).

Sorugio. Consideramos g(t) = 4t —2 e f(x) = Inx. Aqui, para termos a composta bem
definida, como Dy = (0,+00), devemos ter g(f) = 4t —2 > 0, o que nos dé D, = (%,+oo).
Assim h(t) = f(g(t)) para t € Dy, g’(t) =4 paratodo t € Dg e f'(x) = % para todo x > 0. Pela

Regra da Cadeia temos

1
= 4:
4t -2 41 -2

1
para todo t > 5
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Exemplo 2.18. Se f(x) = e** entdo f'(x) = ae™*.

Sorugao. Consideremos g(x) = ax e h(x) = e*, com D, = D, = R. Aqui temos f(x) = h(g(x))
para cada x € Re, aplicando a Regra da Cadeia, como g’(x) = ae h’(x) = ¢* para todo x € R,
obtemos

f'(x)=h(g(x))g’ (x) = e a=ae”™ paratodo x€R.

Exemplo 2.19. Podemos usar a Regra da Cadeia para derivar a fungdo exponencial a*
com basea>0,a=1, e obter

(a*) =a*Ina.

Ina* xlna

Sorugio. De fato, seja a > 0 com a # 1. Escrevemos a* =e =e e pela Regra da

Cadeia obtemos

d d
— = _exlna — exlna_

Ina X
xlna)=e"""lna=a"lna
dx dx dx( ) ’
isto &
(@) =a*lna.
Observacao: note, na férmula acima, que quando a = e obtemos novamente a derivada da funcdo

exponencial.

Exemplo 2.20. Regra da Poténcia. Se a € Re x > 0 entdo

X =ax® 1.

Sorucio. Escrevemos x& = el"** = ¢®In¥ ¢ pela Regra da Cadeia obtemos

d a d alnx alnx d 1

—x% = — =e —(alnx)=x%a~ = ax®7 !,

dx dx dx( ) x
ou seja

(x*) =ax*!  paratodo x > 0.

Exemplo 2.21. Calcule a derivada de f(x) = x* para x > 0.
Sorucio. Escrevemos x* = el?¥" = ¢*In% ¢ aplicamos a Regra da Cadeia para obter

(x*)' = e*"*(xInx) = x*(Inx +1)  para todo x > 0.

67




2.8 Derivada da func¢ao implicita

Em geral, as fung¢ées sdo dadas explicitamente na forma y = f(x) como, por exemplo,

2
3X2+1 7x +1
=senx, =e = _
Y Y 8x3 9

’ s

e assim por diante. Entretanto, algumas fun¢ées sao definidas implicitamente por uma relagdo
entre x e y, isto é, a regra que define a fun¢do y = f(x) ndo é explicita, mas é dada por uma
expressao envolvendo tanto x quanto y (e, em geral, ndo conseguimos isolar a varidvel y como
nas expressoes explicitas acima).

Por exemplo, imagine que a tnica coisa que sabemos sobre a func¢do y = f(x) é que ela

satisfaz a equagdo

isto ¢, que para cada x € Dy, temos
X% +[f(x)]* = 25.

Nao sabemos dizer exatamente qual o valor de f(x) para cada x € Dy, uma vez que, nesse caso,

podemos ter

y=fx)=V25-22 ou y=flx)=-V25-22

para cada x € Dy.
Algumas vezes ainda nao somos capazes nem de encontrar quais os possiveis valores de y

para cada x dado, como por exemplo na equagdo
Pl y3 = 6xY.

Mas fazemos aqui a seguinte pergunta: serd que sabendo a expressdo que relaciona x e
v = f(x), somos capazes de encontrar uma expressao para a derivada % = f’(x)? A resposta é
SIM, e para isso usamos o conceito de derivacao implicita que consiste em derivar ambos os
lados da equagdo em relacdo a x e entdo resolver a equagdo resultante para y’.

Lembre-se que para a derivagdo implicita, estamos supondo que y = f(x) é uma fungdo de

variavel x.

e D

Exemplo 2.22. Se x2 +y% = 25 encontre %.

SorugAo. Sempre que derivamos ambos os lados de uma equagdo que envolva x e v,
e estamos olhando y como uma fungao da variavel x, diremos que estamos derivando

implicitamente a equacao.
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Assim, derivando implicitamente a equagao dada temos
(*+p%)'=(25) = () +@*) =0

Pela Regra da Cadeia temos

dy
2y, _ =7
(V ) - ydx’
e assim obtemos
2x+2 4y 0 — + 4y 0
X —_= X — =0,
y dx y dx
isto é, a derivada % de p satisfaz a equagao
dy
x+yp—===0.
y dx
Observagao: para os pontos x € D, tais que y # 0, podemos isolar % na equacgdo acima e obter
4y _ _x
dx = vy°

Exemplo 2.23. Se x> + 3 = 6xy, encontre %.

Sorugao. Derivando implicitamente a equagdo obtemos

3x% + 39y’ = 6y + 6x7’

isto €, p
2 2 y
X =29+ (y°—2x)5==0.
y+(y°-20)
Observacao: para os pontos x € D, tais que y%2 —3x # 0, podemos isolar Z—z na equagao acima e
obter
dy 2y-x*
dx 2 -2x’

2.9 Derivada da funcao inversa

Vamos usar a derivacdo implicita para encontrar a derivada da fungio inversa f~! de uma

funcdo inversivel f: A — B. Como f é inversivel, sabemos que para cada x € B temos

FUFH ) =x.

Dito de outra maneira, se y = f "1(x), entdo y é dada implicitamente pela equacio

fly)=x
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Assumindo que f e f~! ¢ diferencivel, derivando essa equagao implicitamente temos

Se f’(y) # 0, temos
PSS IV S 1
AR T R T}

Com isso, demos a ideia da prova do seguinte resultado:

Proposigdo 2.24 (DERIVADA DE FUNCOES INVERSAS). Seja f inversivel e diferencidvel em f~1(x),
com f’(f~1(x)) # 0. Se f~! for continua em x, entdo f~! serd diferencidvel em x, e
1
(F) (x0) = o
f/(f(x0)
O que fizemos anteriormente demonstra o caso onde ja sabemos que f~! ¢ diferenciavel em
Xo. Se assumirmos somente que f~! é continua em x;, a demonstracio segue notando que
-1 -1
X)— x - 1
o IOy 1
X=X X=X v=vo f(x) = f(x0)  f(%0)

onde fizemos as mudancas vy = f~!(xo) e y = f~}(y). Como f~! ¢ continua em x, temos y — v,

se x — xo. Logo f~1 é diferenciavel em x; e a prova segue como antes.

e D

Exemplo 2.25. Se g(x) = X7 entdo g(x) =1

1_
= 1xi~1, onde x > 0 se n for par e x # 0 se n for

impar (n > 2).

Sorucio. Note que g(x) = Xi éa funcdo inversa de f(x) = x". Podemos encontrar g’(x)
de duas maneiras, uma aplicando diretamente a Propo si¢do 2.24 e outra aplicando a
ideia da demonstracdo dessa proposicdo utilizando derivagao implicita. Faremos das duas
maneiras.

Método 1: Aplicando diretamente a Proposi¢do 2.24 temos

Método 2: Temos

y=x" se, esomentese, y"=x.

Derivando implicitamente obtemos

isto é
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Exemplo 2.26. A inversa da funcdo f(x) = senx, com dominio Df = [ 7] e imagem
Imy =[-1,1], é a fungdo g(x) = arcsenx, com dominio D, = [-1,1]. Qual ¢ a derivada de
8(x)?

SorugAo. Podemos encontrar g’(x) de duas maneiras, uma aplicando diretamente a Pro-
po si¢do 2.24 e outra aplicando a ideia da demonstragao dessa proposi¢ao utilizando a
derivagdo implicita. Faremos das duas maneiras.

Método 1: Aplicando diretamente a Proposi¢do 2.24 temos

1

arcsen’x = ———————,
cos(arcsen x)

Agora, 1 = cos?(arcsen x) +sen?(arcsen x) = cos?(arcsen x) +x2, logo cos(arcsenx) = V1 — x2

pois cosy > 0 para —1t/2 <y < 1t/2. Portanto

arcsen’ x = )
1-—x2
Note que arcsen’x esta definida somente em (-1,1), pois a derivada ndo existe quando
x ==1.
Método 2: Temos

Y =arcsenx se, e somente se, seny =Xx,
T << Deri do implici
para —35 <y < 5. Derivando implicitamente

dy 1

dy 9y _
dx cosy’

T

cosy ou

Agora 1 = cos?y+sen?y = cos?y +x%. Como cosy > 0 para —1/2 < y < 1/2, concluimos

, 1
arcsen’ x =

para -—-1<x<I.
1-x

Observacao: de maneira andloga podemos definir as fungdes trigonométricas inversas do cosx,

tgx, secx e cotgx, denominadas arccos x, arctgx, arcsec x e arccotgx.

2.10 Derivadas de ordens superiores

Na Segdo 2.5 vimos que dada uma fungdo f: Dy — R, sua derivada (ou derivada primeira,
ou derivada de ordem 1) é definida como sendo a fungao f’: Dy — R é dada por Dy = {x €

Dy: f é diferencidvel em x} e para cada x € Dy, f’(x) € a derivada de f em x.
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Podemos entao repetir esse processo, mas comegando com a fungdo f’: Dy — R e calcular a
sua derivada, que sera chamada derivada segunda de f (ou derivada de ordem 2 de f), e sera

denotada por f”: Dy» — R. Isto é
Dg» ={x € Dy: f’ é diferenciavel em x},

e para x € Dg» temos f”(x) = (f')(x). Veja que para x € Dy~ temos

fllx+h) - f(x)

24 — l- ,
fr) o h
Também podemos escrever
” d2f
=50 =2t = py.

A derivada terceira de f (ou derivada de ordem 3 de f) é a derivada de f”, e é denotada

por f

" Df/// — IR. Também escrevemos

a3 af
" _ D3 )
= f =S5 =D
Para n € IN¥, quando existir, a derivada n-ésima de f (ou derivada de ordem »n de f) é a
derivada de f("=1), (1. D¢y — R. Também escrevemos

af

dxn

f(ﬂ) -

= D"f.

Exemplo 2.27. Seja f(x) = 3x?> —4x. Calcule f’, f” e f”.

Sorucio. Temos f'(x) =6x—4, f”(x) =6 e f”’(x) = 0 para todo x € R. Note também que
f"(x) =0 paratodox e Ren>3.

Exemplo 2.28. Se f(x) = % entdo

Sorucio. Veja que f(x) = x~!. Assim

Também




Vemos entdo que paran =1 e n =2 aférmula acima é verdadeira. Repetindo esse processo

n vezes, chegamos em
n
f(n)(x) _ (—1)”n!x‘”_1 _ (_x1n)+1n!'
Observacao: o que fizemos acima foi provar a férmula para os dois primeiros casos e entao usamos
a nossa intuigdo para acreditar que a férmula é verdadeira para todo n € IN. Porém, s6 a intuicao
ndo basta na Matematica, e se quiséssemos demonstrar de fato esse resultado precisariamos do
Principio da Indugdo Finita. Nao faremos a demonstragao nessas notas, mas pergunte ao seu pro-

fessor como esse principio funciona e como ele é usado para provar esse exemplo!

Exemplo 2.29. Seja
-x“ sex<0,

f={ "

b se x > 0.
Calcule f’ e f”, quando existirem.

SorucAo. Para x < 0 temos f(x) = —x?, 0 que nos d4 f’(x) = —2x. Para x > 0 temos f(x) = x2,

e portanto f’(x) = 2x. Em x = 0, ndo temos como escapar de usar a defini¢cdo para calcular

a derivada de f. Note que para x # 0 temos

F=FO)
X

e portanto

70 = lim T IO i o1 = 0

x—0 x—0
Assim f é diferencidvel e f’(x) = 2|x| para todo x € R.
Agora, temos f”(x) = 2 para x > 0, f”(x) = -2 para x < 0 e f ndo tem a derivada de
ordem 2 em x =0, isto é, Dy» =R\ {0} e

p -2 sex<0,
f(x) =

2 sex>0.
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Capitulo 3

Aplicacoes da Derivada

No capitulo anterior aprendemos sobre a derivada de uma fungao, além de véarias maneiras de
calcula-la. Vimos também como a Regra da Cadeia pode ser usada para calcular derivadas de
funcdes implicitas, e usamos isso para obter derivadas de fungdes inversas, criando assim uma
extensa lista de fun¢des que conseguimos derivar.

Contudo, saber derivar fun¢des nao adianta muito se ndo soubermos os variados usos da
derivada na solug¢do de problemas matematicos e/ou reais. Esse capitulo é dedicado a isso:

veremos situagdes nas quais o uso da derivada é essencial para suas resolugdes. Vamos 14!

3.1 Diferencial

Consideremos f: Dy — R uma fungao diferencidvel, e usamos a notagdo y = f(x). Vamos adici-
onar a varidvel x uma quantidade muito pequena dx, e considerar a situagao ilustrada na figura

abaixo:

reta tangente

X x+dx x

Na figura acima, temos as seguintes quantidades:
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a pequena variagao dx adicionada a variavel x;

a variagdo Ay = f(x+dx)— f(x), que é a diferenca entre os valores de f(x +dx) e f(x);

o angulo 6 formado entre a reta tangente ao gréafico de f no ponto (x, f(x)) e o eixo x, cuja

tangente sabemos ser a inclinacdo dessa reta, que é dada por f’(x);

a variagao diferencial dy que ocorre ao adicionarmos dx na varidvel x, que é dada por

dy =tgOdx = f'(x)dx.

Note que a diferenca entre Ay e dy converge a zero, quando comparamos isso a dx e fazemos

dx ir a zero. Isto é, sabemos que

Ay—-d dx)— - f'(x)d dx)—
y—dy _ flerdd S9-S0 ferd 0 o quandod o

Em particular, isso significa que quando dx é pequeno, nao erramos muito ao aproximar a

variagdo Ay por dy, isto é,
Ay~dy paradx suficientemente pequeno,
que pode ser escrito como

f(x+dx)~ f(x)+dy = f(x)+ f'(x)dx quando dx é pequeno. (3.1)

Definigao 3.1. Seja f: Dy — R € uma funcdo diferenciavel e denote y = f(x). Entdo a

diferencial de f em x (ou simplesmente a diferencial de f) é dada por
dy = f'(x)dx,

e é definida em termos de um incremento dx pequeno (que pode ser positivo ou negativo).

Exemplo 3.2. Temos um aparelho que mede o raio de uma dada esfera, com erro de no
maximo 0,25% (para mais ou para menos). Ao medir uma esfera com esse aparelho,
obtemos o raio de 20 cm.

Qual é o0 erro maximo cometido ao usar esse valor de raio para computar o volume da

esfera?

Sorucio. Com o erro de 0,25%, se o raio da esfera for de 20cm entdo o erro absoluto
cometido na medi¢do é de, no maximo, 0,05cm.

Denotaremos por
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e r oraio da esfera;
e dr o erro maximo absoluto cometido na medida do raio;

e V(r)o volume da esfera que tem raio r, que é dado por

4
V(r)=—mr’.
(r) 37
O erro cometido ao calcular o volume da esfera é AV, que pode ser aproximado pela

diferencial de V em r, dada por
AV = V'(r)dr = 4rr?dr.
Assim, quando r =20cm e dr = 0,05cm, temos
AV ~dV = 47m(20cm)?0,05cm = 807w em?

Observacao: podemos ainda usar uma aproximagdo de 7t para obter um valor para AV, mas
note que essa aproximacao também afeta o valor do erro cometido. Por exemplo, usando 7 = 3
obtemos AV ~ 240cm?, enquanto que 7 ~ 3,1415 obtemos AV ~ 251,32cm?, o que representa
uma diferenga consideravel. Aqui, o ideal é usarmos uma aproximacdo para @ que cometa erro
consideravelmente menor do que aquele que ja cometemos na medicdo do raio para que ele ndo
influencie tanto o resultado. Enquanto na primeira o erro cometido é de mais de 4, 5%, na segunda

o erro é menor do que 0,003%.

Exemplo 3.3. Utilizando a diferencial, calcule um valor aproximado para o acréscimo Ay
que a fungdo y = x> sofre quando se passa de x = 1 para x +dx = 1,01. Calcule o erro
Ay —dy.

Sorucio. Note que dy = 3x%>dx e dx = 0,01. Assim
Ay ~ dy = 3x*dx = 3.0,01 = 0,03.
Nesse caso, conseguimos calcular explicitamente Ay, pois
Ay =(1,01)>-1=1,030301 -1 =0,030301,

e, assim, Ay —dy = 0,000301.

J

A equacdo (3.1) é chamada de aproximacao linear de f em x, e é usada para aproximar
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(obviamente) o valor de f(x + dx). Veremos como fazer isso com um exemplo.

Exemplo 3.4. Encontre um valor aproximado para V4, 05.
Sorucio. Consideremos a func¢do f(x) = Vx, x =4 e dx = 0,05. Assim V4,05 = f(x + dx).

Usando a (3.1) sabemos que
V4,05 = f(x+dx)~ f(x)+ f'(x)dx = f(4) + f'(4).0,05.

Como f(4)=V4=2, f'(x) = ﬁ e f/(4) =1, temos

0,05
V4,05~ 2+ 1" 2,0125.
Observacgao: ao calcular o valor de V4,05 numa calculadora, obtemos
V4,05=2,012461179749811,

que é um valor bem préximo do que obtivemos usando a aproximacdo linear. A calculadora utiliza
aproximacdes mais precisas do que a linear, usando termos de ordens maiores para o cdlculo.

Veremos uma aproximagao melhor do que a linear mais adiante, na Segao 3.11.

3.2 Taxa de variagao

Como aplicagado direta da Regra da Cadeia, temos as taxas de variacao (também chamadas de
taxas relacionadas), que aparecem basicamente quando uma quantidade (funcao) h depende
de uma quantidade (variavel) u, isto é, h = f(u) para alguma funcao f, e u por sua vez é uma
quantidade (func¢do) que também depende de uma terceira quantidade (variavel) x, isto é, u =

g(x) para alguma fungao g. Nesse cendrio, vemos que h também depende de x via a regra

isto é, h é a composta de f e g, com varidvel x. Seguindo a Regra da Cadeia, temos

W (x) = f(g(x))8’ (x).

Isso, que é somente a Regra da Cadeia, pode ser usado nos seguintes exemplos.

Exemplo 3.5. Suponha que estd sendo bombeado ar para dentro de um balao esférico,

3 ~ Z M : ~ Z
e seu volume cresce a uma taxa de 50<%-. Quao rdpido o raio do baldo estd crescendo

quando o raio é 5cm?
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SorucgAo. Aqui, a varidvel inicial é o tempo f, medido em segundos. Consideramos que o
raio r da esfera seja uma funcao de t, isto é, r = r(t). Sabemos que o volume V da esfera
depende de seu raio r, pelaregra V = %nr3. Assim, vemos que o volume da esfera também

depende do tempo ¢, pela regra

V(D) = Sl (o)

Usando a Regra da Cadeia, obtemos
V() = 4r[r(t)]?7 ().

Sabemos que no instante t tal que r(t) = 5cm, a taxa de variacao do seu volume (que é
dada por V'(t)) é de 50%. Assim, obtemos

3
50% = 47t(5cm)2r(1),

0 que nos da
1
Y(t) = cm

T 2m s

’

que é a taxa de variagao do raio do baldo (ou seja, quao rapido ele estad crescendo) quando

seu raio é de 5cm.

Exemplo 3.6. Um tanque de 4gua tem a forma de um cone circular invertido com base de

raio 2m e altura igual a 4m, conforme a figura abaixo:
2m

|

Se a 4gua estd sendo bombeada dentro do tanque
3
a uma taxa de 2.+, encontre a taxa na qual o

4m nivel da dgua estd elevando quando a dgua estd a

3m de profundidade.

SorucgAo. A variadvel aqui é o tempo ¢, medido em minutos. O volume V da coluna de

agua dentro desse tanque, mostrada na figura abaixo:

2m
f
Am w— ’ depende da sua altura h e de se raio r, pela
-=‘l formula |
V =—nr’h.
h 3
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Usando semelhanga de triangulos, sabemos que

h
= r=-.
2
Substituindo na expressao para V, e lembrando que h = h(t) (pois a altura da coluna de

agua depende do tempo decorrido), obtemos
T
V(t)= —[h(t)].
(t) = S5 [h(t)]
Derivando essa expressdo com respeito a variavel ¢ e usando a Regra da Cadeia temos

V() = 3P ()

Sabendo que V'(t) = 21?11_;1 e avaliando a expressao acima no instante em que h(t) = 3m

chegamos em
8
W)= — 2

9 min’

3.3 Teorema de Rolle e o0 Teorema do Valor Médio

O Teorema do Valor Médio é um dos teoremas mais importantes do Calculo. Dele seguem as

mais diversas aplicagdes, e é usado extensivamente na Matematica.

Para demonstré-lo, precisaremos do Teorema de Rolle, enunciado a seguir, cuja demons-
tracdo ndo conseguimos exibir agora, por falta de algumas defini¢des e resultados adicionais

necessarios. Mais adiante mostraremos como prova-lo.

Teorema 3.7 (TEoreEMA DE RorLE). Seja f: [4,b] — R uma fung¢do continua, que é dife-

renciavel no intervalo aberto (a,b). Se f(a) = f(b) entao existe ¢ € (a, b) tal que f’(c) = 0.

Uma interpretacdo fisica para o Teorema de Rolle é a seguinte: imagine que uma particula
se move horizontalmente, com fun¢ao posicdo f(t) na variavel de tempo t. Se a particula se
desloca entre os instantes de tempo inicial t = a e final t = b e ela comeca e termina na mesma
posicao, isto é, f(a) = f(b), entdo deve existir um tempo t = ¢ entre a e b de maneira que nesse

instante a velocidade da particula é zero, isto é, f’(c) = 0.

A representagao grafica do Teorema de Rolle é dada na figura abaixo:
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A figura acima pode nos levar a crer que existe somente um valor de c tal que f’(c) = 0.
Isso ndo é verdade, e podemos ter varios valores possiveis de c tais que f’(c) = 0. Por exemplo,
na fung¢ao f cujo grafico esta representado na figura abaixo é possivel identificar trés possiveis

valores para c. Vocé consegue identificd-los?

Se vocé marcou os trés pontos destacados abaixo, vocé esta correto!

Com o Teorema de Rolle em maos, podemos enunciar e demonstrar o Teorema do Valor
Médio.
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Teorema 3.8 (TEorEmA DO Varor MEpio (TVM)). Seja f: [4,b] — R uma fun¢do continua,

e diferenciavel no intervalo aberto (4, b). Entdo existe c € (a,b) tal que

f(b)=f(a)=f(c)(b-a),

ou seja, existe c € (a,b) tal que

F(b)- fla)

=101
Demonstragdo. A reta que passa pelos pontos (a, f(a)) e (b, f(b)) é dada por
b)—
r(x) = f(a)+ %(x —a).

Vamos definir a fungdo h: [4,b] — R por
h(x) = f(x)—r(x) paratodo x € [a,b],
e notemos que

e Como f é continua por hipdtese e r € uma fungdo continua (pois é um polindémio)

temos h continua.

e Analogamente ao item anterior, h é diferencidvel no intervalo aberto (a, b);
e Note que r(a) = f(a) e r(b) = f(), assim h(a) = h(b) = 0.

Assim todas as hipéteses do Teorema de Rolle estdo verificadas para h, o que garante que
existe c € (a,b) tal que h’(c) = 0. Mas

para todo x € (a, b),

0 que nos da

]

horizontalmente, com func¢do posigdo f(t)

Uma interpretacdo fisica para o TVM ¢é a seguinte: imagine que uma particula se move

entre os instantes de tempo inicial t = a e final t = b, entdo deve existir um tempo t = c entre a e

b de maneira que nesse instante a velocidade da particula é igual a sua velocidade média nesse

fb)-Fla)

intervalo, isto &, f'(c) = =~
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Geometricamente, o TVM nos diz que se f for continua em [a,b] e diferencidvel em (a,b),
entdo existe ¢ € (a,b) tal que f’(c) é o coeficiente angular da reta S que passa por (a, f(a)) e

(b, f (b)), como mostrado na figura abaixo.

f’(C) — f(bb):g(a)
S
(b)
! f
f(a)
a ¢ b X

Como no Teorema de Rolle, ndo é de se esperar que exista somente um valor de c para o
qual f'(c) = %. O TVM garante a existéncia de um valor de c, mas podem existir varios. No
exemplo acima, existe mais um valor possivel para c, vocé consegue identifica-lo?

Note também que o TVM ¢ uma generalizacao do Teorema de Rolle. De fato, quando f(a) =
f(b), o TVM nos da a existéncia de c tal que

o f)—f(a)
C)=— = O,
Fo=10"1
que é exatamente o que garante o Teorema de Rolle. Porém, eles sdo enunciados e provados

separadamente uma vez que a demonstracdao do TVM depende do Teorema de Rolle.

3.4 Crescimento e decrescimento de fungoes

Ja mencionamos anteriormente que o TVM é muito importante para o Calculo. Vamos usa-lo
agora para estudar o comportamento (de crescimento ou decrescimento de uma fun¢ao) usando
o sinal da sua derivada.

Assuma que f é uma funcdo diferenciavel num intervalo aberto (a,b) e fixemos x € (a,b).

Suponha também que f é crescente em (a,b). Assim, fixado x € (a,b), para h > 0 pequeno temos

feeeh)=f) _
h = VU,
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pois f(x) < f(x+h) (pois f é crescente). Portanto

f/(x):hmf(ﬁh)—f(x) ~ lim f(x+h)—f(x)

>0
h—0 h h>0+ h N

onde a ultima desigualdade segue do Teorema da Comparacdo de Limites. Com isso, con-

cluimos que

se f é diferenciavel e crescente em (a,b) temos f’(x) > 0 para todo x € (a,b).

Analogamente, se f é diferenciavel e decrescente em (4, b) entdo f’(x) < 0 para todo x € (a, b).
Usando o TVM, somos capazes de mostrar que a afirmacdo reciproca também ¢é verdadeira,

como mostra o resultado a seguir.

Proposicao 3.9 (TESTE DA DERIVADA PRIMEIRA PARA CRESCIMENTO DE FUNCOES). Seja f: [4,b] »> R

uma funcao continua, com f diferenciavel no intervalo aberto (a, b).
(a) Se f’(x) >0 para todo x € (a,b) entdo f seréd crescente em [a,b].
(b) Se f’(x) <0 para todo x € (a,b) entdo f serd decrescente em [a, b].

Demonstragdo. Provaremos (a), e a prova de (b) é andloga. Para provar (a) sejam x,y € [a,b] com
x <y. A restri¢ao da funcao f ao intervalo [x,y] é continua e diferenciavel em (x,y). Portanto,

segue do TVM que existe ¢ € (x,p) tal que

f@)-fx)=f(c)y-x >0,

pois f’(c) > 0 (por hipdtese) e py —x > 0. Issso nos déd f(y) > f(x) e mostra que f é crescente em
[a,b]. O

Uma proposicdo parecida também se aplica quando a derivada tem sinal definido, como

mostra o resultado a seguir.

Proposicao 3.10 (TESTE DA DERIVADA PRIMEIRA PARA O CRESCIMENTO ESTRITO DE FUNGOES). Seja

f: [a,b] > R uma fungdo continua, que é diferencidvel no intervalo aberto (a,b).
(a) Se f’(x)> 0 para todo x € (a,b), entdo f serd estritamente crescente em [a, b].
(b) Se f’(x) < 0 para todo x € (a,b) entao f serd estritamente decrescente em [, b].

Demonstragdo. Como na proposi¢ao anterior provaremos (a), e a prova de (b) é andloga. Sejam
x,9 € [a,b] com x < y. A restricdo da fungao f ao intervalo [x,y] é continua e diferencidvel em

(x,v). Portanto, segue do TVM que existe c € (x,y) tal que

f@) - fx)=f(c)(x-p)>0
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pois f’(c) > 0 por hipdtese e y —x > 0. Isso nos dd f(y) > f(x) e mostra que f é estritamente

crescente em [a, b].

]

Exemplo 3.11. Determine os intervalos de crescimento e decrescimento de f(x) = x> —

2x2 +x+1.

SorugAo. Para isso, usaremos a Proposigao 3.10, isto é, calcularemos a derivada de f e

analisaremos o seu sinal. Temos

fl(x)=3x*—4x+1= 3(x—1)(x—%).

2

Para analisar o sinal, é interessante fazer os seguintes passos (ndo sdo absolutamente
necessarios, mas sao um auxilio visual interessante!):

Passo 1. Desenhe o dominio de f (nesse caso, toda a reta real IR) e marque todos os

. ) _ ~ _ _ 1
pontos nos quais f’(x) = 0. Nesse caso, sdo os pontos x =1 e x = 3.

1 R

W—e

Isso divide o dominio de f em alguns intervalos (trés, nesse caso), e passamos para o
Passo 2, que consiste em analisar o sinal da derivada em cada um desses intervalos.

Passo 2. Para analisar o sinal da derivada em cada um desses intervalos, basta calcular
o sinal de f’ em um #inico ponto de cada um desses intervalos (pois como ja marcamos
todos os zeros de f’, o Teorema do Anulamento nos garante que o sinal de f’ ndo pode

mudar nesses intervalos).

e No intervalo (—oo, %) escolhemos, por exemplo, o ponto x = 0 para obter f’(0) =1 >
0. Logo f’(x) > 0 em (—oo,%). Marcamos essa informag¢do na reta real desenhada

acima, da seguinte maneira:

[SMIEY
—e
=

sinal de " —»  +

e Em (%, 1) escolhemos, por exemplo, x = 3 e obtemos f’(3) < 0 (note que ndo precisa-
mos nem efetivamente calcular o valor de f’(%), basta saber seu sinal. Como, para

1 1 1 : 1
x=5temosx<1lex> 3, obtemosx-1<0ex—35>0,assim f’(x) =3(x-1)(x—35) <0

para x = 5). Anotando isso na nossa reta real:

W—e
—e
=

sinalde " —»  +
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e Finalmente, em (1,+o0), escolhemos por exemplo x = 2 e como, neste caso, x—1>0

ex— % > 0 temos f’(2) > 0. Anotando na nossa reta real, temos:

Wi~ e
|
—e

sinal de " —»  +

Com isso, passamos ao Passo 3, que consiste em usar a Proposi¢do 3.10 para analisar
o crescimento de f usando o sinal da derivada: sinal positivo (+) a funcdo é estritamente
crescente (que denotamos com um sinal de ) e sinal negativo (—) a fun¢ao é decrescente
(que denotamos com um sinal de ).

Passo 3. Analisar o crescimento de f. Na nossa representacao da reta real, ficamos

com:

/ N /

W e
—e
=

sinalde f" —»  +

Com isso, terminamos a nossa analise e concluimos que
e f é estritamente crescente em (—oo, %];
e f éestritamente decrescente [%, 1];

e f é estritamente crescente em [1,+00).

Exemplo 3.12. Mostre que ¢* > x + 1 para todo x > 0.

Sorugao. Defina f: R — R por f(x) =e*—x—1. Veja que f'(x) =e*—1> 0 para x > 0,
0 que mostra que f é estritamente crescente em [0, +o0), pela Proposi¢cao 3.10. Portanto

f(x)> f(0) para todo x > 0. Mas f(0) =0, o que nos dd e* > x + 1 para todo x > 0.

3.5 Maximos e minimos

Além de saber estudar o crescimento de uma fungao, é importante saber encontrar pontos nos

quais a fun¢do atinge um maximo (ou um minimo). Vamos ver precisamente essas defini¢des a

seguir.
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Definicao 3.13. Sejam I um intervalo e f: I — R uma fungao.

(a)

Diremos que xy € I é um ponto de maximo local de f, se existir 0 > 0 tal que
f(x) < f(xp), para todo x € (xg — 0,xg + 0) N I. Neste caso, diremos que f(xy) é um

maximo local de f (ou um valor de maximo local de f).

Diremos que xy € [ é um ponto de minimo local de f, se existir 6 > 0 tal que
f(x)> f(xp), para todo x € (xg—9,xg+0)NI. Neste caso, diremos que f(xy) é minimo

local de f (ou um valor de minimo local de f).

Um ponto x, € I serd dito um ponto de extremo local, se xy for um ponto de maximo
local ou um ponto de minimo local. Neste caso f(x() é chamado de extremo local

de f (ou um valor de extremo local de f).

Diremos que xy € I é um ponto de maximo global (ou absoluto) de f se f(x) < f(xg)
para todo x € I. Neste caso, diremos que f(xy) é maximo global (absoluto) de f (ou

um valor de maximo global (absoluto) de f).

Diremos que xj € I é um ponto de minimo global (asboluto) de f se f(x) > f(xg)
para todo x € I. Neste caso, diremos que f(xg) é minimo global (absoluto) (ou um

valor de minimo global (absoluto) de f).

Um ponto xq € I serda dito um ponto de extremo global, se x; for um ponto de
maximo global ou um ponto de minimo global. Nesse caso f(xy) é um extremo

global (absoluto) de f (ou um valor de extremo global (absoluto) de f).

Exemplo 3.14. O valor de méaximo global de f(x) =cosx é 1, e f tem infinitos pontos de

maximo global, a saber todos os pontos da forma x = 2nm com n € Z. O valor de minimo

absoluto de f é —1, e temos infinitos pontos de minimo absoluto, a saber todos os pontos

da forma x = (2n+1)w com n € Z.

Exemplo 3.15. Considere a func¢do f: [-2,1] — R definida por f(x) = x

2, cujo grafico é

apresentado na figura abaixo:
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-2 1 X

Essa funcao possui dois pontos de méaximo local: x = -2, que também é ponto de
maximo absoluto de f, com valor mdximo absoluto f(-2) = 4, e x = 1 com valor de
maximo local f(1) = 1. Além disso f tem um ponto de minimo absoluto em x = 0, com

valor de minimo absoluto f(0) = 0.

Exemplo 3.16. A funcdo f(x) = e* ndo tem pontos de extremo local.

O seguinte resultado é bastante interessante, e nos sera util mais adiante.

Proposicao 3.17. Considere f: (a,b) —» R uma fungao diferenciavel. Se c € (a,b) for um ponto

de extremo local de f entdo f’(c) =

Demonstragdo. Vamos fazer a prova no caso em que ¢ é um ponto de maximo local (a prova no
caso em que ¢ é um ponto de minimo local é anédloga).
Se ¢ € (a,b) é um ponto de méaximo local entdo existe o > 0 tal que f(x) < f(c) para todo
x€(c—09,c+09). Para c < x <c+ 6 temos
. x c

<0,
x—ct X—cC

pois f(x)— f(c) < 0ex—c>0, onde usamos o Teorema da Comparagao de Limites.

Para c — 6 < x < c temos
10) = 1im LS

xX—c~ X—C

>0,

pois f(x)—f(c) <0ex—c<0,onde usamos o Teorema da Comparacao de Limites. Combinando

estas duas desigualdades obtemos f’(c) = 0. O]

Algumas importantes observagdes a respeito desse resultado devem ser feitas:
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e Note que se ndo considerarmos f definida num intervalo aberto o resultado acima po-
dera nao ser verdadeiro. Por exemplo, se f: [0,1] — R for dada por f(x) = x, entdo os pontos
extremos serdo x = 0 e x = 1. Em ambos os casos, teremos f’(x) = 1.

e Note que néo vale a reciproca. Um exemplo que ilustra este fato ¢ a fungéo f(x) = x> que

satisfaz f’(0) = 0, mas x = 0 ndo é um ponto de extremo local de f (veja na figura abaixo).

flx)=x°

e Note que nao podemos tirar a hipétese de diferenciabilidade. A fungao f(x) = |x| tem um

ponto de minimo local (e absoluto) em x = 0, mas f’(0) ndo existe.

Demonstracdo do Teorema de Rolle

Quando apresentamos o Teorema de Rolle ainda ndo éramos capazes de demonstré-lo.
Agora, com a defini¢cdo de pontos de extremo local e com a Proposi¢do 3.17, juntamente com o

Teorema de Weierstrass somos capazes de prova-lo.

Demonstragdo do Teorema de Rolle. Se f for constante em [4, b] entdo f’(x) = 0 para todo x € (a, b)
e ¢ pode ser qualquer namero em (a, b).
Assim, nos resta provar o caso em que f ndo é constante. Como f é continua, pelo Teorema

de Weierstrass existem x1,x, € (a,b) tais que
f(x1)< f(x)< f(xp) paratodo x € [a,b].

Na nossa nova linguagem, existem um ponto de minimo absoluto x; € [a,b] de f e um ponto de
maximo absoluto x, € [4,b] de f. Mais ainda, ambos sdo pontos de extremo local de f.

Como estamos trabalhando no caso onde f nado é constante, devemos f(x;) < f(x,) (pois do
contrario f seria constante). Como f(a) = f(b), um dentre x; e x, deve estar em (a,b). Entdo da
Proposi¢do 3.17 segue que ou f’(x;) = 0 ou f’(x,) = 0. Portanto, mostramos que existe c € (a,b)

tal que f’(c) =0, e o Teorema de Rolle esta demonstrado. ]

Defini¢ao 3.18. Seja f uma funcdo. Um ponto ¢ € Dy é chamado de ponto critico f se

f’(c)=0ouse f’(c) ndo existe.
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Exemplo 3.19. Os pontos criticos de f(x) = x¥5(4 - x) sdo % e 0.

12-8
—/5x. Entéo, f'(x) = 0 se 12— 8x = 0, ou seja x = 3 e f’(0) ndo

Sorugao. Temos f'(x) =
5x2

existe.

A Proposicao 3.17 pode ser reescrita da seguinte maneira: se f: (a,b) — R é diferencidvel
entdo todo ponto de extremo local é um ponto critico de f. Isso nos dd uma dica de onde buscar

extremos locais: come¢amos analisando os pontos criticos de f!

3.6 Critérios para determinar maximos e minimos

Nosso objetivo aqui é conseguir determinar se um dado ponto critico de f é um ponto de

maximo local ou um ponto de minimo local de f. Para isso, temos o seguinte resultado:

Proposicao 3.20 (TESTE DO CRESCIMENTO PARA CLASSIFICAR PONTOS DE EXTREMO LOCAL). Sejam

f:(a,b) > R uma funcdo continua e c € (a, b).

(a) Se existe r > 0 tal que f é crescente em (c —r,c| e decrescente em [c,c + ) entdo ¢ é um

ponto de maximo local de f.

(b) Se existe r > 0 tal que f é decrescente em (c —r,c| e crescente em [c,c + ) entdo ¢ é um

ponto de minimo local de f.

Demonstragdo. Faremos a prova de (a), e a prova de (b) é andloga. Como f é crescente em
(c—r1,c] entao f(x) < f(c) para todo c—r < x < ¢c. Como f é decrescente em [c,c + ) entdo
f(x)< f(c)paratodoc<x<c+r. Assim f(x) < f(c) para todo x € (c—r,c+r), 0 que mostra que

¢ € um ponto de maximo local de f. N

Exemplo 3.21. Determine os valores de maximo e minimo locais da fungdo

xz—x

T 14322

f(x)

SorugAo. Vamos usar a Proposicdo 3.20 para encontrar os pontos de extremo local de f,
mas primeiro faremos a andlise do crescimento de f usando o Teste da Derivada Primeira
para Crescimento Estrito de Fungdes. Veja que Df =Re

, 3x2+2x -1
fx= (1+3x2)2°
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Como o denominador de f’ é sempre positivo, o sinal de f” é determinado pelo sinal de

seu numerador. Assim, precisamos analisar o sinal de 3x2 + 2x — 1. Temos
) 1
3x“+2x—-1=3(x+ 1)(x—§ .

A analise de sinal nos da a seguinte visualizagdo:

/ N /!

sinalde f" —»  + -1 -

wi—e
=

Portanto, obtemos o seguinte:
e f é estritamente crescente em (—oo,—1];
e f éestritamente decrescente em [—1,% ;

e f é estritamente crescente em [%,+<>o).

1 .
3 € um ponto
1y _ 1y

3) = -z é um

Segue da Proposicdo 3.20 que x = —1 é um ponto de maximo local de f e x =

de minimo local de f. Assim f(-1) = J é um valor méximo local de f e f(

valor minimo local de f.

Exemplo 3.22. Determine os valores de maximo local e minimo local de

SorugAo. Veja que nesse caso temos Dy = R\{-2, 2}, e aqui, na nossa representacdo visual,
j& comecamos desenhando a reta real sem os pontos +2, que ndo estdo no dominio de f,

isto é:

Temos
8x

f'(x)= a—ap para todo x € R\ {-2,2}.
O tnico ponto critico de f é x = 0, pois f’(0) = 0. Colocamos esse ponto na nossa

representacdo visual:
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e
N

) R

Notamos que o sinal de f’ é determinado pelo seu numerador 8x, uma vez que seu
denominador é estritamente positivo. Além disso, 8x > 0 para x >0 e 8x <0 parax<0, 0

que nos da a seguinte representagao visual para o sinal de f”:

N N / /!

sinal de f’' — — — + n

Com isso concluimos que:

e f éestritamente crescente em (—oo,—2);
e f éestritamente crescente em (—2,0];
e f é estritamente decrescente em [0, 2);

e f éestritamente decrescente em (2,+00).

Portanto x = 0 é um ponto de minimo local com valor minimo f(0) = 0. Apresentamos

o grafico de f na figura abaixo:

Note que, nesse caso, x = 0 ndo é ponto de minimo absoluto de f e 0 ndo é valor minimo
absoluto de f.
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Existe também um teste envolvendo a derivada segunda para determinar se um dado ponto
¢ um ponto de extremo local de f, além de classifica-lo. Tal resultado é util em algumas
situagdes, nas quais a andlise do crescimento da funcao f é muito complicado. Apresentamos

ele a seguir, sem sua prova.

Proposicao 3.23 (TESTE DA DERIVADA SEGUNDA NO EXTREMO LOCAL). Seja f: [a,b] — R. Supo-
nha que f tenha derivada f’ e derivada segunda f” em (a,b), e assuma que f” é uma fungao

continua em (a,b). Dado c € (a,b), vale o seguinte:
) se f'(c)=0e f”(c) >0 entdo c é ponto de minimo local de f;

(b) se f’(c)=0e f”(c) <0 entdo c serd ponto de maximo local de f.

Exemplo 3.24. Usando a Proposicdo 3.23, classifique os pontos de extremo local de

f(x)=x?e%,

Sorugio. Como f é diferencidvel em IR, os pontos de extremo local de f estardo entre
seus pontos criticos (que nesse caso sdo os pontos c tais que f’(c) = 0).

Como
f(x) = (2x - 5x%)e™>%,
o0s pontos criticos de f sdox=0e x = % Além disso, como

(x) = (2-20x + 25x%)e ™",

temos f”(0)=2>0e f”(%) =-10e7% < 0. Logo, pela Proposicdo 3.23, x = 0 é ponto de

minimo local e x = % é ponto de maximo local.

O Método do Intervalo Fechado

O Teorema de Weierstrass afirma que uma fungdo continua definida num intervalo fechado
f:[a,b] > R possui um valor méximo global e um valor minimo absoluto, isto é, existem x;, x, €
[a,b] tais que

f(x1) < f(x) < f(xp) paratodox€[a,b],

mas nao diz quem sdo ou como encontra-los.
Uma anélise do que fizemos até o momento nos dd uma importante informacao nesse caso:

um ponto de extremos absoluto deve ser ou um ponto critico de f no intervalo aberto (a,b),
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ou um dos pontos de fronteira do intervalo [a,b] (isto é, ou a ou b). Com essa informagao em
maos, somos capazes de apresentar o Método do Intervalo Fechado para encontrar os pontos

de maximo absoluto e minimos absoluto de uma fungdo continua f: [4,b] — R:
Passo 1. Encontre os pontos criticos de f no intervalo (a,b).

Passo 2. Com os pontos criticos encontrados no passo anterior, que nomeamaos de C1,Coy..)

monte a seguinte tabela:

x| f)

a| f(a) Na coluna da esquerda colocamos os pontos de fronteiras a e
f(b) b do intervalo [4,b] e os pontos criticos cy,c,,... encontrados

c1 | f(ey) no passo anterior. Na coluna da direita calculamos o valor de

¢y | flca) f em cada um desses pontos.

Passo 3. Analise a tabela acima para encontrar o maior valor e o menor valor da coluna da

direita. Eles sdo, respectivamente, o valor maximo absoluto e o valor minimo absoluto de f.

Exemplo 3.25. Utilizando o Método do Intervalo Fechado, encontre os pontos de maximo

absoluto e minimo absoluto da fungao

3 3X2

f(x):%—7+2x+1,

no intervalo [0, %]

Sorugio. Como f é uma funcdo polinomial, ela é continua e, portanto, podemos utilizar
o Método do Intervalo Fechado.
Passo 1. Como f é diferencidvel, encontrar os pontos criticos de f é encontrar os

pontos nos quais f’(x) = 0. Como
flx)=x*=3x+2=(x—1)(x-2),

os pontos criticos de f sdo x =1 e x = 2. Porém, veja que para o método, precisamos dos
pontos criticos que estdo no intervalo (0, %), ou seja, s6 queremos o ponto critico c; = 1.

Passo 2. Montamos a tabela, e nesse caso,a=0e b = % Assim

X f(x)
a=0 | f(0)=1
b=31f3)=1%
c=1f1)=4
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Passo 3. Identificando os pontos de méaximo absoluto e minimo absoluto na tabela,

obtemos:
x| f(x)| identificacao
0| 1 |+« menor valor
3| 7
2 4
1 % <« maior valor

Portanto x = 0 é o ponto de minimo absoluto de f em [0, %] e o valor minimo absoluto

de f em [0, %] é1,ex=1¢éo ponto de maximo absoluto de f em [0, %] e o valor maximo
3714 11

absoluto de f em [0,3] é .

O gréfico dessa fungao estéd na figura abaixo:

3 2
11 X 3x
?i f(X)—?—T+2X+].
7
4
1 ¢
0 1 3 X
2

3.7 Concavidade e pontos de inflexao

Ja estudamos o crescimento de uma dada fungao f, agora é a vez de estudarmos a sua conca-
vidade. Em termos mais simples, estudar a concavidade de f é separar o dominio de f nos
pedacos aonde o grafico de f tem curvatura no formato U (que chamamos de convexa) ou tem

curvatura no formato N (que chamamos de concava).

Matematicamente, definimos da seguinte maneira:
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Definicdo 3.26. Seja f: (a,b) — R. Diremos que

(a) f éconvexaem (a,b) se para todos x,y € (a,b) e « € (0,1) temos
flax+ (1 -a)y)<af(x)+(1-a)f(y).

(b) f éestritamente convexa em (a,b) se para todos x,y € (a,b) e a € (0,1) temos
flax+ (1 -a)y) <af(x)+(1-a)f(y)

(c) f éconcava em (a,b) se para todos x,y € (a,b) e @ € (0,1) temos
flax+(1-a)y)>af(x)+(1-a)f(y)

(d) f éestritamente concava em (a,b) se para todos x,y € (a,b) e & € (0,1) temos

flax+(1-a)y)>af(x)+(1-a)f(y)

Note que f é (estritamente) convexa em (a,b) se, e somente se, —f é (estritamente) concava
em (a,b). Defini¢cdes andlogas valem para quando f estd definida em intervalos da forma [a, ),
(a,b] ou [a,b].

Geometricamente, uma fungdo f é convexa dados dois pontos no gréafico de f, o segmento
de reta que liga esses dois pontos estd acima do grafico de f. Consideremos a func¢ao dada na

figura a seguir, e a regido sombreada é a parte do plano que fica acima do gréfico de f.

Y/

No exemplo acima, f ndo é convexa! Considere a figura abaixo:
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Note que o segmento de reta desenhado ali liga dois pontos do gréfico de f, mas ndo estd na

regido acima do grafico de f. Um exemplo de fungdo f convexa é a seguinte:

Observacao: em alguns livros é comum se referir ao termo convexo como céncava para cima, e
concava como céncava para baixo. Muitos acham que o uso desses termos facilita a compreensao
desse conteudo!

O préximo teorema, que apresentaremos sem prova, estabelece condi¢des suficientes para
que uma fungao f seja estritamente convexa ou estritamente cdncava, usando informacgdes so-

bre sua segunda derivada.

e D

Teorema 3.27 (TESTE DA CONCAVIDADE PELA DERIVADA SEGUNDA). Seja f: (a,b) — R uma

funcdo diferencidvel até segunda ordem em (a,b). Valem as afirmacgoes:
(i) se f”(x)> 0 para todo x € (a,b) entdo f serd estritamente convexa em (a, b);

(ii) se f”(x) < 0 para todo x € (a,b) entdo f seré estritamente concava em (4, b).
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Veja que esse teste é bem parecido com a andlise do crescimento de uma fungdo utilizando

o sinal de sua derivada primeira, e os passos para a andlise sdo andlogos.

N

X

Exemplo 3.28. Estude a concavidade de f(x)=¢" 2.

SorugAo. Comegamos notando que que Dy = R. Derivando f duas vezes chegamos em

2

f(x) = (< = 1) 7.

N

X

Como ¢~ 2 > 0 para todo x € R, o sinal de f” é determinado pelo sinal de x> — 1. Como
antes, faremos uma vizualizagao grafica e desenharemos o dominio de f (nesse caso, IR) e
nele destacaremos os pontos nos quais f”'(x) = 0 (nesse caso, os pontos nos quais x>~1 = 0,

isto é, x = £1):

-1

-

R

Em cada um dos intervalos restantes (nesse caso, trés), o sinal de f” pode ser verifi-
cado avaliando f” em um ponto daquele intervalo. Analisando esses sinais, chegamos na

seguinte representac¢do visual:

U N U

sinal de f” — + -1 - 1 + R

Aqui usamos U para representar que no intervalo especificado a fungdo é estritamente

convexa e N para estritamente cdncava. Com isso, temos a seguinte analise:
e f éestritamente convexa em (—oo0,—1);
e f éestritamente concava em (—-1,1);
e f éestritamente convexa em (1,+o0).

O gréfico de f e os intervalos com as diferentes concavidades estdo representados na

figura abaixo.
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Os pontos nos quais a fun¢do muda de concavidade sao importantes e devem ser destacados,

COmo veremos a seguir.

Definicdo 3.29. Seja f: (4,b) —» R uma fungdo continua. Diremos que x; é ponto de

inflexao de f se uma das duas afirmacgdes abaixo é valida:
* fliax,) € cOncava e f|, p) € convexa;
* fliax,) € convexa e f|, ») é concava.

Isto é, um ponto de inflexdao é um ponto onde a concavidade da fungao muda.
Quando f é diferencidvel em x e f’(xg) = 0, diremos que xy é um ponto de inflexdo

horizontal. Em qualquer outro caso, diremos que x; é um ponto de inflexao obliquo.

_x2

Exemplo 3.30. Os pontos x = -1 e x = 1 sdo pontos de inflexdo obliquos de f(x) =e™2 .

SorugAo. Ja vimos acima que x = -1 e x = 1 sdo pontos nos quais a concavidade de
2

N

X

f(x) = ez muda de sinal. Agora, como f’(x) = xe~

X
2

, vemos que f é diferencidvel tanto
em x = —1 quanto em x = 1 e além disso f’(-1) #0 e f’(1) # 0, portanto, ambos sdo pontos

de inflexao obliquos de f.

Exemplo 3.31. O ponto x = 0 é um ponto de inflexdo de f(x) = v/x obliquo.

~ ) _ _1 7 - _ 2 . . ~ . C
Sorugio. Temos f'(x) = 75 © f7(x) 3y parax = 0. A visualizacao gréfica para o
estudo da concavidade de f fica:
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e

sinal de f” — + - R

Assim, f muda de concavidade em x = 0, e portanto x = 0 é um ponto de inflexao.
Como f nao é diferencidvel em x = 0, ele ¢ um ponto de inflexdo obliquo. O grafico de f

esta representado abaixo:

Exemplo 3.32. O ponto x = 0 é um ponto de inflexao horizontal de f(x) = x>, j4 que
f”(x) = 6x muda de sinalem x=0e f’(0) = 0.

3.8 Esboco de graficos

Quando juntamos todas as informagées do que estudamos até o momento sobre uma fungao
f (seu dominio, seus zeros, a andlise de seu crescimento e concavidade, e o estudo de suas a
assintotas) somos capazes de esbocar com relativa semelhanca o grafico de f sem o auxilio de
softwares. Hoje em dia, ndo ha uma razdo particularmente importante para fazermos isso, ja
que é relativamente facil plotar um grafico de uma fungao real (por exemplo, no site desmos .
com). Porém, é interessante sabemos analisar todos esses aspectos de uma func¢do, pois podemos
nos deparar com problemas que dependem de pardmetros, e plotar o grafico nesse caso pode
nao ser sempre simples, ou o grafico (sem os devidos cdlculos matematicos) nao seja de grande

ajuda.
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A lista a seguir nos da um método para o esbo¢o de um grafico para uma funcao f.

(1) Diga quem é o dominio de f e, se possivel (e simples de fazer) encontre os zeros de f, isto

é, os pontos x para os quais f(x) = 0.

(2) Analise o crescimento da fun¢do f, encontre seus pontos criticos e classifique-os. Se

possivel, calcule o valor de f nesses pontos criticos.

(3) Analise a concavidade da funcédo f, encontre seus pontos de inflexado e classifique-os. Se

possivel, calcule o valor de f nesses pontos de inflexao.
(4) Encontre todas as assintotas de f (verticais, horizontais e/ou obliquas).

(5) Usando todas as informacdes anteriores, esboce o grafico de f.

Exemplo 3.33. Seguindo a lista acima, esboce o gréfico de f(x) = Vx3 —x2.

SorugAo. Vamos seguir 0s passos.

3—XZ:O,ouseja,x:Oou

(1) Sabemos que D¢ = R. Além disso f(x) = 0 se e s6 se x
x=1.

(2) Vamos analisar o crescimento de f. Veja que

2
f(x)= ﬁ parax=0,1.
Os pontos criticos de f sdao os pontos onde f’ nao existe (a saber, x =0 e x = 1), e 0s pontos
nos quais f’ é zero (a saber, x = %) Ou seja, encontramos trés pontos criticos: 0, % el.
O sinal de f’ depende somente do numerador, ja que o denominador é positivo. O
numerador de f’ é 3x% — 2x = x(3x — 2). A analise do sinal dessa funcido nos da a seguinte

representacdo visual:

/ N / /!
sinalde f' —>  + 0 - % + Ly R

Temos entio:
e f estritamente crescente em (—oo,0];
e f estritamente crescente em [0, %];

e f estritamente crescente em [%,+oo).
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Isso nos dé que:

e x =0 ¢ um ponto de maximo local, com f(0) = 0;

e X =

[SSIIN

¢ um ponto de minimo local, com f(%) = —%/Tl.

e (item adicional) o ponto critico x = 1 ndo é um ponto de extremo local, como pode-
mos ver na representacao acima.

(3) Vamos analisar a concavidade de f. Veja que

2x?
f’(x)=————— parax=0,1.
333 = x2)5
Veja que f” ndo estd definida em x = 0 e x = 1, assim faremos a andlise de sinal nos
intervalos representados abaixo:

1 R

Analisando o sinal de f” (cuidado que aqui o que ndo influencia no sinal é o numera-

dor 2x?, e devemos entdo analisar o sinal do denominador), obtemos:

U U

sinalde f” —» + 0 1 R

Temos entao:
e f estritamente convexa em (—oo,1);

e f estritamente concava em (1,+c0).

Isso nos déd que:

e x =1 é o tnico ponto de inflexdo de f, e ele é um ponto de inflexdao obliquo, ja que
f nao é diferencidvel em x = 1.
(4) Vamos analisar as assintotas de f.

Assintotas verticais. Como Dy =R e f € continua, segue da Proposi¢do 1.84 que f ndo
possui assintotas verticais.
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Assintotas horizontais. Veja que

lim Va3 —x2= lim J[x2(x—1)=+oo,

X—>+00 X—+00

. 3 .
lim Va3 —x2 = lim {/x%(x—1)=—oo,
X——00 X——00

0 que mostra que f também nao possui assintotas horizontais.
Assintotas obliquas. Vamos fazer o procedimento para encontrar assintota obliqua em

+00. Calculamos
3_ .2
. X=X . 3 1
m= lim —— = lim 1-—=1.
X—+00 X X—>+00 X

Como m =1 é um numero real, calculamos

3

\/ 24 xVxd —x2 4 12
n= lim (Vx3-x2-x)= lim (Vx3—
X—+00 X—+00 / —X2 +x\/x3 —x2 4 x2

= lim 3 = )
x40 (3 —x2)2 4 x Va3 —x2+x2 3

e obtemos que a reta y = x —% é assintota obliqua de f em +oco. Para o cdlculo desse

L1y . 3

tltimo limite usamos o fato de que (a—b)(a® + ab + b?) = a®> — b3 e tomamos a = Vx3 —x2 e
b = x. Repetindo o processo para —co (note que os limites acima ndo mudam se trocarmos
X — 400 por x — —oo0) obtemos que a reta y = x — % ¢ também assintota obliqua de f em
—0Q.

(5) Por fim, esbogamos o grafico de f com as informacgdes obtidas.

xR
[l
WIN
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3.9 Problemas de maximizacao e minimizacao

Os métodos desenvolvidos na Secao 3.6 para encontrar os pontos criticos e classifica-los, além
do Método do Intervalo Fechado para encontrar os pontos maximos e minimos absolutos, po-
dem ser aplicados para resolver problemas préticos.

E nossa tarefa também, dar o primeiro passo para compreender o problema e converté-lo
em um problema matemadtico, estabelecendo qual é a func¢do que deverd ser estudada.

Abordaremos esse assunto por meio de exemplos.

Exemplo 3.34. Um tridngulo isésceles tem uma base de 6 unidades e uma altura de 12
unidades. Encontre o retdngulo que esta dentro do tridngulo, que tem um dos lados sobre

a base do tridngulo, e que possui a maior drea possivel.

Sorucgio. Introduzimos um sistema de coordenadas cartesianas de modo a que a base do
tridngulo esta sobre o eixo x, e que o eixo y divida o tridngulo na metade. Claramente, o
retdngulo buscado (com base de tamanho 2b e altura h) estd dentre os que tém os vértices
superiores em contato com o tridngulo e que sdo simétricos em relagdo o eixo y, como

mostra a figura abaixo:

v
12
/ 1% =—4x+12
h
-3 -b b 3 x

Logo, nosso problema é determinar qual desses retangulos possui a maior area. A drea

desse retdngulo é dada por
A =2bh,
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que é uma funcao que depende de duas variaveis, b e h. Precisamos eliminar uma delas
se quisermos aplicar o que aprendemos. Veja que a altura h é obtida a partir de b, pois
estd sobre areta y = —4x+ 12, isto é, h = —4b +12. Dessa maneira, a drea A do retdngulo é

uma func¢ao da variavel b (que varia de 0 a 3), e é dada por
A(b) = 2b(—4b+12) = 24b—8b> para 0<b < 3.

Nossa tarefa é encontrar o ponto de méximo absoluto da fungdo continua A no intervalo
fechado [0, 3] e, para isso, usaremos o Método do Intervalo Fechado.

Passo 1. Encontrar o pontos criticos de A em (0, 3).

Veja que A’(b) = 24— 16b, e A'(b) = 0 se e s6 se b = 3. Logo o tnico ponto critico de A
em (0,3)é b= %

Passo 2. Montar a tabela com as fronteiras do intervalo (os pontos 0 e 3), os pontos
criiticos encontrados no Passo 1 (no caso, somente o ponto b = %) e o valor de A em cada

um desses pontos:

b| A(b)

0| A(0)=0
3] A3)=0
31A(3)=18

Passo 3. Identificar o maior valor na coluna da esquerda:

A(b) | identificagdo

0
0

Njew W o

18 | « maior valor

0 que nos da que quando b = % a area do retdngulo é méxima, isto é, nosso retdngulo tem
tamanho de base de 2b = 3 unidades e altura h = —4b + 12 = 6 unidades, com respectiva

drea de 18 unidades?.

Exemplo 3.35. Encontre as dimensodes do tridngulo isésceles de maior drea que esteja
inscrito na circunferéncia de raio R, isto é, os trés vértices do tridngulo estdo sobre a

circunferéncia.

SorucgAo. Rotacionando a figura, se necessario, podemos assumir que a base do tridngulo
seja horizontal x. Denotemos por h a altura do tridngulo, b a sua base e £ a medida de um

dos lados congruentes, como mostra a figura abaixo:
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A érea do tridngulo é A = % onde a base b e a altura h podem variar entre 0 e 2R. Nova-
mente temos uma funcdo em duas variaveis, b e h, e precisamos nos livrar de uma delas.
Utilizando Teorema de Pitagoras temos

2
(%) +(h-R)?>=R?> eportanto b=2V2Rh-h2,

Assim, substituindo isso na expressao da area, ela fica dependente somente da variavel
h, o que nos da

A(h)=hV2Rh—h?  para 0<h<2R.

Precisamos entdo maximizar a fung¢do A no intervalo fechado [0, 2R], e como antes usare-
mos o Método do Intervalo Fechado.

Temos

h(3R - 2h)
V2Rh—h?

eh= %R € 0 Unico ponto critico de A no intervalo aberto (0, 2R). A tabela nos da

A'(h) =

h | A(h) | identificacdo
0 0
2R| O
% @ « maior valor

Portanto x = % é ponto de maximo absoluto de A em [0, 2R], e as dimensdes do tridngulo

procurado sao

altura h = % e base b = V3R.

Note que isso nos da

% = ZRZ + ZRQ = 3R?,

isto é, £ = V3R e o tridngulo com a maior 4rea é o equilétero.
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Exemplo 3.36. Uma empresa de fabricacdo de latas de tinta, feitas de metal e com capa-
cidade para um litro de tinta, precisa encontrar as dimensoes da lata que minimizardo o
custo do metal para produzi-la. Assumindo que o custo do metal é o mesmo para todas

as partes da lata (lateral, fundo e tampa), encontre essas dimensdes.

SoLugAo. Sejam r o raio da lata e h a altura em cm. Para minimizar o custo do material

minimizamos a drea da superficie total (lateral, fundo e tampa) dada por S = 27tr? + 2mrh.

Agora, como o volume V = wr?h tem 1000cm?, temos 772k = 1000 ou seja h = %.
Substituindo na expressdo da area total obtemos S(r) = 27mr? + 2nr% = 2mr? + 2000,

Logo, nosso problema é minimizar a fungao
S(r) =2mr* + @ para r > 0.

Veja que aqui nao utilizaremos o Método do Intervalo Fechado, pois o intervalo de
defini¢ao da fungdo S é (0, +c0).

Temos
2000  4(mr> -500)
2 )

S'(r) = 4mnr - para r > 0.

O ponto critico é r = ﬂ%, e a anéalise do crescimento de S nos da:

N /!

(evle]

sinal de §” — - 3/500 +

Concluimos que r = 5—20 ¢ um ponto de minimo local de S. Vendo que S é estritamente
decrescente antes desse ponto, e estritamente crescente depois dele, vemos que ele é, na
verdade, um ponto de minimo absoluto de S.

Logo as dimensodes da lata que exigem menor quantidade de material sao:

/500 1000 2/3 500
raio r = v — ealturah:—(i) =27 — =2,
T 7t \500 e

e veja que a altura deve ser igual ao didmetro da tampo lata.

Exemplo 3.37. Os pontos A e B estao em lados opostos de um rio reto com 3km de largura.
O ponto C esta na mesma margem que B, mas 6km rio abaixo. Uma companhia telefénica

deseja estender um cabo de A até C, conforme a figura abaixo.
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6km

[ Jus)
1@

3km

A

Se o custo por km de cabo é 25% maior sob a d4gua do que em terra, como deve ser

estendido o cabo para que a companhia tenha o menor custo?

SorugAo. Seja P um ponto na mesma margem que B e C e entre B e C, de tal forma que o
cabo serd estendido de A para P e deste para C, e denotaremos por x (em km) a distdncia

de B a P, como na figura abaixo:

6km

'
=
)

1@

3km

A

Assim, x pode variar entre 0 e 6, e a distdncia entre P e C é de 6 — x km. A distancia d

entre A e P pode ser obtida a partir de x, usando o Teorema de Pitdgoras:
A>=x*+9 =  d=Vx2+9.

Denotaremos por c o custo por km do cabo em terra, e assim o custo do km do cabo por
agua é %. O custo total do cabeamento é entdo obtido como uma funcdo de x, descrita
por

5
C(x):ZC x2+9+c¢(6—x) para0<x<6,

que é uma fungdo continua definida num intervalo fechado. Usaremos entdo o Método

do Intervalo Fechado para encontrar o valor minimo para o custo.
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Temos
5¢x

v

e C’(x) = 0 se, e somente se, x = +4. Destes, apenas x = 4 esta no intervalo aberto (0, 6), e

C'(x

G

é 0 Unico ponto critico de C que consideraremos. Montando nossa tabela, obtemos:

C

5

) | identificacdo

w
=\o
Y

= O O | R
—
(€]
P
S

.

w
W
S

<« menor valor

Logo para minimizar o custo, devemos estender o cabo sob a dgua de A até o ponto P que
dista 4km de B e estender o cabo por terra nos 2km restantes de P até C.

Observacio. Aqui usamos o fato de que 15V5 > 33. Para ver isso sem o auxilio de uma calculadora
podemos ver, por exemplo, que (15V5)? = 1125 e 33% = 1089. Logo (15V5)? > 332, ¢ tirando a raiz

obtemos o que queriamos.

3.10 Regras de L’'Hospital

As regras de L'Hospital se aplicam a calculos de limites que apresentam as indeterminagoes %

ou 2. Elas representam uma importante aplicagdo da derivada e facilitam o cdlculo de muitos

limites. Porém, duas observag¢oes sdo mais do que necessarias:

v € preciso cuidado para utilizar as Regras de L'Hospital. Precisamos nos assegurar que

estamos nas condi¢des necessarias para usa-las;

v as Regras de L’'Hospital sdo uteis em inimeros limites, mas é necessario usd-las com sa-
bedoria. As vezes elas complicam mais dos que ajudam, e alguns limites podem ser facil-

mente resolvidos sem elas.

Teorema 3.38 (ReGras DE L'HospitaL). Sejam f e g fungoes.

e Seja x) € R e assuma que existe r > 0 tal que f, g sdo diferencidveis em J, ,, com

g'(x) # 0 para todo x € ] ,. Assuma ainda que lim f(x)=lim,_,, g(x)=0e que
X—X(

1

—— exista  ou que hmf(x)
x—x 8'(x)

X—Xg g’(x)

= iOO,

109



entao

lim DG lim fx)

x—xy g(x)  x—>x g’(x)'

e Seja xp € R e assuma que existe r > 0 tal que f, g sdo diferencidveis em J, ,, com

g’(x) # 0 para todo x € ], ,. Assuma ainda que lim f(x) = +oco, lim g(x) = +co e que
X—X( X—X(

lim f exista ouque lim flx)
x—x9 g'(x)

XX g’(x) e

entao

[ )

x—>xg g(x) T x5x g’(x)’

Um importante comentdario sobre essas regras precisa ser feito:

v/ com as hipéteses andlogas as Regras de L'Hospital continuam validas se trocamos x — x,

por x — xj, 0u por X — X, OU Por X — +co OU Por x — —oo.

2x

Exemplo 3.39. Calcule lim
x—0 X

Sorucio. Como lim(1 —e?*) = 0 e lim x = 0, pela Regra de L'Hospital temos

x—0 x—0
Col=e o (1=e®)Y . e
lim = lim g = lim =-2.
x—0 X x—0 x’ x—0 1
senx

Exemplo 3.40. Calcule lim
x—0 X

SorugAo. Como lil’% senx=0e lirr(l)x =0, pela Regra de L’'Hospital temos
X— X—

. senx .. COSx
lim =lim =1.
x—0 X x—0 1

X

Exemplo 3.41. Calcule lim e,

X—>+oc0 X

Sorugio. Como lim e* =+ooe lim x = +oo, pela Regra de L'Hospital temos
X—+00 X—+00

X X

. e . e
lim — = lim — = +co.
x—+co X x—+o00 1

110



t —
Exemplo 3.42. Calcule lim §X—%

x—0  x3
Sorugio. Como lirr(1)(tgx -x)=0e lirr(1)x3 =0, pela Regra de L’'Hospital temos
X— X—
lim tgx-x _ lim secz—x—l‘
x—0  x3 x—0 3x2

Como limsec?x — 1 = 0 e lim 3x?> = 0 usamos mais uma vez a Regra de L'Hospital para

x—0 x—0
obter 5 5
sec’x—1 . 2sec xtgx
lim — = lim ———.
x—0 3x x—0 6x

Como ainda o numerador e o denominador tendem a zero, usamos pela terceira vez a

Regra de L'Hospital

2sec’ xtgx 4sec’xtg?x+ 2sectx 1

lim = lim -,
x—0 6x x—0 6 3

\. J

As regras de L'Hospital se aplicam a indeterminag¢des da forma % e 2. As outras formas de

indeterminacao (0 - co, +0c0 — o0, 00, ooV e 1°°) podem ser reduzidas a estas através de manipula-

¢Oes algébricas.

Exemplo 3.43. Calcule li%l xInx.
x—0*

Sorugio. Observe que é uma indeterminagao da forma 0 - —oco. Escrevendo xlnx = 11“7;

obtemos uma indeterminagdo da forma —>. Pela Regra de L'Hospital,
Inx

lim xIlnx = lim — = lim = lim —x=0.
x—0*t x—0t = x—07t - x—07*
X

R=
—_

X

1 1
Exemplo 3.44. Calcule lim (— - )
x—0*\x senx

Sorugio. Observe que é uma indeterminagao da forma oo — co0. Escrevendo

(1 1 )_senx—x

X senx xsenx

obtemos uma indeterminagao da forma % e podemos aplicar a Regra de L'Hospital. Assim

senx —x . cosx—1
lim —=1lm ——M.
x—0+ Xsenx x—0* Sen X + X Cos x

Como lim (cosx—1) =0 e lim,_,y+(senx + xcosx) = 0, usamos a Regra de L'Hospital uma

x—0*
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vez mais, e obtemos
—senx

. cosx—1 .
lim ———— = lim =
x—0T SenX +XCcosx x—0t 2COSX —xsenx

logo

lim
X senx

x—07F

(1 1 ):O.

Exemplo 3.45. Calcule lir{)l x*.
x—07*
Inx* _ pxlnx

Sorucio. Observe que é uma indeterminacao da forma 0°. Escrevemos x* = ¢

)

e como a fung¢ao exponencial é continua, obtemos

xlnx _ elimxﬁo+ xlnx _ eO —1.

lim x* = lim e
x—0+ x—0+
. 1
Exemplo 3.46. Calcule lim xx.
X—+00
1
Inxx = elnTxl

- ) . o 1
Sorugio. Observe que é uma indeterminacio da forma co®. Escrevemos xx = e

e como a fung¢ao exponencial é continua,

1 1 : 1
lim x¥ = lim e ¥ = elMo+o 5
X—>+00 X—>+00

Observe que temos uma indeterminagdo da forma 22, entdo pela Regra de L'Hospital

1
. Inx . =
lim — = lim £ =0.
x—+00 X x—+00 |
Logo
. 1
lim xx =e%=1.
X—>+00

Demonstracdo do Segundo Limite Fundamental
Usando as Regras de L'Hospital, conseguimos apresentar a demonstragao do Segundo Li-

mite Fundamental.

Demonstragio do Segundo Limite Fundamental. Escrevendo

(1 +l)x _ exln(u;)’
X

112



temos no expoente uma indeterminacdo da forma 0- oo, que pode ser transformada em uma do

tipo 2, fazendo

1
1 11’1(1 + ;)
xln(l + ;) =
X
Assim, pela Regra de L’'Hopital, temos

1 In(1+< 1
lim xln(1+—): lim ( ) = lim =1,
X—00 X X—00 % X—00 1 + %

e da continuidade da fung¢do exponencial obtemos

x 1
lim (1 +l) = lim eXIn(1+") :exp(lim xln(1+l)):e1 =e.

x—+00 X X—+00 X—00 X

3.11 Polinémios de Taylor de primeira e segunda ordens

Os polinémios sdo as fun¢oes mais faceis de manipular, ja que os valores das fun¢des polino-
miais podem ser obtidos através de simples adi¢des e multiplica¢des. Parece natural, portanto,
aproximar fung¢des mais complicadas por fun¢des polinomiais.

Ja fizemos isso com polinémio de grau 1, lembra? Na Secao 3.1 estudamos a aproximacao
linear (dada pela equagao (3.1)), que aproximava o valor de f(x+dx) por f(x)+ f’(x)dx para dx

pequeno. Para uma dada fungdo f diferenciavel e xq € Dy, 0 polinémio

Py (x) = f(x0) + f'(x0)(x = x0)

¢ chamado de polindémio de Taylor de ordem 1 de f em torno de x;,. Vamos estudar esse

polindémio, e também o andlogo de ordem 2, com mais cuidado nessa segao.

Definicao 3.47 (Polinémio de Taylor de ordem 1). Sejam f: [4,b] — R uma fungao dife-

renciavel e xy € [a,b]. O polinémio

Py (x) = f(x0) + f'(x0)(x = x0)

é chamado de polinémio de Taylor de ordem 1 de f em torno de x,.

. J

Vamos estudar algumas propriedades (que ja sabemos em partes, da Secao 3.1) de P;. Note

primeiramente que
Pi(xg) = f(xo) e  P(xg) = f'(x0),
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isto é, P, passa também pelo ponto (xg, f(x()) e tem a mesma inclinagdo da reta tangente ao
grafico de f nesse ponto.

Definimos o erro que se comete ao aproximar f(x) por P;(x) por

Ei(x) = f(x) = P (x).

Observemos que
s B T f(xo)

’
—f (%) | =0,
X—Xg X — XO X—X( X — XO
ou seja, quando x — x, o erro Eq(x) tende a zero mais rapidamente do que x — xo. Com isso,
obtemos também que

f(x)= P (x) parax préximo de x.

Exemplo 3.48. O polindmio de Taylor de grau 1 da funcao f(x) = (1 — x)~2 ao redor do
ponto xp =0é Py(x) =1+ 2x.

Exemplo 3.49. Usando o polinémio de Taylor de ordem 1, dé um valor aproximado para

os numeros V3,98 e V4, 05.

SorugAo. Vamos usar a fungdo f(x) = vx e xy = 4. O polindmio de Taylor de ordem 1 de

f em tornode xop =4 ¢

PO = f)+ (A4 =24 x4 = T +1.

Assim
V3,98 = f(3,98) ~ P;(3,98) = 1,995

V4,05 = f(4,05) ~ P,(4,05) = 2,0125.

Exemplo 3.50. Usando o polinémio de Taylor de ordem 1, calcule um valor aproximado

para %03,

Sorugio. O polinémio de Taylor de ordem 1 de f(x) = ¢* em torno de x; = 0 é dado por

Pi(x)=f(0)+ f'(0)(x—0) =1 +x.

Assim
%93 = £(0,03) ~ P,(0,03) = 1,03.
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Ja sabemos que podemos aproximar o valor de f(x) por P;(x) quando x esta préximo de x,
mas uma pergunta que precisa ser respondida é: qual o erro médximo que estamos cometendo
ao fazer essa aproximacgao? Dito de outra maneira: qual o valor maximo de E;(x)?

Veremos agora, sem provas, uma férmula para o cdlculo exato do erro cometido ao aproxi-

marmos f(x) por P(x), e também nos da uma estimativa para o erro maximo cometido.

Teorema 3.51. Seja f: [a,b] —» R uma funcdo duas vezes diferenciavel e x( € [a,b]. Entao
dado x € [a, b] existe c entre x e x( tal que

II(C)

Fx) = Flx)+ )= x0) + LD = 2
Além disso, se |f”(t)| < M para todo t € [a,b] entdo
M|x — x|?
|E1(x)] < — 5 Ppara todo x € [a, b].

0,03

Exemplo 3.52. Dé uma estimativa maxima para o erro cometido ao aproximar e*"° usan-

do o polinémio de Taylor de ordem 1.

Sorucgao. No Exemplo 3.50 usamos o polinémio de Taylor de f(x) = e* em torno de x5 =0

0,03

para encontrar e”"’° ~ 1,03. Usaremos o intervalo [a,b] = [0, 1] (poderia ser qualquer outro

intervalo que tivesse o zero). Veja que para t € [0, 1] temos
If”(t) =e' <e<3.

Do Teorema 3.51 sabemos que

M]|0,03)> 3
|E1(0,03)] < % = 5(0,03)2 =0,00135,

e este é o erro cometido, que nos diz que pelo menos até a segunda casa decimal estamos
corretos.

Observacao. Usando uma calculadora (que usa aproximagoes melhores) obtemos
%9~ 1,030454533953517,
e vemos que comparando-a com a nossa aproximacao temos

1,030454533953517 -1,03 = 0.000454533953517 < 0,00135,

que ¢é a estimativa que encontramos para o erro, e de fato nossa aproximacdo estava correta até a

segunda casa decimal (na verdade, estdvamos corretos até a terceira casa decimal nesse caso).
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Exemplo 3.53. Calcule o valor de y15,995 e dé uma estimativa maxima para o erro co-

metido.

Sorucio. Usando f(x) = vx, xg =16, e f'(x) = #;, o polinémio de Taylor de f em torno
de 16 ¢

1 X
P, =4+—(x-16)= — + 2.
() = 4+ 5 (x=16)= — +

Temos assim

V15,995 = £(15,995) ~ P,(V15,995) = 3,999375.

Agora f”(t) = e para todo t > 1 temos

1
4V
1
o< g
e uma estimativa para o erro cometido é

1 1
[E1(15,995)| < £[15,995 - 16)* = §(0'005)2 =0,000003125,

ou seja, 0 aproximacao esta correta até, pelo menos, a quinta casa decimal.

Observacgao. Utilizando uma calculadora encontramos
V15,995 ~ 3,999374951164244,

e vemos realmente que nossa aproximagao estava correta somente até a quinta casa decimal. Essa
¢ uma das limita¢des do polindmio de Taylor de ordem 1: apesar de ttil, ele ndao nos fornece

aproximagdes muito precisas, a ndo ser que estejamos com x realmente muito préximo de x.

Por esses exemplos, nos motivamos a buscar aproximacgdes para f que sejam melhores do
que o polinémio de Taylor de ordem 1. Para isso, suponhamos que a funcdo f seja duas vezes

diferencidvel e vamos buscar um polindmio p, de grau no méximo 2, tal que

f(x0) =p(xq),  f'(x0) =p’(x0) & f(x0) = p”(x0)-
Escrevendo p na forma p(x) = cg + ¢ (x — xg) + ¢2(x — x¢)?, vamos usar as informagdes acima para

encontrar os valores dos coeficientes ¢y, c; e c,. Temos:
e f(x0) =p(xo) = co;
o f(x0) =p’(x0) =c1;

o f”(xg) =p’(x0) = 2¢y, logo ¢, = f (ZXO).

Concluimos, portanto, que p(x) = f(xo) + f(xo)(x — xo) + ! (2x°)(x —xg)>.
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Definicao 3.54 (Polinémio de Taylor de ordem 2). Sejam f: [4,b] — R uma func¢do duas
vezes diferenciavel e xq € [4,b]. O polinémio

/" (xo)
2

Py(x) = f(x0) + f(x0)(x — x0) + (x —x0)?

é chamado de polindmio de Taylor de ordem 2 de f em torno de x,.

Assim como anteriormente, definimos o erro que se comete ao aproximar f(x) por P(x) por

Ey(x) = f(x) = Py(x).

Observemos que

L B )= f60) o) x0) - - )2
im = lim
x—xg (x —xg)2  x—>xo (x —xp)2

e, utilizando as Regras de L'Hospital, obtemos

: E(x) 1.,
lim ——— = - lim
x—xg (x —xg)2 2 x—xg X — X
ou seja, o erro E,(x) tende a zero mais rapidamente que (x—x,)> (o que é bastante melhor do que

o erro Eq(x)).

Exemplo 3.55. O polinémio de Taylor de ordem 2 da fungao f(x) = ¢* ao redor do ponto

x0:OéP2(x):1+x+%x2.

Assim como para a ordem 1, temos um teorema que nos dd uma expressao exata para o erro,

bem como uma estimativa para o erro maximo cometido ao aproximar f(x) por P(x).

Teorema 3.56 (Formula de Taylor com resto de Lagrange). Seja f: [4,b] — R uma funcao

trés vezes diferencidvel e x( € [a,b]. Entdo dado x € [a, b] existe ¢ entre x e x tal que

1" (x0) f"(c)
2 5

f(x) = f(x0)+ f(x0)(x —x0) + (x—xp (x—x0)3-

Além disso, se |f"”(t)| < M para todo t € [a,b] entdo

3
<Mlx Xol

|E5(x)] < 30 para todo x € [a, b].
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Exemplo 3.57. Utilizando polindémio de Taylor de ordem 2 calcule um valor aproximado

para In(1,03) e encontre uma estimativa para o erro cometido ao fazer essa aproximagao.

Sorugio. O polinémio de Taylor de ordem 2 de f(x) =Inx em volta de xy =1 ¢
1 2
Py(x)=x-1 —E(x—l) .

Logo
1
In(1,03) = f(1,03) = P,(1,03) = 0,03 - 5(0,03)2 =0,02955.

Vamos agora encontrar uma estimativa para o erro E,(1,03) cometido ao fazermos essa

: ~ 177 _ 2 .
aproximacdo. Temos f"”(x) = 5 e assim

If”(t)] <2 paratodot>1.
Pelo teorema acima, temos
2 3_ 1 3 -6 -5
[E(1,03)] € 55(0,03) = (0,03 = 9x 107 <107,

ou seja, estamos corretos até a quinta cada decimal.

Observacao. Usando uma calculadora, vemos que
In(1,03) ~ 0,029558802241544,

e nossa aproximacao esta correta somente até a quinta casa decimal. A diferena desse exemplo
para o Exemplo 3.53 é que 14 15,995 estd bem mais préoximo de 16 do que 1,03 esta de 1. Aqui
conseguimos a aproximag¢ao na quinta casa decimal, mas com um ntimero bem mais longe de x

do que tinhamos no caso do polinémio de Taylor de ordem 1.
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Capitulo 4

Integrais

4.1 A integral de Riemann e o Primeiro Teorema Fundamental
do Célculo

A motivacdo para a defini¢do da integral é resolver o problema de se calcular a area da regiao

que fica entre o eixo x e o grafico de uma fungao f: [a,b], como por exemplo, a que esta repre-

/\/f

sentada na figura abaixo:

Para entender um problema matematico, é sempre bom comecar compreendendo o pro-
blema num exemplo simples. Muitas teorias consolidadas atualmente comecaram exatamente
assim: alguém sentou para entender um pequeno problema, com muito esfor¢o e trabalho
conseguiu resolvé-lo, e no processo acabou descobrindo muito mais do que se imaginava inici-
almente.

Aqui, porém, como o procedimento que leva ao calculo da drea como na figura acima ja é
consolidado, mostraremos como ele funciona de maneira geral, pois exemplo muito simples

nos dariam figuras que ja sabemos calcular a drea, e exemplos um pouco mais complicados
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resultam num esforco igual (ou maior) do que entender o método ja na sua forma mais geral.

Para construir a integral, come¢amos com a seguinte defini¢do: uma particao de um inter-

valo fechado [a,b] é uma divisdo do intervalo [a, b], isto é, é um conjunto de pontos

P={a=xy<x1<xp,<---<x,=0b},

onde 1 € IN. Nesse caso, escrevemos P = {x;}__.

Uma particao P de [4,b] divide o intervalo em n subintervalos, como na figura abaixo:

a=Xyg X1 X9 Tt Xu—1 b= X, R

Os intervalos sao [xg,x1], [x1,%2], ..., [X,_1,%,]. Definimos Ap = max;¢;<,(X; — x;_1), que é 0
maior comprimento dentre os comprimentos x; — x;_; dos subintervalos [x;_;,x;] da parti¢do P,

e é chamada de malha de P.
Dada uma partigdo P = {x;};_;,, uma marcagao de P é uma escolha de pontos c,cy,...,cy,
onde ¢; € [x;_1,x;] parai=1,...,n. Isto é, escolhemos um ponto ¢; em cada subintervalo [x;_1, x;],

como exemplifica a figura abaixo:

(1 (%) Cn
— e e & &
a=Xyg X1 ) T Xu—1 b= X, R

Denotaremos uma marcagao de P por ¢ = {¢;}_;.

Definicao 4.1. Sejam f: [a,b] — R uma fungdo, P = {x;};_, uma particdo de [a,b] e ¢ =
{ci};_; uma marcacdo de P. A soma de Riemann de f em relacdo a particio P com

marcacgao c é dada por

S(f,P.c)= ) flelxi=xim):
i=1
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fen)

A soma de Riemann S(f,P,c) é igual a soma das dreas dos retdngulos que estdo acima do
eixo x (em cor verde claro) menos a soma das areas dos retangulos que estdo abaixo do eixo x

(em cor laranja claro). Considere a seguinte figura:

Denotamos por A; a drea da regido verde e A,
a area da regido laranja. Vemos que, na soma
de Riemann, se tomarmos a parti¢do com malha
muito pequena, aproximamos bem o valor A =

Al —Az, isto é,

S(f,P,c)x= A

quando a malha de P é muito pequena.

Quanto menor a malha, melhor é a aproximacdo. Escrevendo isso na linguagem que conhe-
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cemos de limites, temos

lim S(f,P,c)=A.
i, SU P

Uma observag¢do importante é que devemos ter essa aproximagao independentemente das mar-
cagdes escolhidas. Nem sempre isso é possivel! Existem fungdes “esquisitas” cuja regido que
fica embaixo de seu grafico é tao complicada que é impossivel definir com precisdo o que é sua
area. As fungdes cujo processo acima nos da um valor sdo chamadas de fungdes integraveis.

Apresentamos agora a definicdo formal de integral:

e 1

Definicao 4.2. Diremos que uma fungao f: [4,b] — R é Riemann integravel, ou simples-
mente integravel, se existir um namero A € R tal que

lim Sx(f,P,c) = A,
Affo r(f,P,c)

independente da marcagao ¢ escolhida em cada partigdo. Isto é, se dado ¢ > 0 existe 6 > 0
tal que
IS(f,P,c)—Al<e,

para toda particao P de [a,b] com Ap < 0 e qualquer que seja a marcagao c escolhida para

P. Neste caso, escrevemos
b
A= f f(x)dx,
a

que é chamada integral definida ou simplesmente integral de f no intervalo [a, b].

\. J

Dizemos que uma fungdo f: [a4,b] — R é continua por partes se existe uma particdo P =
(x;) de [a,b] tal que fl(x,-,x,-+1) é continua para todo i =0,---,n—1, e também os limites laterais

lim f(x) existem (lembrando que para xo = a somente temos o limite a direita, e para x, = b

temos somente o limite a esquerda). Em particular, toda fun¢ao continua é continua por partes.

Usaremos, sem demonstragdo, a seguinte propriedade.

Teorema 4.3. Se f: [a,b] — R for continua por partes entdo f é integravel em [a, b].

O resultado acima nos diz que as fung¢des “usuais” que encontraremos nesse curso sao in-

tegraveis. Quando f: [4,b] — R é integravel, definiremos

J:f(x)dx = —Lbf(x)dx.

Proposicao 4.4 (PROPRIEDADES DA INTEGRAL). Sejam f,g: [a,b] — R fungGes integraveis. Temos

as seguintes propriedades:

122



(a) A integral é tinica, isto é, f tem no maximo uma integral definida.

(b) A integral é linear, isto é, para todo k € R, a funcédo f + kg é integravel e
b

b b
J (f(x)+kg(x))dx:j f(x)dx+kf g(x) dx.

(c) A integral é positiva, isto é, se f(x) > 0, para todo x € [a,b], entdo Lbf(x) dx > 0. Em

particular, se g(x) < f(x) para todo x € [a, b], entdo

Lb g(x)dx < Lbf(x) dx.

(d) A integral é aditiva, isto é, se existirem as integrais ch(x) dx e Lbf(x) dx, com c € [a, D],

C e . b
entdo existird a integral L f(x)dxe

J;bf(x) dx = ch(x) dx+ J;bf(x) dx.

Isto quer dizer que se f for integravel em todos os subintervalos de um intervalo [a,b],

entdo f sera integravel em [a,b]. Em particular, quando c = g, teremos Laf(x) dx =0.

O Primeiro Teorema Fundamental do Calculo

O Primeiro Teorema Fundamental do Calculo estabelece uma conexao entre as integrais e
as derivadas, e é, como seu proprio nome diz, fundamental para o Calculo. Consideremos uma
funcao continua f: [4,b] — R satisfazendo f(t) > 0 como, por exemplo, a fun¢do cujo grafico

estd representado na figura abaixo:

/\/f

Definimos a fung¢ao g: [a,b] — R por

g2(x) = fo(t)dt para x € [a, b].

Veja que g(x) representa a drea da figura delimitada pelo gréfico de f, o eixo x, entre a e x, que

estd destacada na figura abaixo:
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Para calcular g’(x), primeiro observamos que para h > 0, a diferenca g(x+h)—g(x) representa

a area da figura sob o grafico de f de x até x + h, como na figura abaixo:

f(x) T T T — -

a X x+h b X

Veja que para h > 0 pequeno, essa area g(x + h) — g(x) é aproximadamente igual a area do

retdngulo com altura f(x) e largura h, isto é

g(x+h)—g(x)=hf(x), ou seja w ~ f(x).

Portanto, intuitivamente, esperamos que

Lo glrrh) —g()
h—0* h

= f ().

Um raciocinio anédlogo pode ser feito para h < 0 pequeno, para concluirmos que, intuitivamente,

teremos
timq T8 i
0 que nos da que
'00) = limy o S8 _

O Primeiro Teorema Fundamental do Célculo nos garante que isso é o que realmente ocorre.
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Teorema 4.5 (PriMEIRO TEOREMA FUuNDAMENTAL DO CALcuLo - 1° TFC). Seja f: [a4,b] > R

uma funcdo continua, e defina g: [4,b] —» R por

X
= J f(t)dt paraxe][ab]
a
Entdo g é diferencidvel em [a,b] e
¢'(x)=f(x) paraxé€]lab]

Observacao. Aqui, nos pontos de fronteira, as derivadas sao as laterais, isto é, em x = a a fungao g
é somente diferencidvel a direita com g} (a) = f(a), e em x = b a fung¢do g é diferencidvel a esquerda
com g’(b) = f(b).

Demonstragio. Sejam x € [a,b) e h > 0 pequeno de forma que x + h € [a,b). Entdo

x+h X
g<x+h>—g<x>=f f(t)dt—f £(t) dt
X x+h X x+h
:J f(t)dt+ f(t)dt—f f(t)dt:j f(t)dt

g(x+h J‘ (1)

Como f é continua em [x, x+h], pelo Teorema de Weierstrass existem x; ; e x,  em [x, x+h]

e logo temos

tais que f(xy5) < f(t) < f(xp,) para todo t € [x,x + h]. Assim

xlh f f(t) thh
xlh f f(t) th

Floa) < S8 )

Veja que quando h — 0" temos x + h — x, e como xy ;, x5, € [x, x + h] obtemos x; j, = x

o que nos da

ou equivalentemente

e xp, — x pelo Teorema do Confronto. Como f é continua, segue que hlim f(x1p) =
-0t !

h11m+f(x2 n) = f(x). Assim, novamente pelo Teorema do Confronto, segue que
0
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para cada x € [a,b). Em particular, g é diferenciavel a direita em a e g;(a) = f(a). Analo-
gamente provamos que para x € (a4, b] temos

h
S,

e, em particular, que g é diferencidvel a esquerda em b com g’ (b) = f(b). Juntas, (4.1) e

(4.2) mostram que para x € (a,b) temos g diferenciavel e

¢'0x) = lim SEZ80) g

h—0

Exemplo 4.6. Calcule a derivada da fungao g(x fo V1 + 2 dt.

Sorucgio. Como f(t) = V1 +t2 é continua, pelo 1° TFC temos

¢'(x)=f(x)=V1+x2 paratodoxeR.

Exemplo 4.7. Calcule a derivada de h(t I sen3(1 +s2)ds.

Sorucio. Veja que a fungio f(s) = —sen®(1 +s?) é continua e

2
h(t) = Jt sen’(1 +s%)ds = —Ltsen3(l +5%)ds = Ltf(s)ds

Logo do 1° TFC obtemos

W(t)=f(t)=—sen®(1 +t?) paratodoteRR.

Exemplo 4.8. Defina g(x fo sect dt para x € [0, 7]. Calcule a derivada de g em (0, ).

Sorucio. Veja que denotando r(x) = x* e h(x fo sect dt, temos g(x) = h(r(x)). Pela Regra

da Cadeia, temos

Mas, do 1° TFC, h’(x) = secx para x € (0, %), pois f(t) = sect é uma funcao continua no

intervalo [0, 7]. Além disso, r’(x) = 4x3 para todo x € R. Assim

g'(x) = (r(x))r'(x) = 4x>sec(x*)  para todo x € (0, ).
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Podemos generalizar o resultado apresentado no exemplo anterior, com a seguinte proposi-
¢ao.
Proposicao 4.9. Sejam f: [a,b] —» R uma funcdo continua e r,7,: [c,d] — [a,]] func¢oes dife-

rencidveis. Defina g: [c,d] — R por

r2(x)
g(x)= f f(t)dt paraxe]|cd].
r1(x)
Entao g é diferenciavel em [c,d] com

§'(x) = f(ra(x))rp(x) = f(ri(x))ri(x)  parax€]c,d].

Observacao. Aqui, nos pontos de fronteira, as derivadas sao as laterais, isto é, em x = ¢ a funcdo g
é somente diferencidvel a direita com g;(c) = f(r(c))r; ,(c) — f(r1(c))r] .(c), e em x = d a fungdo g é

diferencidvel a esquerda com g’ (d) = f(ry(d))ry _(d) - f(r1(d))r] _(d).

Demonstragdo. Para y € [a,b] defina

Y
6= [ s

Como f é continua em [a,b] sabemos do 1° TFC que G é diferencidvel em [a,b] e G'(y) = f(p)

para todo vy € [a, b]. Agora, veja que

ra(x

) 12(x) a
(x) = (t)dt = (1)dt (t)dt
o(x f f f(tydt+ L(x)f

r(x)

ra(x) r1(x)
= f(t)dt—J_ f(t)dt = G(ry(x)) = G(r(x)).

a

Usando as propriedades de derivagdo e a Regra da Cadeia, vemos que g é diferenciavel em [c,d]

com

8'(x) = G'(ra(x))r(x) = G'(r1 (x))r1 (x) = f (r2(x))r3(x) = f (r1 (x))r7 (x).

ex3+l
Exemplo 4.10. Calcule a derivada de f(x) = f_xz In(1 +t? + 7t%)dt.

Sorucio. Como a fungio g(t) = In(1 + t? + 7t*) é continua em R e as fungdes r;(x) = —x? e

x3+1

r(x)=e sao diferenciaveis em IR, usando a proposi¢ao acima obtemos

f'(x)=In(1+ ety 764"3+4)3x2e"3+1 +2xIn(1+x*+7x%) paraxeR
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4.2 Primitivas

Até o momento, sabemos calcular a derivada de uma integral. Mas ainda ndo sabemos uma
coisa muito importante: como resolver integrais! Uma ferramenta fundamental para isso é o
Segundo Teorema Fundamental do Calculo, que veremos na préxima secdo. Para entender

como ele funciona, precisaremos saber o que é a primitiva de uma fungao real.

Definigao 4.11. Uma primitiva (ou antiderivada) de uma fungdo f: Dy — R é uma

fungdo F: Dy — R diferencidvel tal que

F'(x)=f(x) paratodo x € Dy.

Exemplo 4.12. As func¢Ges F(x) = % e G(x) = x—; +7 sao ambas primitivas da fungdo f(x) =

x2.

Note que de F é uma primitiva de f, entdo se somarmos qualquer constante em F conti-
nuamos com uma primitiva de f, ja que a derivada da constante é zero. De fato, se F é uma

primitiva de f e k € R entao
(F(x)+k) =F'(x)=f(x) paratodo x€ Dy,

logo F + k é também uma primitiva de F.
A pergunta que surge aqui é: serd que se conhecemos uma primitiva F de f entdo fodas as
outras primitivas de F podem ser obtidas de F através da soma de uma constante? A resposta,

em geral, é negativa, como podemos ver no seguinte exemplo:

Exemplo 4.13. As fungdes F,G: R\ {0} — R definidas por F(x) =0 e G(x) = ﬁ para x =0

sdao ambas primitivas da fung¢do f(x) = 0 com dominio R\ {0}.

Note que a diferencga entre G e F ndo é constante, uma vez que

1 sex>0,
-1 sex<O.

A diferencga crucial aqui é que as fungdes consideradas nao estao definidas num tinico intervalo.
Essa diferenga pode ser eliminada, se restringimos nosso estudo a func¢des que estdo definidas
num intervalo da reta. No que segue, quando dissermos que I é um intervalo da reta, I pode

ser da forma [a, b], [a,]), (a,b] ou (a,b). Em qualquer um dos casos, o interior de I é o intervalo

(a,b).
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Proposicao 4.14. Sejam I um intervalo da reta e f: I — R uam fungdo continua. Se f for

diferencidvel no interior de I e f’(x) = 0 para todo x no interior de I, entdo f é constante.

Demonstragio. Seja xy € I um ponto fixado. Para cada x € I com x # x, segue do TVM que

existe um ponto c entre x e x, tal que

f(x) = f(x0) = f(e)(x = xo).

Como f’(x) = 0 no interior de I, temos emparticular f’(c) = 0, logo f(x)— f(xg) = 0, ou seja,

f(x) = f(xp) para todo x € I. Portanto, f é constante em I. O

No resultado acima (como ja vimos no exemplo anterior), é importante que o dominio de f
seja um intervalo para que o resultado seja vdlido. No exemplo G(x) = |;‘—| temos G’(x) = 0 para
todo x # 0, e a func¢do G nao é constante.

O seguinte resultado serd muito importante para o que vem a seguir.

Corolario 4.15. Se F e G sao duas primitivas de uma mesma funcao f, definida num intervalo

da reta I entao existe uma constante k € R tal que G(x) = F(x) + k para todo x € I.

Demonstragido. Denotemos por h(x) = G(x) — F(x). Como F e G sdo primitivas de f em I, temos
F’'=G’ = f em I. Portanto

hW(x)=G'(x)—F'(x)=f(x)— f(x)=0 paratodoxel.

Segue entdo da Proposicao 4.14 que existe k € R tal que h(x) = k para todo x € I, isto é, G(x) =
F(x)+ k para todo x € I. O]

Com o coroldrio acima temos a seguinte importante afirmagdo: se soubermos uma primitiva
F de f, entdo todas as outras primitivas de f sdo da forma F +k para algum k € R. Dito de outra

maneira, se tivermos em maos uma primitiva F de f num intervalo I, a familia de primitivas
F(x)+k comkelR

descreve todas as primitivas de f.

' D

Defini¢do 4.16. Dada f uma func¢do definida num intervalo da reta, denotamos por
Jf(x)dx:F(x)+k com k € R

a familia de primitivas de f, que é chamada de integral indefinida de f no intervalo I.
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Exemplo 4.17. Das férmulas de derivacdo que ja vimos, temos as seguintes integrais in-
definidas:
r x3 ("1
(a) | x> dx="+k. (h) | —=dx=In(-x)+k,sex<0.
J 3 J X
r r
(b) dxzjl dx =x+k. (i) | senxdx = —cosx+k.
J J
r r
(c) | cdx=cx+k. (j) | sec’xdx =tgx+k.
J J
r r
(d) | efdx=¢e*+k. (k) | secxdx =In|secx +tgx|+k.
J J
r a+l ("
(e) | x%dx= +k sea=-1. (1) | secxtgxdx =secx+k.
J J
r r
(f) ) cosxdx = senx +k. (m) ! 1_chdxzarctgx+k.
"1 (" 1
(g) ~dx=Inx+k, sex>0. (n) dx = arcsenx + k.
J X J 1 —X2

4.3 O Segundo Teorema Fundamental do Calculo

Calcular integrais a partir da defini¢cao, como um limite de somas de Riemann, é um procedi-
mento longo e dificil de ser feito, em geral. O Segundo Teorema Fundamental do Céalculo nos

fornece um método muito mais simples para o cdlculo de integrais.

Teorema 4.18 (SeGunpo TEOREMA FunDAMENTAL DO CArcuro - 2° TFC). Suponha que

f:[a,b] > R é continua e que F seja uma primitiva de F, entao:

b
f f(x)dx = E(b) - E(a).

Demonstragdo. Seja G(x) = fuxf(t)dt. Pelo 1° TFC temos G’(x) = f(x) para todo x € [a,b],
ou seja, G é uma primitiva de f. Pelo Corolario 4.15, existe uma constante k € R tal que

G(x) = F(x) + k para todo x € [a,b]. Assim

be(t)dt = G(b) = F(b) +k.
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Mas note que G(a) = F(a) + k, e como G(a) = faaf(t)dt =0, temos k = —F(a), isto é,

b
J F(t)dt = F(b) + k = F(b) - F(a),

e a demonstacdo esta completa. O

E comum denotarmos

e 0 2° TFC é reescrito como: se f é continua em [4,b] e F é uma primitiva qualquer de F, entao

b
r

b
IR

2

Exemplo 4.19. Calcule a integral de f(x) = x° no intervalo [1, 2].

2 X2 8 1 7
2

xdx——‘——————.

_J; 3h 3 3 3

Exemplo 4.20. Calcule f_ol (x3+3x—1) dx.

Sorucio. Temos

Sorucio. Temos

0 4 2
3 0 11
Jl(x3+3x—l)dx: (xz+%—x)'_l =——.

4.4 Regra da substituicao para integrais indefinidas

Nesta secdo aprenderemos como transformar uma integral complicada numa mais simples.
Para isto sejam f e g fungdes com g(Dy) C Dy, de maneira que a composta f o g estd bem
definida, e assuma que g é diferenciavel.

Se F é uma primitiva de f entao F(g(x)) é uma primitiva de f(g(x))g’(x) pois, pela Regra da

Cadeia, obtemos

Portanto,



Se fizermos a substituicao u = g(x) temos

ff(g(x))g’(x) dx = F(g(x)) + k = F(u) + k = f Flu)du,

e obtemos a Regra da Substituicao:

jf(g(X))g'(X) dx = jf(u) du. (4.3)

Exemplo 4.21. Encontre IZx V1+x2dx.

SorucAo. Fazemos a substituicao u = 1 +x?, entdo sua diferencial é du = 2xdx. Pela Regra

da Substituicdo temos

f2x\/1 +x2dx= | V1 +x22xdx:J.\/ﬂdu = §u3/2+k: %(1 +x%)%¥2 4 k.

-~
Exemplo 4.22. Encontre | x3cos(x*+ 2)dx.

J

Sorucio. Fazemos a substituicao u = x* + 2, entdo sua diferencial é du = 4x3dx. Assim,

usando x3dx = ‘%‘ e a Regra da Substitui¢do temos

d 1 1 1
Jx3 cos(x* + 2)dx = Jcos(u)Zu = chos udu = gsenv +k= Zsen(x4 +2)+k.

Exemplo 4.23. Calcule J‘ N * dx.

+ x4

SoLucho. Se fizermos u = x? teremos du = 2xdx e assim

x 11 1 1 )
J1+x4dxzjmzdu = Earctgu+k: Earctg(x )+ k.

Exemplo 4.24. Encontre th xdx.

SorucgAo. Fazemos a substituicdao u = cosx, entdo sua diferencial é du = —senxdx, por-

tanto

1
jtgxdx = f SN iy = —J—du = —In|u|+k = —In|cos x|+ k = In|secx| + k.
cosx u
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4.5 Regra da substituicao para integrais definidas

Nas integrais definidas, temos um resultado que mostra como lidar com os limites de integracgao

na hora de fazer uma substituigao.

Teorema 4.25 (REGRA DA SUBSTITUIGAO PARA INTEGRAIS DEFINIDAS.). Assuma que g: [4,b] —
R é uma fungao diferencidvel com g’ continua em [4, b]. Suponha também que f: Dy — R

é continua com g(D,) C Dy. Entdo

b g(b)
f f(e(0)g (x)dx :f F(u)du,
a g(a)

Demonstragdo. Se F é uma primitiva de f, sabemos que F(g(x)) é uma primitiva da fungéo
f(g(x))g’(x). Do 2° TFC temos

b

= F(g(b)) - F(g(a)).

a

b
f f(g(0)g'(x)dx = F(g(x)

Mas aplicando o 2° TFC diretamente a integral Igg((:))f(u)du, obtemos

8(b) g
f Fydu = Ew)|* = F(g(b)) - E(g(a)),
g(a) g

0 que mostra que
b g(b)
[ retngwas= [ stua
4 g(a)

]

Com isso, temos a disposi¢ao dois métodos equivalentes para calcular uma integral definida

por substituicdo:

Método 1. Calcular a integral definida usando a Regra da substituicao para integrais defi-

nidas vista acima, dada por

b g(b)
f f(g(x))g (x)dx :j Fu)du,
a g(a)

onde, com a primitiva F de f em maos, temos

(b)
(a)

g(b)
[ rndu =
g(a)

4
4
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Método 2. Usar a Regra da Substitui¢do vista na se¢do anterior e resolver primeiramente a
integral indefinida

ff(g(x))g'(x)dx ~ F(g(x))+ K,

encontrando assim uma primitiva F(g(x)) para a funcao f(g(x))g’(x), e com essa primitiva em

maos usar o 2° TFC para calcular a integral definida:

f f(g(0)g (x)dx = F(g(x)| -

a

Nos exemplos a seguir, faremos pelos dois métodos. Nenhum dos dois ¢ melhor do que o
outro, e cada caso é um caso. Com estudo e pratica, vocé conseguird decidir o que é melhor em

cada caso, ou qual deles funciona melhor pra vocé!

2
Exemplo 4.26. Calcule J 2xV1 + x%dx.
0

Sorucio. Método 1. Se u = g(x) = 1 +x2, temos g(0) = 1 e g(2) = 5. Assim, pela Regra da
substituicdo para integrais definidas, temos

2 5 5
f 2xV1+x2dx:J Vudu = %ug , :§(5\/§—1).
0 1

Método 2. Resolvendo a integral indefinida primeiro (veja Exemplo 4.21) temos

J2x\’1 +x2dx =

Nl

(1+x%)2 +k.

wlt\)

Assim, uma primitiva de 2xV1 + x? é %(1 + xz)%, e pelo 2° TFC obtemos

JZxV1+x2dx— (1+x?) 5\/_ 1).

Exemplo 4.27. Calcule ﬁ V2x -1 dx.

SorucAo. Método 1. Fazendo u = 2x — 1 temos du = 2dx, isto é, &* d = dx. Quando x =

temos u =0, e quando x = 1 temos u = 1. Assim,

J\/de J«/‘ J\/‘du_%ilzé.

0

1
2

Método 2. Resolvemos a integral indefinida primeiro. Fazendo u = 2x — 1 temos
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dT” = dx e assim

fx/zx——ldx:fx/ﬂd?” J\/‘du_%i +k= ;(23( 1)? +

wlw

+k,

onde k € R é uma constante. Portanto $(2x — 1)% ¢ uma primitiva de V2x—1 e, pelo 2°
TFC obtemos

JV2X dx— (2x - 1)%

1
Exemplo 4.28. Calcule f Y dx

Sorucio. Método 1. Fazendo u = Inx temos du = % dx. Além disso, quando x = 1 temos

u=In1=0,equando x = e temos u =Ine = 1. Deste modo

21
Jln—xdx J udu:u—‘ :l.
210 2

Método 2. Resolvemos primeiro a integral indefinida. Fazendo u = Inx temos du =

2 2
fm—xdx fudu:u?+k:1n x+k,

% dx. Assim

2

lnx, e pelo 2° TFC obtemos

onde k € R é uma constante. Log

1
>

j lnx ln x|e

1

4.6 Substituicdo inversa

Na Regra da Substituicdo temos uma integral do tipo ff(g(x))g’(x)dx e usamos a substitui¢do
u = g(x) para transformd-la na integral ff(u)du. Fazemos isso quando sabemos encontrar uma
primitiva F para f, o que faz com que saibamos resolver a integral f f(u)du

Imagine agora que comegamos com uma integral na forma I f(x)dx e ndo sabemos encontrar
uma primitiva para f. Por mais contra-intuitivo que isso possa parecer, faremos a seguinte
pergunta: e se “complicando” a integral ela, na verdade, fique mais simples?

Para responder essa pergunta, usamos a técnica da substituigﬁo inversa, que consiste em,
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na integral Jf(x)dx, fazer a mudanca x = g(t). Com isso obtemos dx = g’(t)dt e a integral fica

ff(x)dx = Jf(g(t))g'(t)dt-

Veja que é dai que vem o nome substituicao inversa! Fizemos o caminho contrario ao da
Regra da Substitui¢do. Mas para que fazer isso? A resposta nem sempre é tao simples, mas
em geral fazemos isso para que a integral resultante nesse processo, apesar de parecer ser mais
complicada, seja na verdade mais simples.

S6 que esse processo tem uma pegadinha! Note que ndo sabemos quem ¢é a primitiva de
f (caso contrario nem precisariamos mudar a integral ff(x)dx para resolvé-la). Assim, a

esperancga é encontrar uma primitiva H(t) para a fun¢ao f(g(t))g’(t), e assim

ff(x)dx - Jf(g(t))g'(t)dt ~H(t)+k,

onde k € R é uma constante. Mas veja que a fungdo original tem variavel x, e ndo t. Assim,
precisamos voltar para a varidvel x. Como x = g(t), s6 é possivel voltar para x se conseguirmos
inverter essa relacao, isto é, se conseguirmos escrever t = ¢~ !(x). Por isso, ¢ fundamental que g

seja inversivel. Com isso, obtemos

ff(x)dx - ff(g(t))g’(t)dt = H(t)+ k= H(g (1) +

onde k € R é uma constante. Esse ¢ o Método da Substituicao Inversa, que é resumido no

seguinte resultado.

Proposicao 4.29 (M£Topo DA SUBSTITUIGAO INVERsA). Assuma que f é continua por partes. Se

x = g(t) ¢ uma funcdo inversivel, diferencidvel e com derivada continua por partes, entao

ff(x)dx = ff(g(t))g’(t)dt-

Exemplo 4.30. Usando o método da substitui¢do inversa, elimine a raiz da integral
J V1 —x2,

sem necessariamente resolvé-la.

SorugAo. Vamos usar a mudancga x = sent. Note que a funcdo V1 —x? estd definida
somente para —1 < x < 1, ou seja, a variagao de x esta limitada ao intervalo [-1,1]. Para
que a mudanga x = sent seja inversivel precisamos restringir ¢ ao intervalo [-F, 7], isto

é, consideramos a fungao sen: [-7, 5] — [~1,1] que é inversivel, com inversa t = arcsen x
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(veja a figura abaixo).

1
|
\ cost

Temos dx = costdt. Como sen?t +cos?t =1, temos 1 —sen?t = cos?t, logo

J V1 —x2dx :J V1 —sen?tcostdt = J Vcos?tcostdt = J-lcost|costdt.

Para t € [-7, 5] temos cost > 0, e assim |cos t| = cos t. Portanto

J V1 —x2dx = J‘cos2 tdt,

onde x =sent, para t € [-5, T].

Observacao 1. Ainda nao vimos técnicas suficientes para resolver a maioria das integrais que

aparecerdo ao usarmos a técnica da substituicdo inversa. Por essa razdo, revisitaremos esse topico

mais adiante. Nesse exemplo, devemos usar a relagao

1
cos’t = E(l + cos(2t))

para obter
t  sen(2t)

1

2

tdt = = | (1 +cos(2t))dt = - + ——= +k,

fcos 5 j( cos(2t)) > 1

onde k é uma constante. O trabalho arduo é retornar a variavel original x. Veja que t = arcsenx.

Agora sen(2t) = 2sentcost, e x = sent. Para encontrar cost em termos de x usamos a relacdo

sent+cos?t=1. Assim
x?+cos’t=1 = cost=V1-x2
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lembrando que cost > 0 para t € [-7, 7]. Portanto chegamos em

1 —x2
I e

2
onde k € R é uma constante.

Observacao 2. Outra mudanca possivel é fazer x = cos t. Para que essa mudanga seja inversivel,

consideramos f € [0, 7] (veja a figura abaixo).

sent

X =cost ;1

Assim dx = —sentdt e
J V1-x2dx = —J V1 —cos?tsentdt = —f Vsen?tsentdt = —J|sent|sentdt = —J‘sen2 tdt,

jd que sent > 0 para t € [0,7t]. Aqui, para resolver a integral usamos a relagao
5, 1
—sen“f = E(cos(2t) -1)

e obtemos

1 sen(2t) t
— 2 = — — = - —
sen” tdt 5 f(cos(Zt) 1)dt 1 > +k,

onde k é uma constante. Para voltar a varidvel x, temos t = arccos x, sen(2t) = 2sentcost e

sen’t+cos’t=1 = sen’t+x’=1 = sent=V1-x2,

pois sent > 0 para t € [0, 7t]. Assim

V1 _ o2
J‘mdx:_arccostrx 1-x “k

2 2
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onde k € R é uma constante.

Observacao 3. Veja que as respostas acima parecem diferentes, nao? Isso quer dizer que
alguma delas estd errada? Nao! Ambas as respostas estdo corretas, e a aparente diferenga entre

elas estd apenas “a uma constante de diferenca”, uma vez que
i
arcsenx = - —arccosx  para todo x € [-1,1].

Assim, se na nossa primeira resposta usarmos a relagdo acima, obtemos

[ Vi e IO R

e “colocando T para dentro de k” obtemos exatamente a segunda resposta.

Exemplo 4.31. Em cada uma das integrais, encontre uma substitui¢do inversa que elimine

a raiz do integrando, sem precisar resolver a integral resultante.

(a) J.V5—4x2dx (b) J.V9+4x2dx (c) ij2—4x+3dx

Sorugao. (a) Veja que

5-4x? = 5[1 - (%x)z]
2 V5

Fazendo entdo X =sen t,isto é, x = > sent para t € [-5, 7] obtemos

5-4x% = 5[1 - (ix)z] =5(1 —sen?’t).

V5
V5

Assim, como dx = 5> cos tdt temos

5 5 5
J V5 —4x%dx = J 5(1 —sen? t)gcostdt = EJ V1 —sen?tcostdt = Efcosz tdt,

onde usamos que cost > 0 para t € [-5,7]. Assim, uma mudanga que elimina a raiz do

integrando é

5
X = TSent parate[-7, 7]

V5

Observagao. Outra mudanga possivel é x = 5> cost para t € [0, 7t]. Verifique!

(b) Notemos que
2 \2
9+ 4x? = 9[1 + (gx) ]
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Fazendo entao %x =tgt,isto é, x = %tg t, temos

2
9+4x° = 9[1 + (%x) ] =9(1 +tg?t).

Como 1+ tgzt = sec? t, ficaremos com

9 +4x% =9(1 +tg’t) = 9sec’t.

Para que essa mudanga seja inversivel é necessario que t € (-5, %) (veja a figura abaixo).
o X = % tgf
1
- tgt
, sent
//
/ 1
/
1
' t
|
\ cost
\
\
\
\
-1

Assim, como dx = %sec2 tdt, obtemos
9

3 9
j VO +4x2dx = J V9sec? tzsec2 tdt = EJ‘lsectlsec2 tdt = EJS€C3 tdt,

onde usamos que sect > 0 para t € (-7, %). Portanto, a mudanga que elimina a raiz do

integrando é

3
X = Etgt parate(-3,7%)

(c) Para essa, veja que

x?—4dx+3=x’—4dx+4-1=(x-2)>-1.

Lembrando que sec?t—1= tg2 t, fazemos a mudanca x — 2 = sect, isto é, x = 2 + sect.

Para que tal mudanga seja inversivel, consideramos t € [-7,—5) U [0,F) (esse dominio é

escolhido pois tgt > 0 para t € [-1,—5) U [0, 7), veja a figura abaixo).
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x=2+sect?

Assim, como dx = secttgtdt, obtemos

J Vx? —4x + 3dx = J,/(x—Z)z— ldx = J Vsec?t—1secttgtdt = thztsectdt.
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Assim, a mudanca que elimina a raiz do integrando é

x=2+sect parate[-n,-F)U[0,7)

4.7 Integracao por partes em integrais indefinidas

A Regra da Substituicdo para integracdo “desfaz” o que a Regra da Cadeia fez ao derivarmos
uma fungdo. A Regra do Produto para diferenciagdo também tem sua regra correspondente na
integracao, que chamamos de integracao por partes.

Se f,g: [a,b] — R sao fungdes diferenciaveis em (a,b), entdo para x € (a,b) vale a regra do

produto, isto é,
(f(x)g(x))" = f'(x)g(x) + f(x)g (x).

Isso nos a

Como f(x)g(x) é uma primitiva de (f(x)g(x))’, se existir uma primitiva de f’(x)g(x), entdo

também existird uma primitiva de f(x)g’(x) e valera a formula de integracao por partes:

ff(x)g'(x)dx - f(x)g(x) - ff’(x)g(x)dx. (4.4)

Notacdo alternativa. Tomando u = f(x) e v = g(x), temos du = f’(x)dx e dv = ¢g’(x)dx, e pode-

Judv = uv—fvdu.

Exemplo 4.32. Calcule stenxdx.

mos reescrever (4.4) como

Sorucio. Tome u = x e dv =senxdx. Entdo du = dx e v = —cosx. Assim

fxsenxdx = x(—cosx)—jl(—cosx)dx = —XxCcosXx +senx + k.

Exemplo 4.33. Calcule J_arctg xdx.
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SorucAo. Temos

1
farctgx\df/: uv—fvdu = (arctgx)x—fx1 +x2dx

u dv

1
= xarctgx — Eln(l +x2)+k.

Exemplo 4.34. Calcule J_xZexdx.

Sorucio. Temos

x> ¢ dx= x> & - eX 2xdx
~———— ~———— ~————
u dv u v v du

Utilizando a férmula de integracdo por partes mais uma vez, calculamos

jxexdx =xe* - Jexdx =xeX¥ —-e* +k.

fxzexdx = x%e* — 2xe* + 2¢¥ + k.

Portanto,

Exemplo 4.35. Calcule J~sec3 tdt.

Sorucio. Facamos u =sect e dv = sec’ tdt. Temos du = secttgtdt e v = tgt. Assim

J‘sec3 tdt = J‘sectsec2 tdt = secttgt—ftgztsectdt
= secttgt—f(sec%— 1)sectdt =secttgt+ Jsectdt— Jsec3 tdt

= secttgt+ln|sect+tgt|—J‘sec3 tdt.

Note que a integral fsec3 tdt voltou a aparecer do lado direito, o que pode parecer es-
tranho. Mas note agora podemos somar jsec?’ tdt em ambos os lados da igualdade para
obter

2J3ec3tdt:secttgt+ln|sect+tgt|+k,

onde k € IR. Por que essa constante apareceu? Note que antes, tinhamos uma integral
indefinida em ambos os lados da igualdade, que “escondiam” as constantes. Quando

somamos fsec3 tdt em ambos os lados, o lado direito da igualdade ficou sem nenhuma
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integral. Assim, como estamos nos referindo a uma integral indefinida, a constante k
deve agora aparecer.
Dividindo tudo por 2, e renomeando a constante, obtemos

secttgt Inl|sect+tgt
fsec3tdt: 2g+ | 5 g|+k.

4.8 Integracao por partes na integral definida

Combinando a férmula de integracao por partes com o 2° TFC , podemos avaliar integrais

definidas. Sejam f e ¢ duas fun¢ées com derivadas continuas em [4, b], entdo

b b b
f f(x)g'(x)dx = f(x)g(x) . —J- f(x)g(x)dx.

Como no caso da Regra da Substitui¢do, temos dois métodos para calcular uma integral defi-

nida usando o método da integracdo por partes. Uma deles é usar diretamente a férmula acima,
e o outro consiste em primeiro resolver a integral indefinida para encontrar uma primitiva de

f g’ e sé depois usar o 2° TFC . Faremos abaixo um exemplo usando ambos os métodos.

t
Exemplo 4.36. Calcule J‘ xlnxdx, parat > 0.
1

dx _x? :
< ev=77,assim

t 21 t 1 t 21 1 t
fxlnxdx:x nx| ——J xdx:t nt__j xdx
. 2 h 2], 2 2),

_ Int xz‘t t2Int t2+1
- 12 4 4

2 4
Método 2. Resolvemos primeiramente a integral indefinida. Novamente, tomando

Sorucgio. Método 1. Tomando u =Inx e dv = xdx temos du =

u=Ilnxev=uxdxtemos

2 2 2
J_xlnxdx:x lznx—lJ_xdx:x lznx_x__i_k,

2 4

onde k € R é uma constante. Assim

x?lnx x2

2 4

¢ uma primitiva de xInx. Pelo 2° TFC , obtemos

t Inx  x%\t t*Int t? 1
xlnxdx:( ——)‘ = __+Z'
1

2 4/ 2 4
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4.9 Integrais trigonomeétricas

Nesta se¢ao usaremos identidades trigonométricas para integrar certas combinacdes de fungoes
trigonométricas, com a ajuda da Regra da Substituicdo.

Lembremos das trés identidades trigonométricas basicas:

2

e sen?x+cosix=1;

e sen(x+y)=senxcosy +senycosx;

® COS(X+7y)=COSXcosy—senxseny.

Delas seguem todas as outras, como por exemplo:
e sen(2x) = 2senxcosx;

e cos(2x) = cos?x —sen? x.

Agora veja que

2 2 2

cos(2x) = cos’ x —sen® x = cos® x — (1 — cos®

x)=1 +2cos?x,

o que nos da

1
cos’x = 5(1 + cos(2x)).

Analogamente obtemos

1
sen’x = 5(1 —cos(2x)).

Com isso, conseguimos uma estratégia para calcular integrais do tipo
f sen™ xcos” xdx,

onde m e n sdo inteiros ndo-negativos.

* Se n for impar entdo n = 2k + 1 para algum inteiro ndo-negativo k, e assim
f sen x cos' V) xdx = J- sen x(cos® x)* cos xdx = j sen” x(1 —sen? x)* cos xdx,
e fazemos a substitui¢do u = senx (logo du = cosxdx) para obter
jsenmxcos(2k+1) xdx = fsenm x(1 —sen®x)* cos xdx = j u™(1 —u®)*du,

e basta resolver a integral resultante (veja que o integrando é um polinémio).
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Exemplo 4.37. Calcule fcos3 xdx.

3 2

x = cos’xcosx = (1 —sen?

Sorugio. Observe que cos x)cosx. Fazendo u = senx temos

du = cosxdx e assim

3
1
jcos3xdx = f(l —sen’ x)cos xdx = f(l —u?)du =u- % +k =senx— gsen3x+k.

Exemplo 4.38. Calcule J‘sen2 x cos® xdx.

5 4

Sorucio. Note que cos’x = cos*xcosx = (1 —sen?

2

x)“cosx. Fazendo u = senx, temos

U =cosxdxe

jsenzxcos5 xdx = J‘sen2 x(1 —sen®x)?cos xdx = ju2(1 —u®)?du

3 5 7
u 2u u
= | W?-2u*+ul)du=—-"—+—+k
3 5 7
senx 2sen’x sen’x
= - + + k.
3 5 7

* Se m for impar entdo m = 2p + 1 para algum inteiro ndo-negativo p, e assim
Jsencpﬂ) xcos” xdx = J(senz x)P cos" xsenxdx = J(l —cos® x)P cos” xsen xdx,
e fazemos a substitui¢do u = cosx (logo du = —sen xdx) para obter
Jsen(zl’“) xcos” xdx f(l —cos? x)P cos" xsenxdx = — f(l —u?)Pu"du,

e basta resolver a integral resultante (veja que o integrando é um polinémio).

Exemplo 4.39. Calcule Isen5 xcos? xdx.

2,2 2

> 2x = (sen’ x)? cos? x)?cos? xsenx. Fa-

Sorugio. Observe que sen”xcos”x = (sen”x)”cos” xsen(x) = (1 —cos

zendo u = cosx temos du = —senxdx e assim

J’sensxcos2 xdx = J(l —cos®x)? cos® xsenxdx = J(l —u?)?u?(~du)

3

5 7
:—J\(u2_2u4+u6)du :—(%_2%+u7)+k

COS3 X COS5 X COS7 X

3+5—7+k.
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* O caso mais trabalhoso ocorre quando ambos m e 1 sao pares. Nesse caso, a férmula geral fica

incrivelmente complicada. A estratégia aqui é utilizar, repetidamente, as identidades

1 1
sen’x = E(l —cos(2x)) e cos’x= 5(1 + cos(2x))

que deduzimos acima (e algumas vezes pode ser util lembrar que sen(2x) = 2sen x cos x).

Exemplo 4.40. Calcule Jsen‘l xdx.

Sorucio. Usando as identidades sen?(x) = %(1 —cos(2x)) e cos® x = %(1 + cos(2x)) temos

Jsen4xdx = %J(l - cos(2x))2 dx = ij(l — 2cos(2x) + cos?(2x))dx
1

=1 J(l —2cos(2x) + %(1 + cos(4x))dx =

_ J‘(E _ cos(2x) N cos(4x) )dx

8 2 8
_3x sen(2x) N sen(4x)
-8 4 32

+ k.

Agora podemos ver uma estratégia para calcular integrais envolvendo produtos de sen(mx)

e cos(nx).
* Para avaliar integrais do tipo

Jsen(mx) cos(nx)dx
use a identidade

1
sen(mx)cos(nx) = E(sen(mx — nx) + sen(mx + nx)).

* Para avaliar integrais do tipo

fsen(mx) sen(nx)dx
use a identidade

sen(mx)sen(nx) = %(cos(mx — nx) — cos(mx + nx)).

* Para avaliar integrais do tipo
Jsen(mx) cos(nx)dx

use a identidade

cos(mx)cos(nx) = %(cos(mx — nx) + cos(mx + nx)).
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Exemplo 4.41. Calcule fsen(3x) cos(2x)dx.

Sorucgio. Observe que sen(3x)cos(2x) = %(sen(Sx) +sen(x)), logo

1

jsen(3x)cos(2x)dx = % J.(sen(Sx) +sen(x))dx = T cos(5x) — %cosx + k.

J

Podemos usar uma estratégia semelhante para avaliar integrais envolvendo poténcias de

tangente e secante, isto é, integrais da forma

J tg" xsec” xdx,

onde m e n sdo inteiros ndo-negativos.

* Se n > 2 for par entdo n = 2k para algum inteiro ndo-negativo k > 1, e assim
J tg" xsec?k xdx = jtgm x(sec? x)Vsec? xdx = J tg™ x(1 +tg? x)* ! sec? xdx,
e fazemos a substituicdo u = tgx (logo du = sec? xdx) para obter
jtgm xsec® xdx = thm x(1+tg?x)fsec? xdx = J u™(1+u?) " du,

e basta resolver a integral resultante (note que o integrando é um polinémio).

Exemplo 4.42. Calcule f tg® xsect xdx.

Sorucgio. Observe que tg® xsec? x = tg®xsec? xsec? x = tg® x(1 + tg? x)sec? x. Fazendo u =

tgx temos du = sec’ xdx e assim

th6xsec4xdx = jtg6x(1 +tg?x)sec’ xdx = Ju6(1 +u?)du
7,9 7 9

u_+u_+k:tg_x+tg_x+k.

7 9 7 9

* Se m for impar entdo m = 2p + 1 para algum inteiro ndo-negativo p, e assim
ftgapﬂ) xsec" xdx = JA(tg2 x)Psec" ! xsecxtgxdx = J‘(sec2 x—1)Psec” ! xsecxtgxdx,
e fazemos a substitui¢do u = secx (logo du = secxtgxdx) para obter
th(2p+l) xsec" xdx = f(seczx —1)Psec" ! xsecxtgxdx = J(uz —1)Pu"duy,

e basta resolver a integral resultante (note que o integrando é um polinémio).
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Exemplo 4.43. Calcule fth xsec’ xdx.

7 6 6

Sorucio. Observe que tg®xsec” x = tg* xsec® xsecxtgx = (sec®x — 1)>sec® xsecxtgx. Fa-

zendo u = secx temos du = secxtgxdx e assim

thsxsec7xdx = J(seczx— 1)?sec® xsecxtgxdx = J(uz -1)%ubdu

wll  2u% u’ secllx 2sec®x sec’«x

"otttk gtk

4,10 Substituicdo inversa (continuacio)

Nessa secao voltaremos a discutir o método da substitui¢do inversa, mas agora focando em
resolver completamente as integrais. A teoria ja foi toda desenvolvida na Segao 4.6, e 0 que nos

resta agora é trabalhar alguns exemplos.

e D

Exemplo 4.44. Calcule f\ll +x%dx.

Sorucio. Como 1+ tgzt = sec’t, a mudanca x = tgt para t € (—%,%) elimina a raiz do

integrando. De fato, temos dx = sectdt e assim

J V1 +x2dx = J}/l +tg2tsec’ tdt = J|sect|sec2 tdt = jsec3 tdt,

pois sect > 0 em (-7, 7). Agora, do exemplo Exemplo 4.35 sabemos que

secttgt Inl|sect+tgt
fsec3tdt: 2g + | & |+k.

2

Devemos retornar a varidvel x. Como x = tgt, segue que 1 + x> = sec’t e como sect > 0,
temos sect = V1 + x2. Logo

dex: sec;tgt+ln|sect+tgt| Tk

2
B \/1+x2+ln|\/1+x2+x|+k
2 2 '

Exemplo 4.45. Resolvas as integrais abaixo:
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(a) jV5—4x2dx (b) JV9+4x2dx (c) JVx2—4x+3dx

Veja que ja encontramos a mudanga de varidvel que elimina a raiz de cada uma das

integrais acima, no Exemplo 4.31.

\/>

(a) A mudanca x = sentparate[ 2, %] nos da

5
J V5 —4x2dx = 5 Jcosz tdt.
Lembrando que cos®t = (1 + cos(2t)) temos

V5 a2y 2 5t 5sen(2t 5t 5sentcost
J 5—4x2dx:ZJ1+cos(2t))d 4+—ser;( )+k:Z+—sen4cos +k,

onde na ultima igualdade usamos que sen(2t) = 2sentcost. Precisamos voltar a variavel

X, e para isso lembramos que como sen’t+cos’t=1ex= 75 sent temos

4x? V5 —4x2
— t+cos’t=1 =— cost= ——"
5 \5

’

lembrando que cost > 0 para t € [-75, 5]. Portanto

5 2 1
J V5 —4x2dx = Zarcsen(%x)+ ExVS—ALx2 + k.

(b) A mudanga x = 3tgt para t € (-%, %) nos d4
9
f VI +4x2dx = EJ.sec3 tdt.

Assim

9 ttgt 91 t+tgt
R e e

Para retornar a variavel x, veja que

4 , V9 + 4x?

seczt:1+tg2t:1+§x - sect:T,

onde usamos que sect > 0 para t € (-5, 7). Portanto

9V9 +4x22 9 V9 4 22
j\/9+4x2dx:1%— +—ln' X gx +k
_x\/9+4x2 91 |\/9+4x2+2x‘ '
— > )

150




(c) Amudanga x = 2 +sect para t € [-11,-5) U [0, 5) nos da

f Vx2 —4x+3dx = jtgztsectdt.

thztsectdt = j(seczt— 1)sectdt = JAsec3 tdt—fsectdt—i—k

secttgt In|sect+tgt|

Temos

= + —In|sect +tgt|+k
2 2
ttgt 1 t+tgt

_ secttgt n|sect+tg |+k.
2 2

Para voltar a varidvel original, note que
tg’t=sec’t—1=(x-2)>-1=x’-4x+3 = tgt=Vx2—4x+3,

pois tgt > 0 para t € [-1,—5) U [0, 7). Portanto

_ 2_ _ 5
fmdx:(x 2) x2 4x+3 Injx 2+\£m|+k'

4.11 Decomposicao em fra¢des parciais

Nesta secao mostraremos como integrar uma fungdo racional (isto é, um quociente de po-

lindmios) expressando-a como soma de fra¢des parciais. Consideremos a funcao racional

onde p e g sao polinémios. Se o grau de r for maior ou igual ao grau de g, aplicando o algoritmo
da divisdo para polindmios podemos escrever r(x) = s(x)g(x) + p(x), onde s e p sdo polindmios,

com o grau de p menor do que o grau de q. Assim

q(x)
Como s é um polindmio, sua integral é facil de calcular. Portanto, para calcular a integral de f,
precisamos saber integrar
f de,
q(x)

onde p e g sdo polindmios, com o grau de p menor do que o grau de q.
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3
x> +x

dx.
T ax

Exemplo 4.46. Calcule f

3

Sorugio. Dividindo o polinémio x” —x por x encontramos

X —x=(x*+x+2)(x-1)+2,

logo
3
+ 2
X x:x2+x+2+ .
x—1 x—1
Portanto
3 3 2
x7+x 2 X X
dx = (x2+x+2+—)dx:—+—+2x+21n|x—1|+k.
x—1 x—1 3 2
Para comegar a resolver a integral
X
J‘p( )
q(x)

devemos, em primeiro lugar, expressar o denominador g(x) em fatores irredutiveis, isto é, em
fatores lineares e/ou quadraticos sem raizes, como por exemplo, x* — 16 = (x — 2)(x + 2)(x% + 4),
x3-8=(x-2)(x*+2x+2),oux?>—1=(x—1)(x+1).

Uma vez feito isso, devemos expressar a func¢do racional como uma soma de fragdes par-
ciais. Explicamos em detalhes alguns diferentes casos que podem ocorrer (com esses vocé é

capaz de resolver casos mais gerais que possam aparecer!).

Denominadores redutiveis do segundo grau

Teorema 4.47. Sejam a, , m, n € R, com a # . Entdo existem A, B € R tais que

mx+n A B
(a) (x—a)(x-p) x-a +x—ﬁ’
mx+n A B

(b) =

(x—a)? x-a " (x—a)?

Note que estamos aplicando o teorema acima somente quando o grau do numerador é no
maximo um, pois ele deve ser menor do que o grau 2 do denominador.

Usando o Teorema 4.47, para a # f§ existem A, B € R tais que

J(fﬂ&dxf(_"‘ # = Jdx = Alnlx-al + Bink~ fl k.

x—a)(x—p) x—-a x-p
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Além disso, também existem A, B tais que

mx +n A B
(x —a)? :J((x—a) " (x—oc)z)dx:mlx_al_x—a

Esse método de resolucdo de integrais se chama método das fracoes parciais.

+ k.

3
Exemplo 4.48. Calcule Jde.
x2-3x+2
Sorucio. Observe que x? —3x +2 = (x — 1)(x — 2). O método de fragdes parciais da

x+3 _ A N
x2-3x+2 x-1

B
x-2’
e portanto A(x—2)+B(x—1)=x+3 ou (A+ B)x—2A - B = x+ 3. Como os polindmios sao

idénticos, seus coeficientes devem ser iguais. Logo, A+ B =1 e —2A — B = 3. Resolvendo,

obtemos A =—4e B=5 e assim

j x+3 J‘ —4 5
z—dx: ( +
xc—3x+2

)dx:—41n|x—1|+51n|x—2|+k.
x-1 x-2

3
2
Exemplo 4.49. Calcule f%
x [—

SorucgAo. Neste caso é melhor fazer uma mudanca de varidveis. Sejau =x—-1loux=u+1
e du = dx. Assim,

3 3 3 2
Jx +2 dx:J‘(u+1) du:J‘u +3u“+3u+3
(x—1)2 u? u?
2 2
3 -1 3
:u—+3u+3ln|u|——+k—(x ) +3(x-1)+3In|x-1|- —— +k.
2 U 2 x—1

dx.

du

bf Denominadores irredutiveis do segundo grau
Queremos calcular integrais do tipo

mx+n
2—dx,
ax?+bx+c

A = b%? — 4ac < 0. Entao devemos reescrever o denominador como soma de quadrados. Em

seguida, fazemos uma mudanca de variavel e resolvemos a integral resultante. O procedimento

geral é esse, e ele fica mais bem explicado através de um exemplo.
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2x+1

Exemplo 4.50. Calcule f—
x2+2x+2

Sorucio. Escrevemos o denominador como soma de quadrados x? + 2x + 2 = (x + 1)? + 1.

Fazendo u = x+ 1, temos du = dx e assim

2x+1 2x+1 2u—-1)+1
f—“ dx:f—x+ dx:j—(u ALPY
x2+2x+2 (x+1)2+1 u?+1

2 1 2 1
Jde:f “ du—f du
x2+2x+2 uz+1 uz+1

=In(1+u?)—arctgu +k =In(1 + (x +1)?) —arctg(x + 1) + k.

e portanto

=In(1 +u?)—arctgu + k = In(x* + 2x + 2) —arctg(x + 1) + k.

4x% - 3x+2 .
4x? —4x+3

Sorugio. Como o grau do denominador é igual ao grau do denominador, primeiro vamos

Exemplo 4.51. Calcule f

dividir os polinémios para encontrar

4x? —3x+2 x—1 x—1
S M R .
4x2 —4x+3 4x2 —4x+3 (2x—-1)2+2

Fazendo u = 2x -1 temos du = 2dx e assim

J‘4x2_3x+2dx:J‘(l+ x—1 )dx:x—i-lf u—ldu
4x2 —4x+3 (2x—-1)2+2 4 ) u?+2
:x+lf " du—lf L du—x+—ln|u +1|—L arctg(i)
4 ) u?+2 4 ) u?+2 42 V2

\/_51)+k.

1 1 2x
=x+ gln(4x2—4x+3)—— arctg(

42

Denominadores redutiveis do terceiro grau

Teorema 4.52. Sejam «, B,y,m,n,p € R, com «, B,y # 0. Entdo existem A, B, C € R tais que

(a) mx?+nx+p A B N C
(—a)x—p)x-y) x-a x-p
(b) mx?+nx+p A B N C

G-a)x—p ~x—a x=B (x-p)
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mx?+nx+p A B C

= + + :
() (x—a)3 x—-a (x-a)? (x-a)’
2x+1
Exemplo 4.53. Calcule Ide.
x3-x2-x+1

2

Sorucio. Como 1 é raiz de x> — x> — x + 1, sabemos que (x — 1) é um fator e obtemos

x-x?—x+1=(x-1)(x*>-1)=(x—1)*(x+1). A decomposicdo em fracdes parciais é

2x+1 A N B N C
x3-x2-x+1 x+1 (x-1) (x—1)

Entado, 2x+1 = A(x—1)2+B(x+1)(x—1)+C(x+1). Fazendo x = 1 obtemos 3=2C ou C = %
Fazendo x = -1, obtemos -1 = 4A ou A = —i. Fazendo x = 0, obtemos 1 = —i - B+ % ou

B = i. Assim

2x+1 1 (1 101 3 1
N P dx + — dx+> | ——a
Jx3—x2—x+1 * 4fx+1 x+4_[x—1 x+2f(x—1)2 *

1 1 3 1
:—Zln|x+ 1|+Zln|x—1|—§xj+k.

Denominadores do terceiro grau com um fator de segundo grau irredutivel

Vamos considerar integrais do tipo

2
J mx“+nx+p dx,
(x —a)(ax? +bx +c)

onde A = b? —4ac < 0.

Teorema 4.54. Sejam m,n,p,a,b,c,a € R tais que A = b>—4ac < 0. Entdo existem A, B,C € R

tais que
mx?+nx+p A Bx+C
(x—a)(ax®+bx+c) x-a ax?+bx+c
O +x+1
Exemplo 4.55. Calcule | ——dx.
x3-8
Sorucio. Observe que x> — 8 = (x — 2)(x? + 2x + 4). Dividindo obtemos
x°+x+1 , 8x?+x+1 2 8x2+x+1
- = + — =X+ .
x3-8 x3-8 (x—2)(x2+2x+4)
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Pelo método de fragoes parciais,

8x2+x+1

A Bx+C

B = %. Assim

8xZ+x+1

x=u-1 e du = dx. Portanto

J‘ 6lx+64 j 6lx+64
———dx =
x?+2x+4

(x—2)(x2+2x+4)

Entao 8x?+x+1 = A(x?+2x+4)+(Bx+C)(x—2
Fazendo x = 0 obtemos 1 =4A-2C ou C =

f(x—Z)(x2+2x+4)dx:

61. , 16
5 (1, [ felt
12 ) x-2 x24+2x+4
1 61lx+64
:—lnx 2 —  dx
12 | I+ 12Jx2+2x+4

Para calcular a ultima integral, escrevemos x? + 2x + 4 =

(x+1)2+3

1 61
:61J_u2+ du+3fmdu:71n(u +3)+

61 3 x+1
= —In(x?+ 2x + 4) + — arct ( )+k.
2 VR
Finalmente,
X +x+1 x> 35 61 x+1
——dx=—+—1 2|+ —1 2x +4)+ —— arct ( ) k.
J PR X 3+12 nlx - |+2 n(x* + 2x + )+4\/§arcg NG +

= —+ .
x—2 x?’+2x+4

). Fazendo x = 2 obtemos 35 = 12Aou A = {3

?6 Fazendo x =1 obtemos 10=7A-B-C ou

(x+1)?+3 e fazemos u =x+1 ou

61(u —1)+64
u?+3

du

-

NG arctg (%)

4.12 Calculo de areas

Queremos determinar a drea de diferentes regides. Comecaremos pelo problema de achar a

drea de uma regido A que estd sob a curva de uma fungao.

Caso 1: Seja f continua em [a,b] com f(x) >

0, para todo x € [a,b]. J4 vimos que a drea A da

figura (dada na figura abaixo) entre o grafico de f, e asretas x =a, x =b e y = 0 é dada por

= Lbf(x)dx



Exemplo 4.56. A 4drea do conjunto do plano limitado pelas retas x = 0, x = 1 e pelo grafico

def(x):xzé%.

Caso 2: Seja f continua em [a,b] com f(x) <0, para todo x € [a,b]. Queremos encontrar agora a

area A da figura (dada na figura abaixo) entre o graficode f,easretasx=a,x=bey=0.

e
-

Neste caso, temos

A= —Lbﬂx)dx = Lb ~flx)dx = Lb I (0)ldx.

Exemplo 4.57. A drea do conjunto do plano limitado pelas retas x = 0, x = 1 e pelo grafico

def(x):x4—xé%.

Caso 3: Seja f continua em [a,b]. Queremos encontrar agora a drea A da figura (dada na figura

abaixo) entre o gréficode f,easretasx=a,x=beyp=0.
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Ay
AN

A= J;Cf(x)dx— J;df(x)dx+ ij(x)dx = J;b |f (x)|dx.

Exemplo 4.58. A é4rea do conjunto do plano limitado pelas retas x = -1, x =1,y =0e

N

Neste caso, temos

pelo gréfico de f(x) = x> é 1.

Caso 4: Sejam f, g continuas em [a,b] com f(x) > g(c) para todo x € [a,b]. Queremos encontrar

agora a area A da figura (dada na figura abaixo) entre os graficos de f e g, e asretas x =a, x = b.

y

Neste caso, temos ) , )
A= [ 150 -gdx = | fodx- [ gt

Caso Geral: Sejam f, g continuas em [a,b]. Queremos encontrar agora a drea A da figura entre

os graficos de f e g, easretas x =a, x = b.

y
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Neste caso, temos
Jlf 0l

Exemplo 4.59. Calcule a drea A do conjunto {(x,) € R?: x* <y < v/x}.

Sorucio. Temos x? < v < Vxseesdse0<x<1, como na figura abaixo.

v
x2
Vi
0 1 X
Portanto .
1
A= J (Vx-x%)dx ==,
0 3

Exemplo 4.60. Calcule a drea A da regido compreendida entre os graficos de y = x e

y=x%com0<x<2.

Sorucio. As curvas y = x e p = x? interceptam-se nos pontos x = 0 e x = 1. Entao,

1 2
A:J; (x—xz)dx+J1 (x? —x)dx = 1.

4.13 Integrais improprias em intervalos ilimitados

Na definicao de integral definida Lbf(x)dx, exige-se que a funcao f esteja definida num inter-
valo limitado e fechado [4,b] e que f seja limitada nesse intervalo. Neste capitulo estendemos
o conceito de integral definida para casos mais gerais.

Consideremos a fungao f(x) = ﬁ e calculemos a drea A limitada pelo grafico de f e pelas

retasy =0,x=1ex=>5b,com b>1. Entdo

1
f—dx_—— 1o
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Fazendo b — oo, temos A — 1. Isto quer dizer que a area A do conjunto ilimitado
{(x,p) eR*: 0<p< f(x)ex>1)

é finita e igual a 1.

Definicao 4.61 (Integral Improépria do Tipo 1).

(a) Se J f(x)dx existe para cada numero t > a, definimos
) t
J f(x)dx = tlim j f(x)dx

(b) Se J‘ f(x)dx existe para cada numero t < b, definimos
t

f_if( )dx = lim f flx

Quando uma das integrais impréprias acima existir e for finita, diremos que ela é

se este limite existir.

se este limite existir.

convergente. Caso contrdrio, ela sera dita divergente.

As integrais improprias podem ser interpretadas como uma darea, desde que f seja uma

funcdo positiva.

[Se)
Exemplo 4.62. Determine se a integral J — dx é convergente ou divergente.
X

SorugAo. Note que

00 t
j ldx = lim ldx = lim lnx i =limInt = oo,
1

X t—o0 1 X t—o00 t—o0

e como o limite é infinito, a integral é divergente.

)
Exemplo 4.63. Determine se a integral J 3 —dx é Convergente ou dlvergente.
1 X

Sorucio. Temos

w0 1 t 1 11y 1
N = 1 e = l ~—S 1= =
_[1 x3dx At 1 dex oo 2x2|1 t—>oo(2 2t2) 2
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e como o limite é finito, a integral é convergente.

0
Exemplo 4.64. Determine se a integral J xe*dx é convergente ou divergente.

—00

SorLucgAo. Note que

0 0 0
_ ) ) 0
xe *dx = lim xe*dx = lim xex| — eXdx
_ t——c0 t——00 t ¢

o] t

= tlim (et —tel — 1)=-1,

e como o limite é finito, a integral é convergente.

4.14 Testes de convergéncia de integrais improprias

Algumas vezes nao é possivel encontrar um valor exato para uma integral imprépria, mas po-

demos saber se ela é convergente ou divergente usando outras integrais conhecidas.

e D

Teorema 4.65 (Teste da Comparacao). Sejam f,g: [4,00) — R fungdes continuas tais que

existe ¢ > a tal que

f(x)>g(x)>0 paratodox>c.

Entao
o0

(a) Se f f(x)dx for convergente, entao j g(x)dx também serd convergente.
a a

(b) Se (x)dx for divergente, entdo (x)dx também sera divergente.
8 8 8

Exemplo 4.66. Mostre que f e dx é convergente.
1

~ ~ . . . . s I
Sorugio. Nado podemos avaliar diretamente a integral pois a primitiva de e™* néao ¢
uma fungdo elementar. Observe que se x > 1, entdo x> > x, assim —x> < —x e como a

- 2 .
exponencial é crescente e < e™*. Assim

[eS) [eN] t
2 _ : _ R _
J exdx<f e*dx=1lim | e¥dx=lim(e !t —e)=¢".
1 1

t—o00 0 t—o0

Logo pelo Teste da Comparacao a integral é convergente.
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. . * sen’x
Exemplo 4.67. Analise a convergéncia de S—dx.
1 X
Sorugio. Observe que
2
sen“x 1
0< 2 < o para todo x € [1, o).

. ~ M 2 2
Como a integral [~ Ldx conver e, pelo Teste da Comparacdo a integral Csen x4y g
8 1 X2 ge, p parag g 1 X2

convergente.

1+e™*

Exemplo 4.68. Analise a convergéncia de floo dx.

lte™® o 1 ] : 5 5
— =€ L +dx diverge, entdo pelo Teste da Comparagdo a

Sorugio. Observe que

1+e™™
x

integral [ dx é divergente.
g 1 g

Teorema 4.69 (Teste da Comparacdo no Limite). Sejam f, g: [4,00) — R fun¢des continuas

com f(x)>0e g(x)> 0 para todo x > a. Se

i £

m-—-= com 0<L< oo,
x—>oog(x)

entdo f:o f(x)dx e j:o g(x)dx serdo ambas convergentes ou ambas divergentes.

1

Exemplo 4.70. Analise a convergéncia de f T sdx.
1 X
5 - 1 1 . ... ,
Sorucao. As funcodes f(x) = — e ¢(x) = sdo positivas e continuas em [1,00) e
& ¢ 2 <8 1+x2 P
1/x2 1+x2
limm—limLzlim X =1.

X—00 g(x) T x50 1/(1 +x2) x—oo  x2

, o 1 o0 L
Portanto, como a integral Jl —dx converge, L dx também é convergente.
X

1+ x?

Entretanto, no exemplo anterior, as integrais convergem para valores diferentes. De fato:

(o] t
j idleim %dx:lim(—l)izliml—lzl,
1

x2 t—o00 1 X t—o00 X t—o00 t
B dr=tim [ 1 dv=1i tgx || = lim (arctgf —arctg1) = =
x = lim x = lim arctgx |, = lim (arctgt —arc = —.
1 1+x? t>o0 )1 14x2 t—co X1~ I & & 4
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o 3
Exemplo 4.71. Analise a convergéncia de L ﬂdx.

1
SorucgAo. As fungdes f(x) = — e g(x) =

sdo positivas e continuas em [1,0) e
ex eX-5

tim L) _ 4 1/¢* __e*-5 1 5

1
im = lim = lim = lim —.
x—00 g(Xx)  x—e03/(e¥—5) x—o0 3eX x—003 3eX¥ 3

dx também converge.

) 1 3
Portanto, como a integral LOO —xdx = floo e *dx converge, floo FE
e ex —

4.15 Integrais improprias com integrandos descontinuos

1
Consideremos a fun¢ao f(x) = T Queremos calcular a area A limitada pelo grafico de f e
X

pelasretasy=0,x =¢, >0, e x =4. Entdo

4
A= f flx)dx = -2vx |" = 4- 2.
&
Fazendo ¢ — 0%, temos A — 4, o0 que quer dizer que a drea A do conjunto ilimitado
{(x,p) e R*: 0Ky < f(x) e 0 < x < 4

é finita e igual a 4.

Defini¢ao 4.72 (Integral Imprépria do Tipo 2).

(a) Seja f uma fungao continua em [a,b) e descontinua em b, definimos

t—b~

Lbf(x)dx = lim J:f(x)dx,

se esse limite existir.

(b) Seja f uma fungao continua em (a,b] e descontinua em 4, definimos

b b
[ ez yim [ s,

se esse limite existir.

. . . b , . c e
A integral imprépria L f(x) dx é chamada convergente se o limite existir e for

finito, caso contrario serd dita divergente.
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(c) Se f tiver uma descontinuidade em ¢, onde a < ¢ < b, e ambos f;f(x)dx e Lbf(x)dx

forem convergentes, definimos

J;bf(x) dx:J:f(x) dx+£bf(x) dx

. . b . . .
e diremos que a integral fa f(x)dx é convergente. Se pelo menos umas das integrais

. . ~ 7 . b L 1
acima for divergente, entdo diremos que a integral fa f(x)dx é divergente.

5

Exemplo 4.73. Calcule f dx.

2 Vx—2

Sorucgio. Observemos que f(x) = \/% ndo é continua em x = 2. Entdo

5

D=

t

5
1
= li = lim 2(x-2
J;\/xTx P \/—x Jim 2(x=2)

= lim Z(V——\/tT) =2V/3.

t—2+

/2
Exemplo 4.74. Determine se J sec xdx converge ou diverge.
0

Sorugio. Como o hr? secx = 00, a integral é improépria. Entao
t—/2”

/2 /2
secxdx = lim secxdx = lim In|secx+tg x| = 00,
0 t—T1/2" 0 t—T1/2"

pois lim secx= lim tgx = co.Portanto a integral é divergente.
t—1/2" t—7/2”

3
Exemplo 4.75. Calcule J dx.
g x—1
. o ) <
Sorucgio. Observemos que f(x) = 7 ndoé continua em x = 1. Entao,

3 1 3
1 1 1
J dx:f dx+f dx.
0 x—1 0 x—1 1 x—1

Agora,

1 t

1 1 t

J dx = lim dx = lim ln|x—l|‘ = lim In|t-1]| = —oo,
g x—1 t—1- J)o x—1 t—1- 0 t—ol-
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pois lil? |t — 1| = 0. Portanto a integral é divergente.

t—1-
Observacao. Se ndo tivéssemos notado a assintota x = 1 no exemplo anterior e tivéssemos confun-
dido a integral com uma integral definida, poderiamos té-la calculado erroneamente. De agora

em diante devemos prestar aten¢do no integrando para decidir se a integral é imprdpria ou néo.

Uma observagao importante é que os Testes da Comparagdo e da Comparagdo por Limite

valem de maneira analoga para as integrais impréprias do tipo 2.
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Apéndice A
O Corpo dos Nameros Reais

Nesse primeiro capitulo estudaremos o corpos dos ntimeros reais, que é de fundamental im-
portancia para toda a Ciéncia. Esse conjunto é composto pelos nimeros racionais (que estu-
daremos em mais detalhes daqui a pouco) e pelos nimeros irracionais (como o 77, por exem-
plo). Tal corpo é construido matematicamente a partir do corpo dos nimeros racionais, e uma
construgdo possivel é feita utilizando os chamados cortes de Dedekind (se vocé se interessar
por essa construgao, vocé pode encontra-la em [3], por exemplo).

Como dito acima, comecaremos nossos estudos pelo corpo dos ntimeros racionais, mas
antes disso, vamos sé responder a pergunta: afinal, o que é um corpo?

Em Matematica, chamamos de corpo a uma tripla (FF,+,-) formada por um conjunto qual-
quer [F duas operagdes: + (que chamamos de soma ou adi¢ao) e - (que chamamos de produto

ou multiplicacao) em IF x [F que satisfazem as dez seguintes propriedades:

(F) Fechamento: a soma e o produto nao saem de [F, isto é, a soma e o produto de quaisquer

dois elementos de IF resulta num elemento de [F. Matematicamente, escrevemos

x+yelF e x-ye€lF paratodosx,yelF.

(A1) Associativa da soma: nao importa o agrupamento que usamos para fazer a soma de trés

elementos quaisquer de IF, o resultado serd o mesmo. Matematicamente, escrevemos

(x+y)+z=x+(y+2z) paraquaisquer x,y,z € F.

(A2) Comutativa da soma: nao importa a ordem escolhida para somar dois elementos quais-
quer de [F, o resultado da soma serd o mesmo. E a famosa propriedade “a ordem das

parcelas ndo altera a soma”. Matematicamente, escrevemos
X+y=v+x paraquaisquer x,p € IF.
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(A3)

(Ad)

(M1)

(M2)

(M3)

(M4)

Elemento neutro da soma: existe um elemento em [F, que chamamos de zero e denota-
mos por 0, que quando somado a outro, nado altera o valor do outro. Matematicamente,

escrevemos: existe 0 € [F tal que

x+0=x paratodoxelF.

Elemento oposto da soma: para cada elemento de FF existe um outro que, quando somado
ao primeiro, resulta no elemento neutro da soma. Matematicamente, escrevemos: para
todo x € IF, existe y € IF, tal que

x+y=0.

Observacao: abaixo veremos que cada elemento x € [F possui um tnico elemento oposto.

Assim, denotaremos por —x o tinico elemento oposto de x. Isto é, na escrita acima, y = —x.

Associativa do produto: funciona como a associativa da soma, mas para o produto. Ma-

tematicamente, escrevemos

(x-y)-z=x-(y-z) paraquaisquer x,y,z € [F.

Comutativa do produto: como a comutativa da soma, mas para o produto. Matematica-
mente, escrevemos

x-y=v-x paratodosx,y€lF.

Elemento neutro do produto: existe um elemento de [F, que chamamos de um ou uni-
dade e denotamos por 1, que ao fazermos o produto dele com qualquer outro elemento

de [F nao altera o valor do outro. Matematicamente, escrevemos: existe 1 € IF, tal que

x-1=x paratodoxelF.

Elemento inverso do produto: para cada elemento de [F diferente do elemento neutro
da soma existe um outro que, quando somado ao primeiro, resulta no elemento neutro do

produto. Matematicamente, escrevemos: para todo x € F com x = 0 existe y € [F tal que
x-y=1

Observacao: abaixo veremos que cada elemento x € [F possui um tinico elemento inverso

1

do produto. Assim, denotaremos por £ 0 Unico elemento inverso de x. Isto é, na escrita

acima, y = %
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(D) Distributiva: essa propriedade une as operagdes de soma e produto, dizendo como operé-

las quando em conjunto:

x-(y+z)=x-y+x-z paratodosx,p,z€F.

No produto, é comum omitirmos o sinal - e escrevermos xy ao invés de x -y, xyz ao invés de
x-y-zex(y+z)aoinvés de x- (v +z).

Além disso, quando as operagdes de soma e produto sdo conhecidas e ndo corremos o risco
de confundi-las com outras, é comum denotarmos o corpo (IF, +,-) simplesmente por IF.

Com as dez propriedades de um corpo, podemos provar vdrias outras, que usamos muito

quando fazemos contas. A primeira delas é a Lei do Cancelamento da Soma.

Proposicao A.1 (LEI DO CANCELAMENTO DA soMA). Sejam [F um corpoe x,9,z€F. Sex+z=y+z

entdo x =y, isto é, podemos cancelar o fator comum z em ambos os lados da soma.

Demonstragdo. Se x +z =7y + z temos

X+z=yp+z
+(~z) em ambos os lados

Ed (x+2)+(-2)=(¥+2)+(-2)
usando (A1)

== X+(Z+(—Z)):y+(z+(_z))
usando (A4)

== x+0=9+0
usando (A3)

= xX=7.

]

De maneira andloga temos a Lei do Cancelamento do Produto, cuja demonstragdo fica como

exercicio ao leitor.

Exercicio 1 (Lei do Cancelamento do Produto). Sejam IF um corpo e x,y,z € [F. Se xz = yz e
z# (0 entdo x = y.
Observagao: ao demonstrar a Lei do Cancelamento do Produto, vocé vai perceber que é fundamental

assumirmos que z # 0. Por qué?
As seguintes propriedades seguem das leis do cancelamento da soma e do produto.
Proposicao A.2. Valem os seguintes itens:

(a) oelemento neutro da soma é unico.

169



(d)

(e)

Demonstragido. Observacao: a demonstragao desse item é interessante e contém um vali-
oso argumento de l6gica matematica, usado em vdrias outras demonstragdes. Queremos
mostrar que o elemento neutro da soma é tnico, portanto assumiremos que existem dois

elementos neutros da soma e mostraremos que eles sdo iguais.

Da propriedade (A3) sabemos que existe um elemento neutro da soma, o 0. Vamos supor
por um momento que existe outro elemento neutro, e chamaremos esse outro elemento
neutro de 0. Como estamos assumindo que 0 é um elemento neutro da soma, sabemos

que

x+0=x paratodoxelF,
pela definicao de elemento neutro. Assim, temos
0 é elemento neutro da soma ~ 0 éelemento neutro da soma =

0 = 0+0 = 0,

0 que nos mostra que 0 = 0. Portanto, 0 é o tnico elemento neutro da soma. ]
o elemento neutro do produto é tnico;

Demonstragdo. Fica como exercicio ao leitor. Siga os passos da prova acima! ]
para cada x € [F, seu elemento oposto da soma é tnico.

Demonstragido. Assuma que y e z sdo ambos elementos opostos da soma de x, isto é
x+y=0 e x+z=0.
Temos entdo
y=9+0=9+(x+2)=¥+x)+z=(x+y)+z2=0+z=2,

ou seja y = z, e provamos que existe somente um elemento oposto da soma para x.

Observacao: na sequéncia de igualdades acima, determine qual das dez propriedades foi

usada em cada uma das igualdades. O]
o elemento inverso do produto de cada elemento ndo-nulo de FF é tnico;
Demonstragdo. Fica como exercicio ao leitor. Siga os passos da prova acima! ]

o produto de qualquer nimero por zero é zero, isto é, para todo x € F temos x -0 = 0;

170



Demonstragdo. Temos
x-0=x-(0+0)=x-0+x-0,

Usando a Lei do Cancelamento da Soma obtemos x-0 = 0.

Observacao: na sequéncia de igualdades acima, determine qual das dez propriedades foi

usada em cada uma das igualdades. O]

(f) Paratodo x € F temos —x = (—1)-x, isto é, 0 oposto de x é igual ao produto de x pelo oposto
de 1.

Demonstragido. Denotemos y = (—1) - x. Para mostrar que y = —x, basta mostrar que y é o

oposto de x, isto é, que x + y = 0. Para isso, veja que
x+y=x+(-1)-x=1-x+(-1)-x=(1+(-1))-x=0-x=0,

0 que completa a demonstragao.

Observacao: na sequéncia de igualdades acima, determine qual das dez propriedades foi

usada em cada uma das igualdades. ]

Agora que sabemos a defini¢do e as propriedades bésicas de um corpo, podemos comegar

nosso estudo com o corpo dos niimeros racionais.

A.1 O corpo dos nimeros racionais

Indicamos por IN, Z e Q os conjuntos dos nimeros naturais, inteiros e racionais, respectiva-

mente, isto é:

N={0,1,23,...), Z={.,-3,-2,-1,0,1,2,3,...] e Q:{%:a,bez,bi()}.

No conjunto dos nimeros racionais QQ faremos a seguinte identificacao:

a_p
— == se,esomentese, aq=Dbp.
b q
Observacao: aqui ao escrevermos ab e bp, estamos usando a multiplicacao ja conhecida dos
numeros inteiros.
Isto quer dizer que, em Q, ndo fazemos distin¢do entre numeros que sao identificados entre

si, por exemplo: % e % representam o mesmo nimero racional.
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Notemos que todo nimero racional possui infinitas representacdes distintas, uma vez que

n o
5=, P todo inteiro nao-nulo n.
n

Por exemplo, o namero racional % pode ser representado por %, %, 14—2, :—§, e assim por diante.

Em Q definimos a operagao de soma por

E+£_ad+bc .
b A" para

¥ e Q.

’

S
QU0

Observacao: para definir a soma em Q usamos a soma e o produto de nimeros inteiros. Isto é,
na expressao acima, aonde esta escrito ad + bc e bd, a soma e o produto usados ai sdo aquelas
definidas para numeros inteiros.
Definimos também o produto em Q por
a ¢ ac

=-— para

b'd bd cQ

QU o

a
E;
Observag¢ao: Um ntimero racional § também poderd ser denotado por a/b.

Uma primeira pergunta que devemos nos fazer é: se o mesmo nimero racional possui infi-
nitas representacdes distintas, qual delas eu devo escolher para fazer a soma de dois nimeros
racionais? A soma vai mudar se eu escolher representacdes diferentes de cada um dos nimeros
racionais envolvidos? A resposta para essa pergunta é nao! Podemos escolher qualquer re-
presentacdo na hora de fazermos a soma, que os resultados vao ser iguais (via a identificagao
dos niimeros racionais que vimos). Vejamos isso num exemplo primeiro, antes de enunciar e
demonstrar esse fato. Consideremos os nimeros % e % Fazendo a soma destes dois numeros

racionais, temos
10+49 59

2 7
—+== =—.
7 5 35 35

Mas 2 = ﬁ e % = %, por exemplo. Ao usarmos essas diferentes representacoes deles, temos

4+21_60+294_354
14 15 210 210

Por fim, basta notar que o resultado é o mesmo pois

59 354

—=—— jaque 59-210=12.390=35-354.
35 210

Isso vale sempre, e é o resultado do seguinte teorema.

Teorema A.3. A soma em Q independe da representagdo escolhida, isto é, se % = % e % =

=3
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entao

a,c_p.m
b+d_q n'

Demonstragio. Basta seguir o que fizemos no exemplo acima, mas com letras ao invés de

numeros. Vejamos que, pela definicdo de soma, temos

E+£_ad+cb . P m_pntqm
b d bd qg n qn

ad+cb . pntqm

Para mostrar que esses resultados sao iguais, basta ver que = e 2 sdo iguais. Mas

note que

(ad + cb)gn = adqn + cbgn = (aq)dn + (cn)bq = bpdn + dmbg = (pn + qm)bd,

% e 7 = 7. Isso nos mostra que ambos os resultados

jd que ag = bp e cn = dm, pois ; =
sdo iguais em Q, e mostra que a soma ndo depende da representacdo escolhida para os

nudmeros racionais. 0

Exercicio 2. Mostre que o produto em Q independe da representagao escolhida isto ¢, se =

ESYias]

C__
ea—nentao

P.
q

2|3

Sl IR
QU o

Vamos mostrar que a tripla (Q,+,:) € um corpo, isto é, satisfaz as dez propriedades lista-
das na secdo anterior. Para isso, usaremos as ja conhecidas propriedades de associatividade,

comutatividade e distributividade da soma e do produto de nimeros inteiros.
(F) Fechamento: a soma e o produto de dois niimeros racionais é um nimero racional.

Demonstragdo. Claramente, se b e d sdo numeros racionais, a soma ”db;bc e o produto %

deles é também um numero racional. O

(Al) Associativa da soma: (x +y)+z = x+ (y + z) para quaisquer x,y,z € Q.

Demonstragdo. Escrevemos x = ¢,y = 7€ z = ]% Vamos fazer cada uma das operagdes

acima, e ver que elas sdo iguais. Temos

(a ¢\ e _ad+bc e (ad+bo)f +(bd)e adf +bef +bde
i R e 7 A T/
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A outra operagdo nos da

c e)_z+cf+de_ b(cf+de)+adf bcf+bde+adf

x+(y+z):g+(—+—
b \d f] b af b(df) bdf

Ambas as operagdes resultaram no mesmo numero racional, isto é, (x +y) +z=x+ (v + 2),

ou seja, vale a propriedade associativa da soma. ]
(A2) Comutativa da soma: x +y =y + x, para quaisquer x,y € Q.

Demonstragio. Fica como exercicio ao leitor. Use o item acima como inspiragao! O
(A3) Elemento neutro da soma: existe 0 € Q tal que x + 0 = x, para todo x € Q.

Demonstragio. O candidato natural a elemento neutro da soma em Q é o nimero racional

%. De fato, denotando 0 = %, temos

a+o_a+0_a-1+b-0_a
b~ b 1 b1 b
pois sabemos que a-1=a,b-0=0e b-1 para quaisquer inteiros a e b. ]

(A4) Elemento oposto da soma: para todo x € Q, existe y € Q, tal que x +y = 0, e denotamos
V= —X.

Demonstragdo. Se x = 7, o candidato natural ao seu oposto é y = *. Para mostrar isso é s6

mostrar que x +y = 0. De fato:

a —-a ab+b(-a) ab-ab 0
x—{—y:——|——: = = — =

b b b2 b2 =10

0
1
O

Todas as demais propriedades também sdo validas, e as suas demonstra¢des sdo deixadas

como exercicios ao leitor.
(M1) Associativa do produto: (xp)z = x(yz) para quaisquer x,y,z € Q.
(M2) Comutativa do produto: xy = px para todo x,y € Q.
(M3) Elemento neutro do produto: existe 1 € Q, tal que x-1 = x, para todo x € Q.
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(M4) Elemento inverso do produto: para todo x € Q, x = 0, existe y € Q, tal que xy =1, e

_1
denotamos y = ;.
(D) Distributiva: x(y + z) = xy + xz para todos x,y,z € Q.

Observacao: vocés notaram que para provarmos as propriedades da soma e do produto de
nuameros racionais é necessario termos algumas dessas propriedades vdlidas para a soma e o
produto de nuimeros inteiros (veja que ndo sdo todas vdlidas, pois em IN, por exemplo, ndo
ha oposto da soma, e nem em IN nem Z ndo hé inverso do produto), pois foi por meio delas
que definimos a soma e o produto em Q. Em Matemadtica a regra é essa, vamos construindo
conjuntos e operagdes novos em termos de conjuntos e operagdes ja conhecidos. O que devemos
tomar cuidado sempre é: se uma propriedade vale para uma operagdo em conjunto que ja
conhecemos e usamos eles para construir outro conjunto e outra operagao, entdo nao ¢ imediato
que esse Novo conjunto e essa nova operacio satisfacam a mesma propriedade. E necessario

provar isso!
Ordenacao dos nameros racionais

Além das operagdes que podem ser feitas com numeros racionais (a soma e o produto), é
fundamental sabermos ordernar os nimeros racionais. Para isso, come¢amos com a seguinte

definicao:

Definicao A.4. Diremos que um ntmero racional x = ; é
* nao-negativo: se ab € IN; * nao-positivo: se ; nao for positivo;

* positivo: seabe N e a = 0;

* negativo: se ; ndo for ndo-negativo.

Por exemplo:

, 0, :—é sdo ndo-negativos;

N|—=

e :—; sdo positivos, mas 0 ndo ¢ positivo;

D=

-1 1 ~ ~ oy .
* 5, 0e =5 sdo ndo-positivos;
J % e }3 sdo negativos, mas 0 ndo é negativo.

Exercicio 3. Mostre que x € Q é positivo se, e somente se, —x é negativo. Mostre também que

x € Q é ndo-negativo se, e somente se, —x é nado-positivo.

Com isso, definiremos uma ordenacao em Q, da seguinte maneira:
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Definicao A.5. Sejam x,y € Q. Diremos que

Neste caso poderemos também dizer que y é maior do que x e escrevemos y > x. Note

que, com essa definicao, teremos x > 0 se x for positivo e x < 0 se x for negativo.

igual a x. Em particular teremos x > 0 se x for ndo-negativo e x < 0 se x for ndo-positivo.

x é menor do que y se existir t € Q positivo tal que y = x + t.

Nesse caso, escrevemos

x<y

Se x <y ou x =y, entdo escreveremos x < y e lemos x € menor ou igual a p.

Da mesma forma se y > x ou y = x, entdo escreveremos y > x e lemos y é maior ou

A quéadrupla (Q, +,+, <), formada pelo corpo (Q,+,) e a nogao de ordem < definida acima,

constitui o que chamamos de corpo ordenado. Ou seja, além de (Q, +,+) ser um corpo, a ordem

< satisfaz as seis seguintes propriedades:

(O1)

(02)

Reflexiva: x < x para todo x € Q.
Demonstracdo. Como x = x, entdo temos x < x. OJ
Antissimeétrica: se x <y ey < xentdo x =7.

Demonstragdo. Se x = y, entdo ndo temos nada a provar. Assumimos entdo que x # y.

Como x <y ex =y, temos x <y. Da definicdo de <, existe t € Q positivo tal que y = x + 1.

Analogamente, como y < x e y # x, devemos ter y < x. Assim, existe s € Q positivo tal que
X =79+s. Assim

X=9+s=(x+t)+s=x+1t+s.

Da Lei do Cancelamento da Soma, temos ¢t +s = 0, ou seja s = —t. Como t é positivo,
do Exercicio 3 segue que s = —t deve ser negativo. Como s é positivo, chegamos numa
contradig¢do. Isso mostra que o tnico caso possivel é x = y. ]
Transitiva: se x <y ey <zentdox <z

Demonstracdo. Como x <p ey < zexistem t,s € Q nao-negativos tais que y = x+t e z = y+s.
Assim

z2=9+s=(x+t)+s=x+(t+59),

e t+s € Q € ndo-negativo. Portanto x < z. O
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A demonstragao dos préximos trés itens fica a cargo do leitor:
(O4) Para quaisquer x,p € Q temosou x <y ou y < x.
(OA) Sex<yentdiox+z<yp+z.
(OM) Se x<yez>0,entdo xz < yz.
Exercicio 4. Mostre que no corpo ordenado (Q, +,, <) valem as seguintes propriedades:
(a) sex<ypez<wentiox+z<y+w.
(b) se0<x<yel<z<wentdoxz<yw.

(c) x<yse, esomentese, x+z<y+z;

1

(d) z> 0 se, e somente se, ; > 0;

(e) sez>0, entdo x <y se, e somente se, Xz < yz;
(f) sez<0, entdo x <y se, e somente se, xz > yz;

(g) se 0<x<yel<z<wentdoxz<yw;

1 1
(h) seO<x<yentéoO<;<;;

(i) Tricotomia: x<y ou x=9 ou x>y;
(j) Anulamento do produto: xy = 0 se, e somente se, x =0 ou y = 0.

Por fim, definimos as poténcias inteiras de um ntimero racional.

Definicao A.6. Se x € Q e n é um inteiro positivo, definimos

xX"=x-...-.x e x"=- -
~—_— X X

n—-vezes
n—vezes

Por fim, se x # 0 é racional, definimos x° = 1.

J

.

Observagao: Note que, acima, x = 1 s6 estd definido para x # 0. Lembramos que 0° ¢ uma
indeterminacao, ou seja, matematicamente falando, é uma quantidade que ndo tem um valor

determinado.

Redutibilidade de ntimeros racionais
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Definicao A.7. Dados a,b € Z inteiros ndo-nulos, dizemos que d é o maximo divisor
comum entre a e b se d é o maior nimero inteiro positivo que divide simultaneamente a
e b. Usamos a notagdo d = mdc{a, b}.

Adicionalmente, definimos mdc{a,0} =asea>0e mdc{q,0} =—asea<0.

Definicao A.8. Seja x = § um ntimero racional. Dizemos que x é irredutivel se
mdc{a, b} = 1;

caso contrario, dizemos que x é redutivel, isto é, se mdc{a, b} > 1.

Agora veremos que todo nuimero racional possui uma representacao irredutivel.

Proposigao A.9. Se ; é um ntimero racional entdo existem p,q € Z tal que g # 0 com mdc{p,q} =

a_P
1eb_ .

=

Demonstragdo. Sabemos que b # 0, assim se a = 0 basta tomar p = 0, g = 1 e teremos % = %.

Agora se a = 0 seja d = mdc{a, b}. Assim, existem n,m € Z com p,q = 0 tais que a=dp e b =dq.

Desta maneira temos mdc{p,q}=1e § = Z—’; = %. O

A.2 O corpos dos numeros reais

Os numeros racionais podem ser representados por pontos em uma reta horizontal ordenada,
chamada reta real.

1/2  4/3 5/2
-3 -2 -1 0 1 2 3 4 5 R

Mas o conjuntos dos pontos racionais nao é suficiente para preencher toda a reta real; isto
é, existem pontos da reta real que nao sao racionais. Para que vejamos este fato, considere um
quadrado de lado 1 e diagonal d. Pelo Teorema de Pitdgoras temos d*> = 12+ 12 = 2. Seja P a

intersecgdo do eixo x com a circunferéncia de raio d.
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Mostraremos que P é um ponto da reta real que nao é racional e para isso, lembremos que
um numero a € Z é dito par se existe k € Z tal que a = 2k, e dizemos que a € Z é impar se existe
ke Z tal que a = 2k + 1.

Proposicao A.10. Seja a € Z. Temos:

2

(a) se afor impar entdo a* é impar;

(b) se a® for par entdo a é par.

Demonstragio. Provemos (a). Se a for impar existe k € Z tal que a =2k + 1. Dai segue que

a? = (2k+1)?> = 4k> + 4k +1 =2(2k> + 2k)+ 1 =20 + 1,
——
14

onde ¢ = 2k? + 2k, e portanto a? também sera impar.
Para (b) suponha por absurdo que a nao é par. Logo a é impar e pelo item (a) a> também ¢é

impar, o que contradiz a hip6tese. Portanto a é par necessariamente. ]
Proposi¢do A.11. A equacio x> = 2 ndo possui solugao em Q.

Demonstragdo. Suponhamos, por absurdo, que x> = 2 tem uma solug¢do em Q. Entdo da Pro-
posigao A.9 podemos assumir que x = § com a,b € Z e § irredutivel. Logo (%)2 = 2, ou seja,
a? = 2b? e portanto a? é par. Segue da Proposicdo A.10 (b) que a também é par. Portanto existe
k € Z tal que a = 2k. Mas

2:2b2
? — 2p2 = 4k? = b2 = 2k2.
a=2k

Portanto b? é par e, pela Proposicio A.10 (b), b também é par. Mas isto implica que ;€
redutivel (pois a e b sdo divisiveis por 2) o que é uma contradigdo. Portanto ndo existe ; € Q tal

que (%)2:2. O

Denotamos o conjunto dos ntimeros reais por IR. Temos Q C R e todo ntimero real que nao
é racional é dito irracional. Em R, definimos uma adi¢do +, uma multiplicagdo - e uma relagdo
de ordem <. Entdo a quadrupla (IR, +,, <) satisfaz as condigdes (A1) a (A4), (M1) a (M4), (D),
(O1) a (O4), (OA) e (OM) como na sec¢do anterior e portanto R é um corpo ordenado.

Daqui pra frente usaremos as notagoes:
N"=IN\{0}, Z" =Z\ {0}, Q" =Q\ {0} e R"=1R\{0}.

O conjunto dos nimeros reais pode ser construido a partir dos nameros racionais utilizando,

por exemplo, os chamados cortes de Dedekind. Todas as propriedades acima sdo obtidas da
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construcgdo feita, e também algumas outras, que veremos a seguir. Para o leitor interessado em

ver esta construcdo, sugerimos aqui o livro [3].
Subconjuntos de R

Se A e B sdo subconjuntos de R, definimos a unido AU B de A e B como sendo o conjunto
formados por todos os elementos de A e B. A interseccao AN B de A e B é definido como o
conjunto formados pelos elementos que estao simultaneamente em A e B. O conjunto de R que
nao possui nenhum elemento é chamado de conjunto vazio e denotado por @.

Alguns subconjuntos de R tém uma forma especial, que sdo os chamados intervalos. Sao
eles:

Intervalos abertos: se a < b sdo nimeros reais, denotamos por (a,b) o conjunto
(a,b) ={x€eR: a<x<b}.
Sao também intervalos abertos os conjuntos
(—o,a)={x€R: x<a}, (a,00)={xeR:x>a} e (—oo0,00)=IR.
Intervalos fechados: se a < b sdo niumeros reais, denotamos por [a,b] o conjunto
[a,b]={xeR: a<x<b}.
Sao também intervalos fechados os conjuntos
(—oo,al={xeR: x<a}, [a,0)={x€R:x>a} e (—o0,00)=1R.
Intervalos semi-abertos: se a < b sao nimeros reais, denotamos por [4,b) o conjunto
[a,b)={xeR: a<x<b}
E também intervalo semi-aberto o conjunto

(a,b] ={xeR: a<x < b}

A.3 Equacodes e inequacoes

Para resolver uma equacao em x é necessario encontrar o conjunto dos nimeros reais x que
satisfazem a equacdo. Para resolver uma inequac¢ao em x é necessdrio encontrar o conjunto
dos nameros reais x que satisfazem a desigualdade. Em qualquer um dos casos, dizemos que
o conjunto dos numeros reais x que satisfazem a equagdo/inequagdo é o conjunto solucao da

equacao/inequacao.
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Exemplo A.12. A inequacgdo x —2 < 4 tem conjunto solu¢do S = {x € R: x < 6} = (—00,6).

Exemplo A.13. Resolva a inequagao —3(4—x) < 12.

SorugAo. Multiplicando a ambos os lados da desigualdade por —% temos 4 — x > —4.
Subtraindo 4 resulta em —x > —8 e multiplicando por —1 obtemos x < 8. Logo o conjunto

solucdo desta inequacdo é S = {x € R: x < 8} = (-0, 8].

Exemplo A.14. Resolva a inequagdo mtx + 1729 < 4x + 1.

SorugAo. Vamos comegar adicionando o oposto de 1729 +4x dos dois lados da inequacdo.
Assim mtx +1729-1729 - 4x < 4x+1—-1729 — 4x ou seja mx —4x < 1 —-1729 que também

pode ser escrita como (7w —4)x < —1728. Agora multiplicaremos a ultima inequagao pelo

inverso de 7 — 4, que é negativo. Obtemos entdo x > —%, ou seja x > %. Assim o

conjunto solugao desta inequagdo é S = (%,00)-

x+1
1-x
Sorugio. O numerador é positivo quando x > —1, negativo quando x < —1 e zero quando

Exemplo A.15. Qual é o sinal de em funcdo de x?

x = —1. O denominador é positivo quando x < 1, negativo quando x > 1 e zero quando
x = 1. Portanto a fracdo serd positiva quando -1 < x < 1, negativa quando x < -1 ou x > 1

e zero quando x = —1.

Exercicio 5. Resolva a inequacgado

2x+1
<0.
-4

A.4 Mobdulo de um nimero real

Definicao A.16. Seja x € R. Definimos o médulo (ou valor absoluto) de x por

x, sex=0
|x| =
-x, sex<0.

Segue da defini¢do acima que |x| > 0 e —|x| < x <|[x| para todo x € R.

Exemplo A.17. Descreva o valor de |x + 1| + |x — 1| sem utilizar o médulo.

Sorucio. Temos
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_ lx+1]=x+1
- se x > 1, entdo x—1] ) e, portanto, [x+ 1|+ |x—-1|=x+1+x—-1=2x.
x—1|=x-

_ lx+1]=x+1
- se-1<x<1,entdo e, portanto, [x+ 1|+ [x—1|=x+1-x+1=2.
lx—1|=-x+1

B lx+1]=-x-1
- se x < -1, entdo e, portanto, |[x+ 1|+ |x—1]|=-x-1-x+1=-2x.
lx—1|=-x+1

2x, x21
Logo [x+1|+|x—1|={ 2, -1<x<1
=2x, x<-1.

Exercicio 6. Mostre que |x|> = x?, para todo x € IR, ou seja, o quadrado de um ndmero real nao

muda quando se troca seu sinal.

Lembre que v/x significa raiz quadrada positiva de x. Logo segue do Exercicio 6 que

V2 = |xl.

Exemplo A.18. A equagao |x| =7 com r > 0 tem como conjunto solucdo S = {-r,r}.

O resultado do Exemplo A.18 pode ser generalizado como no exemplo seguinte.

Exemplo A.19. A equagdo [ax—b| =r com r > 0 e a # 0 tem como conjunto solucao
— [b=r btr
s ={ )

a’ a

Exemplo A.20. Resolva a equacgao |2x + 1| = 3.

Sorugio. Temos 2x+1 =3 ou 2x+1 = -3, 0 que nos leva ao conjunto solugao S = {-2,1}.

. J

Sejam x e y dois nimeros reais. Entdo a distdncia de x a y é dada por |[x —y|. Assim |x — |
¢ a medida do segmento xy. Em particular como |x| = |x — 0] entdo |x| é a distdncia de x a 0. O
proximo exemplo diz que a distdncia de x a 0 é menor do que 7, com r > 0, se, e somente se, x

estiver entre —r e r.

Exemplo A.21. Seja r > 0. Entao |x| < r se, e somente se, —r <x < 1.

SorugAo. Suponhamos que |x| < r. Analisando o sinal de x, temos:
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- se x = 0entdor > |x| = x,

- se x < 0 entdo r > |x| = —x e portanto —r < x.

Portanto —r < x <r. Agora suponhamos que —r < x < r. Entao,
- sex>0entdo x| =x<r,

- sex<0entdo —x=|x|<r.

Portanto, |x| < r, o que conclui a demonstracao.

A seguinte figura ilustra o significado geométrico do exemplo.

x| < r

Agora, vamos generalizar o Exemplo A.21.

Exemplo A.22. Resolva a inequagao |ax — b| < r na varidvel x com r >0 e a = 0.

Sorucgio. De forma similar ao exemplo anterior, —r < ax—b < r. Somando b aos termos da

inequacao obtemos
b-r<ax<b+r.

Logo,

- sea>0entéo%<x<%;
b—r

- sea<0ent€10¥<x<7.

J

Como caso particular do Exemplo A.22, se a distdncia de x a p for menor do que 7, isto é,

|x —p| <7, r>0, entdo x estard entre p—r e p + r. Geometricamente,

Ix—pl<r

p-r P p+r R

Exemplo A.23. Para quaisquer x,y € R, vale |xy| = |x][y].

Sorucio. Temos |xy|* = (xy)? = x*v? = |x|?|y|> = (|x||y])*>. Como |xy| > 0 e |x||ly| > 0, temos
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xyl = |x[lyl.

Proposi¢ao A.24 (DESIGUALDADE TRIANGULAR). Para quaisquer x,y € R temos
|+ 9l < x|+ yl,
e além disso vale a igualdade se, e somente se, xy > 0.

Demonstragdo. Somando —|x| < x < |x| e —|y| <y <|y| obtemos —|x| - |y| < x +y < |x|+ [y].
Mostremos agora a ultima afirmagdo. Para isso, suponha primeiro que xy > 0. Entao deve-
mosteroux>0eyp>0oux>0eyp>0. No primeiro caso [x+y|=x+7p = [x|+|y|, e no segundo

|x+y| =—x—p =|x|+|y|. Areciproca fica a cargo do leitor. ]
Corolario A.25. Para quaisquer x,y € IR temos
llx] = 9l < [x = pl.
Demonstragdo. Veja que
xl=lx-yp+yl<lx—yl+lyl e Ppl=ly-—x+xI<lx-yl+]x],

assim

IX|-lvl<lx—v| e |yl-IxI<|x-vl|

Isso nos mostra que

—|x =yl <|x| -y < |x -],

ou seja ||x| — ||| < |x —y|, 0 que completa a prova. o

A.5 Limitacdo de subconjuntos de IR

Definicao A.26. Um conjunto A C IR sera dito limitado, se existir L > 0 tal que
|x| <L paratodo x € A.

Dizemos ainda que A C R é ilimitado se ele ndo for limitado.

O resultado a seguir é uma consequéncia imediata da defini¢do acima e sua demonstragao

fica como exercicio ao leitor.

Proposicao A.27. Um conjunto A C IR seré:
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(a) limitado se, e somente se, existir L > 0 tal que A C [-L,L];

(b) ilimitado se, e somente se, para todo L > 0, existir x € A tal que |x| > L.

Exemplo A.28. Temos:
(a) A=][0,1]é limitado;

(b) IN néo é limitado (mostraremos mais tarde);

(c) B= {2’;;1 ‘ne 1N} é limitado;

(d) C= {% ne IN*} é limitado.

Definicao A.29. Considere um conjunto A C IR. Dizemos que

(a) A élimitado superiormente se existe L € IR tal que x < L, para todo x € A. Neste

caso, L sera chamado de limitante superior (ou cota superior) de A.

(b) A élimitado inferiormente se existe ¢ tal que x > ¢, para todo x € A. Neste caso, ¢

sera chamado limitante inferior (ou cota inferior) de A.

Segundo a defini¢do acima podemos notar que A C IR serd limitado se, e somente se, A for

limitado superiormente e inferiormente.

~

Exemplo A.30.

(a) Considere A =[0,1). Entdo —2 e 0 sdo limitantes inferiores de A. Também 1, 7t e 101

sdo limitantes superiores de A.
(b) IN ndo é limitado mas é limitado inferiormente por 0 pois 0 < x para todo x € IN.

(c) B ={x € Q: x < V2} ndo é limitado, mas é limitado superiormente por L, onde

L>2.

Definicdo A.31. Seja A C R um conjunto limitado superiormente (limitado inferiormen-

te) com A = @.

(a) Se L € R for uma cota superior (cota inferior) de A e para toda cota superior (cota

inferior) L de A, tivermos




entdo L sera chamado supremo (infimo) de A. Neste caso, escreveremos

L=supA (L=infA).

(b) SeL=supA €A (L=infA € A), entdo L sera maximo (minimo) de A. Neste caso,
escreveremos
L=maxA (L=minA).

As seguintes proposicdes nos dao caracterizacdes uteis para o supremo e o infimo de um

subconjunto de IR, e suas demonstragdes ficam a cargo do leitor.

Proposicao A.32. Seja A C R limitado superiormente com A # @. Entdo L = sup A se, e somente

se, valerem as seguintes propriedades:
(a) L é cota superior de A.
(b) Paratodo e >0, existeac A tal quea>L—e.
Analogamente temos

Proposicao A.33. Seja A C R limitado inferiormente com A # @. Entdo L = inf A se, e somente

se, valem as seguintes propriedades:
(a) L é cota inferior de A.

(b) Paratodo € >0, existe a€ A tal que a<L +e.

Exemplo A.34.
(a) Considere A=(0,1], entdo infA =0e supA =maxA=1.
(b) Considere B=IN, entdo infIN = minIN = 0.

(c) Considere C = {x € Q: x> < 2}, entdo supC = V2 e infC = —V/2, mas note que

—\/E, \/E ¢ C e assim eles ndo sao mamixo e minimo, respectivamente.

\. J

O seguinte resultado é de fundamental importancia para a teoria de fun¢des de uma variavel
real e é obtido na constru¢do do conjunto dos numeros reais. Vamos enuncid-lo aqui sem

demonstragao.

Proposicdao A.35 (ProprIEDADE DO SUPREMO). Considere A C R com A = @. Se A for limitado

superiormente entdo existird L = sup A.
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Com esta propriedade, podemos provar muitas outras, como veremos na sequéncia.

Proposicao A.36. Se A C R for limitado superiormente (inferiormente), entdo o conjunto —A =

{-=x: x € A} serd limitado inferiormente (superiormente) e
supA =—inf(-A) (infA =—-sup(-A)).

Demonstragido. Mostraremos o caso A limitado superiormente, e o outro caso fica a cargo do
leitor. Seja L = sup A, que existe pela Propriedade do Supremo. Claramente x < L para todo
x € A, ja que L é uma cota superior de A, e assim —L < —x para todo x € A. Portanto —L é uma
cota inferior de —A.

Seja € > 0. Da propriedade de supremo, existe x € A tal que L—€ < x e desta forma —x < —L+e.
Da Proposigao A.33 temos —L = inf(—A), isto é, sup A = —inf(-A). O

Corolario A.37. Considere A C R com A # @. Se A for limitado inferiormente, entdo existira
L =infA.

Demonstragdo. Como A é limitado inferiormente, da proposi¢ao acima segue que —A é limitado

superiormente e que inf A = —sup(—A). Portanto existe inf A. ]

Corolario A.38. Considere A C R com A = @. Se A for limitado, entao A admite infimo e

supremo.

Demonstragdo. A demonstragdo é imediata dos dois resultados anteriores. ]

A propriedade Arquimediana de R

Teorema A.39 (ProPrRIEDADE ARQUIMEDIANA DE [R). Se x # 0 é um numero real entdo o
conjunto

A={nx: neN} éilimitado.

Demonstragido. Consideremos primeiramente que x > 0. Suponhamos, por absurdo, que
A seja limitado. Entao existird L = sup A pois A # @. Logo dado m € IN existird x € R tal
que L —x < mx, pela Proposi¢ao A.32. Portanto L < (m+ 1)x o que contradiz a suposicao.

O caso x < 0 segue de modo analogo. ]

Corolario A.40. A propriedade Arquimediana tem as seguintes consequéncias:

(a) o conjunto dos niumeros naturais ndo é limitado superiormente;
. 1 .

(b) paratodo € >0, existe n € N tal que ;. <¥¢;

(c) se A= {% ne IN*} entdo infA = 0.
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A.6 Topologiade R

s '

Definicao A.41. Uma vizinhanca de um nimero a € R é qualquer intervalo aberto con-

tendo a.

Exemplo A.42. O conjunto Vs(a) = (a—0,a+ 6) onde 6 > 0 é uma vizinhanca de a € R.

Definicdo A.43. Sejam A C R e b € R. Se para toda vizinhanga Vg(b) de b existir a €
Vs(b)NA, com a = b, entdo b seré dito ponto de acumulacao de A.

Dizemos que b é um ponto no fecho de A se ou b € A ou b é um ponto de acumulagdo
de A.

Exemplo A.44.
(a) Seja A =(a,b). Entdo o conjunto dos pontos de acumulagdo de A é [4, b].
(b) Seja B=Z. Entdo B ndo tem pontos de acumulagéo.

(c) Qualquer subconjunto finito de IR ndo admite pontos de acumulagio.

Exercicio 7. Mostre que se um conjunto A C IR tiver um ponto de acumulagdo, entao A serd um

conjunto com infinitos elementos.

Definicao A.45. Seja B C R. Um ponto b € B serd dito um ponto isolado de B se existir
0> 0 tal que Vi(b) ndo contém pontos de B distintos de b.

Exemplo A.46.

(a) Seja B = {%: n € IN*}. Entdo o conjunto dos pontos de acumulagao de B é {0} e o

conjunto dos pontos isolados de B é o proprio conjunto B.

(b) O conjunto Z possui apenas pontos isolados.

. J

Podem haver conjuntos infinitos que nao possuem pontos de acumulagao (por exemplo Z).
No entanto, todo conjunto infinito e limitado possui pelo menos um ponto de acumulagao.
Usando ainda a propriedade Arquimediana de IR temos o seguinte resultado, cuja demonstragao

pode ser encontrada em [3], por exemplo.
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Proposicao A.47. Qualquer intervalo aberto ndo-vazio contém um ndmero racional.
Com este resultado em maos, podemos provar:

Corolario A.48. Qualquer intervalo aberto nao-vazio contém um numero infinito de nimeros

racionais.

Corolario A.49. O conjunto dos pontos de acumulagdo de Q é IR.

Exercicio 8.
(a) Mostre que se r for um namero racional ndo nulo, entdo V2 serd um numero irracional.
(b) Mostre que todo intervalo aberto contém um numero irracional.
(c) Mostre que todo intervalo aberto contém um numero infinito de nameros irracionais.

(d) Mostre que qualquer namero real é ponto de acumulacdo do conjunto dos nimeros irra-

cionais.
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Apéndice B
Funcoes

O objeto fundamental deste curso de Célculo é a classe das func¢des, que surgem quando uma
determinada quantidade depende de outra (ou outras). Por exemplo: a drea A de um circulo
depende de seu raio r e a lei que relaciona r com A é dada por A = nir?. Neste caso dizemos que
A é uma funcado de r, e normalmente escrevemos A(r) para indicar essa dependéncia. Outros
exemplos sdo: a populagao P(t) de uma determinada espécie que depende do tempo t, e o custo

C(w) de envio de um pacote pelo correio que depende de seu peso w.

B.1 Nogoes gerais

Definicao B.1. Dados dois conjuntos nao-vazios A e B, uma funcao f de A em B, que

escrevemos f: A — B, é uma lei ou regra que a associa a cada x € A um unico elemento

f(x)eB.

(a) Aéchamado dominio de f, e é denotado comumente por Df ou D(f);
(b) Bé chamado contra-dominio de f;

(c) oconjunto
Im(f) = {y € B: y = f(x), x € Dy}

¢ chamado imagem de f. Podemos denotar a imagem de f também por f(Dy).

Também podemos descrever a agdo de f ponto-a-ponto da seguinte maneira
A>x — f(x)eB.

Convengdo: se o dominio de uma funcao real de uma variavel real f ndo é dado explicita-

mente entdo, por conven¢ao, adotamos como dominio o conjunto de todos os nimeros reais x

191



para os quais f(x) € um numero real (isto é, Dy € o maior subconjunto de R nos quais f estd
bem definida).

Exemplo B.2. Considere uma fungdo f: R — IR.

(a) Se f(x) =k, paratodo x € R e para algum k € R fixado, dizemos que f é uma funcao

constante. Em particular, se k = 0, dizemos que f é a fun¢ao nula.
(b) Se f(x) = x, para todo x € R, dizemos que f é a funcao identidade.

(c) Se f(x) = ax, para todo x € R e algum a € R fixado, dizemos que f é uma funcao

linear.

(d) Se f(x) =ax+b, para todo x € R e a,b € R fixados, dizemos que f é uma func¢ao

afim.

(e) Se f(x)=ay+ayx+arx*>+---+a,x", para todo x € R e constantes ag,a;, - ,a, € R fi-

xados, dizemos que f é uma func¢ao polinomial (ou um polinémio). Em particular:

(i) se n =2, f(x) = ax? + bx + c é chamada de func¢io quadratica,

(ii) se n =3, f(x) = ax® + bx® + cx + d é chamada de funcio ctibica.

(f) Se f(x)=x" paratodo x € Re a € R fixado, dizemos que f é uma func¢ao poténcia.

Em particular, se a = %,f(x) = x1/n = {/x, onde n é um inteiro positivo, dizemos que

f é uma funcao raiz.

* Temos Dy = [0,00) se n é par e Dy = R se n € impar.

(g) Se f(x)= %, onde p e 1 sdo polinon6émios, dizemos que f é uma funcao racional.

q
* Note que Dy = {x € R: g(x) = 0};

(h) Se f é construida usando operagGes algébricas comecando com polinémios, dizemos

que f é uma funcao algébrica. Por exemplo,

f(x)=Vx2+1com D =R ou

g(x) = Mv3x+ 1 com D, = (0, o).

x%+V2x
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Definigao B.3. Sejam f: Dy — B e D C Dy. Denotamos por f|p a restricao de f ao
subconjunto D de Dy. Isto ¢, f|p: D — B é dada por

flp(x) = f(x) paratodo x € D.

Exemplo B.4. Funcao definida por partes: definida de forma diversa em diferentes par-

tes de seu dominio. Por exemplo,

(a) f(x):{l—Zx sex<1, (b) g(x)=|x|:{ x sex=0,

X sex>1; —x sex<0.

Exemplo B.5. Escreva a funcdo f(x) =|x— 1|+ 3 sem utilizar o médulo.

Sorugio. Parax > 1 temos [x—1|=x—1e parax <1 temos [x—1| =1 —x e assim

f(x):{ x+2 sex=1,

4—-x sex<l.

Exemplo B.6. Um fabricante de refrigerante quer produzir latas cilindricas para seu pro-
duto. A lata dever ter um volume de 360 ml. Expresse a drea superficial total da lata em

funcdo do seu raio e dé o dominio da fungao.

SorugAo. Sejam r o raio da lata e h a altura. A &rea superficial total (topo, fundo e drea
lateral) é dada por S = 27tr? + 2mtrh. Sabemos que o volume V = rir?h deve ser de 360 ml,
temos 7t72h = 360, ou seja h = 360/mr?. Portanto, S(r) = 2mr? +2mr360/mr? = 21r? +720/r.

Como r s6 pode assumir valores positivos, Dg = (0, c0).

Definigao B.7. Seja f: Dy — B uma fungdo. O conjunto
G(f)={(x,f(x)): xe Df} C Dy xB

é chamado de grafico de f. Denotamos também o grafico de f por Gy.

Decorre da definigao acima que, quando f: Dy C R — R € uma funcao real, G(f) € o lugar
geométrico descrito pelos pontos da forma (x, f(x)) € RxR quando x percorre Dy. Observe que,

por exemplo, uma circunferéncia nao pode representar o grafico de uma funcéo real.

Foérmulas de translagao:
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+ f(x)+ k translada o grafico de f,k unidades para cima se k > 0 e |k| unidades para baixo

se k<0,

+ f(x+k)translada o grafico de f,k unidades para a esquerda se k > 0 e |k| unidades para a
direita se k < 0.

Exercicio 9. Esboce os graficos das fungées abaixo.
(a) f(t)=3t-1 (c) h(s)=s?>+1 (e) m(r)=(r+1)>
(b) g(x)=x%-1 (d) k(u)=(u—-1) (f) C(w)=w?+6w+10

ImporTANTE: Note que uma fungdo é composta de uma regra juntamente com seu dominio e seu
contra-dominio. Ndo confunda a regra que define a fungdo com a fung¢do em si. Por exemplo,

as fungoes

f:R—R dada por f(x)=x>,
g:(0,00) >R dada por g(x) =x°, e
h: R — (-00,0) dada por h(x) = x°,

possuem a mesma regra de defini¢do mas sdo fungoes diferentes!.

B.2 Operag¢des com fungoes

Definigao B.8. Dadas fungbes f: Df — R, g: D, > R e x € Dy N D, podemos definir
algumas operagdes com fungodes:

(a) soma: (f +g)(x) = f(x) +g(x);

(b) produto: (fg)(x) = f(x)g(x);

(c) quociente: (g)(x) =——se g(x) #0.

Exemplo B.9. Se f(x) = V7 —x e g(x) = Vx -2 entdo Dy = (~00,7],Dg = [2,+00) e Dy N Dy =
[2,7]. Temos

(a) (f+9)(x)=V7—x+Vx—2para2<x<7;

(b) (fg)(x)=V7-xVx-2=4/(7—x)(x—2) para2<x <7,
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(c) (i)(x): :Z:_;c = Z:; para2<x<7.

Defini¢ao B.10. Dadas fungdes f: Df — R e g: Dy — R com Im(f) C D, definimos a

funcdo composta h: Dy — R por
h(x) = g(f(x)) paratodo x € Dy.

Neste caso escrevemos h=go f.

Exemplo B.11. Se f(x) = 2x + 1 e g(x) = x> + 3x, entdo
(a) gof(x)=g(2x+1)=(2x+1)>+3(2x+1) = 4x*>+10x + 4,

(b) fog(x)=f(x*+3x)=2(x>+3x)+1=2x2+6x+1.

IMPORTANTE: note que, em geral, fog#go f.

X

x+1,g(x):x10eh(x):x+3.

Exemplo B.12. Encontre f ogohse f(x) =
Sorucio. Temos

10
fogoh(x) = f(g(h(x) = f(glx+3)) = f((x+3)'%) = (x(_f;'%

\. J

Exercicio 10. Sejam f(x) = v/x e g(x) = V2 — x. Determine o dominio das fungdes:
(a) fog(x) (c) fofl(x)

(b) gof(x) (d) gogl(x)

B.3 Funcoes especiais

Nesta secdo definiremos alguns conceitos especiais envolvendo fungdes. Mais precisamente
definiremos algumas classes especiais de fun¢des, que tém propriedades interessantes e tteis
para o que vamos desenvolver ao longo do curso de Célculo.

Em todas as se¢des daqui pra frente, consideraremos f: Dy C R — R uma fungdo real.

Fungdes pares e impares
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Definicao B.13. Diremos que
(a) f éparse f(—x)= f(x) para todo x € Dy;

(b) f éimpar f(-x)=—f(x) para todo x € Dy.

O significado geométrico de uma fungao par é que seu grafico é simétrico em relagdo ao eixo

y e de uma fungao impar é que seu grafico é simétrico em relagdo a origem.

Exemplo B.14. f(x) = x? é par; a fungao identidade I(x) = x é impar; f(x) = 2x — x> ndo é
nem par nem impar.
Exercicio 11. Determine se a fungao é par, impar ou nenhuma das duas.
(a) f(x)=x"+x (b) f(x)=1-x* (c) f(x)=3x3+2x>+1

FuNCOEs PERIODICAS

Definicao B.15. Seja w # 0. Entao f serd dita periddica de periodo w (ou simplesmente
w-periddica) se tivermos f(x) = f (x + ) para todo x € Dy.
Se existir um menor w, positivo tal que f seja wy-periddica entdo diremos que wg é o

periodo minimo de f.

Proposicao B.16. Sejam w # 0 e ¢ # 0. Se f: R —» R é w-periddica, entdo sdo validas as

afirmagoes:
(a) f é nw-periddica para todo inteiro ndo-nulo #.
(b) g: R — R definida por g(x) = f(cx) é ¢-periddica.

Demonstragio. Provaremos aqui o item (a), e o item (b) é deixado como exercicio para o leitor.

Seja n um inteiro positivo. Temos
fx+nw)=f(x+(n-lw+w)=f(x+(n-1w)=f(x+(n-2)w+w) =
=fx+(n=-2)w)=-=flx+w)=f(x),

para todo x € Dy. Assim f € nw-periddica se n for um inteiro positivo.
Agora f(x) = f(x - w + w) = f(x — w) para todo x € Dy; isto €, se f é w-periddica entdo f
¢ também —w-periddica. Portanto se n é um inteiro negativo segue do caso anterior que f é

—nw-periddica, pois —n é um inteiro positivo, e assim f é também nw-periddica. N
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Exemplo B.17.

(a) f(x) =x—|x], onde |x] = max{n € Z: n < x} é a funcdo maior inteiro menor ou
igual a x, é 1-periddica e o periodo minimo de f é 1. Note que [x+1]|=|x]+ 1.
1 sexeQ,

(b) f(x) = é r-periddica para cada r € Q\ {0}. Assim f ndo tem
0 sexeR\Q,

periodo minimo.

Fungdes injetoras, sobrejetoras e bijetoras

Defini¢ao B.18. Diremos que f: Dy —> B ¢
(a) sobrejetora se Im(f) = B.
(b) injetora se f(x;) = f(x;) implicar que x; = x, para quaisquer x1,x; € Dy.

(c) bijetora (ou inversivel) se f for injetora e sobrejetora.

Note que f serd injetora se, e somente se,

x1 # X implicar que f(x1) # f(x;) para quaisquer x;,x; € Dy.

Exemplo B.19. A func¢ao médulo f(x) = |x|, com dominio e contra-dominio R, ndo ¢
injetora pois, por exemplo, | — 1| = |1| e —1 # 1. Ela também nao é sobrejetora, pois

Im(f) = [0,+c0) & R. Agora, considerando a fun¢do médulo com dominio Dy = [0, )

e contra-dominio B = [0, o), a funcdo sera bijetora (verifique isso!).

A partir de uma fungdo f: Dy — B qualquer, sempre € possivel construir uma fungao sobre-
jetora, bastando para isso considerar a fungdo chegando em sua imagem, isto &, f : Dy — Im(f).
Considere f: Dy — B uma funcdo bijetora. Podemos entdo construir uma fun¢do g: B — Dy
da seguinte maneira: para cada y € B, seja x € Dy o unico elemento de Dy tal que f(x) = y.

Defina g(y) = x. Esta fun¢ao tem as seguintes propriedades:
e g(f(x)) = x para todo x € Dy;
e f(8(y)) =y paratodoy € B;
e afungdo g: B— Dy € bijetora.
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Dizemos que g ¢ a fungao inversa de f, denotamos por ¢ = f !, e esta definida por
() = x se, e somente se, f(x) = p para cada y € B.

Temos D1 =Im(f)=Be Im(f~!)= Dy.

Exemplo B.20. A funcdo f: R — IR dada por f(x) = x> é bijetora e sua inversa é f': R —
R é dada por f~!(x) = x!/3 = 3.

ImporTANTE: Note que f~!(x) nao significa % = [f(x)]
Para encontrar a fungdo inversa de uma fungdo inversivel f:
1. Escreva y = f(x).

2. Resolva essa equagdo para x em termos de y.

3. Troque x por y para expressar f ! como funcio de x.

Exemplo B.21. Encontre f~! para a fungdo inversivel f: R — R dada por f(x) =1+ 3x.
y-1

Sorucgio. Escrevemos y = 1 + 3x e resolvemos para x, isto é, x = = Substituindo y por

-1
x, obtemos f~!(x) = x 3

Exercicio 12. Encontre um dominio e um contra-dominio adequado para que as fung¢des abaixo

sejam inversiveis, e encontre a expressao para a inversa em cada caso.

(a) f(x)=x> (b) f(x)=x3+2. (c) f(x)=Vx+7.

Note que o gréfico da funcio inversa f~! de uma fungao inversivel f ¢ dado por

G ={@ 7 ®): ye Bl = {(f(x),x): x e A},
isto ¢, vemos que G(f~!) é a reflexdo do grafico G(f) da fungdo f em torno da reta y = x.

Exercicio 13. Esboce o grafico de f(x) = V—x — 1 encontrando sua inversa, esbogando seu grafico,

e refletindo o grafico obtido em torno da reta y = x.

Func¢oes limitadas
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Definigao B.22. Diremos que f: Df C R — R é limitada se o conjunto Im(f) for um
subconjunto limitado de IR. Caso contrério, a fungdo f sera dita ilimitada. Se A C Df,

entdo f sera limitada em A se a restricdo f|4 for limitada.

Segue da Definicdo B.22 que f serd limitada se, e somente se, existir L > 0 tal que |f(x)| <L
para todo x € Dy. Equivalentemente, f serd limitada se, e somente se, existirem L, € R tais que
¢ < f(x) < L para todo x € Dy.

Exemplo B.23.

L AR 1

(a) f(x)= | ¢ limitada; (d) f(x)= p é limitada em [1,+o0);

4

(b) f(x)= é limitada; (e) f(x)=x?éilimitada;
xt+1
L. .

(c) flx)= s ilimitada; (f) f(x)=x?¢élimitada em [1,5].

Func¢des mono6tonas

Definigao B.24. Seja f: Dy — B uma fungao real e A C Dy. Dizemos que f é:
(a) crescente em A se para x,y € A com x <y temos f(x) < f(p);
(b) estritamente crescente em A se para x,y € A com x <y temos f(x) < f();
(c) decrescente em A se para x,y € A com x <y temos f(x) > f(v);
(d) estritamente decrescente em A se para x,y € A com x <y temos f(x)> f(p).

Se f satisfizer ou , diremos que f é monodtona em A (ou monotdénica em A). Se f satisfizer
ou, diremos que f é estritamente monétona em A (ou estritamente monotdénica em A).

Quando A = Dy, omitimos o termo “em A” da nomenclaturas.

Exemplo B.25. f(x) = x? é estritamente crescente em [0, +oc0) e estritamente decrescente

em (—oo,0].

1
Exemplo B.26. f(x)= X

é estritamente decrescente em (0, +o0).
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Sorucgio. Observe que se x,y > 0 e x <y entdo

_x+1_ l l_y+1_
flx)= . _1+x>1+y_—y = f(v).

Exercicio 14. Seja f: Dy — R uma fungdo estritamente monétona. Mostre que f € injetora.

B.4 Funcgoes trigonométricas

Sabemos que em um tridngulo retdngulo de hipotenusa a e dngulos agudos a e f3, opostos,

respectivamente, aos catetos b e ¢, temos

c
B cosa = -, cosp =-—,

sena=—, senf=-.

Estas relacdes definem o seno e cosseno de um angulo agudo, pois todo dangulo agudo é um
dos dngulos de um tridngulo retdngulo. Note que sena e cosa dependem apenas do dngulo «a
e ndo do tamanho do tridngulo (por semelhanca de tridngulos).

Segue do Teorema de Pitdgoras que

a? =b?+c? =a’sen’a +a’cos’ a = a*(sen’ a + cos’ a).

Logo

1 =sen’a +cos’a. (B.1)

E claro que o seno e o cosseno de um 4ngulo agudo sdo ntimeros compreendidos entre 0 e 1.
A relagao (B.1) sugere que para todo 4ngulo @, os nimeros cosa e sen a sao as coordenadas de
um ponto da circunferéncia de raio 1 e centro na origem de IR?. Usaremos isto para estender as
funcdes cosseno e seno para dngulos fora do intervalo (0, 7/2).

Sempre que falarmos das fung¢des seno e cosseno, os dngulos serdo sempre medidos em
radianos, com a conversao 7w rad = 180°.

Se considerarmos a circunferéncia unitéria centrada na origem do IR? e marcarmos, a partir
do eixo x, um 4ngulo ¢, entdo poderemos definir sent e cost de forma que as coordenadas do

ponto P sejam (cost,sent).
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P =(cost,sent) Q = (cosa,sena)

Assim, sent e cost coincidem com a defini¢do original se 0 < t < 7t/2 e podem ser esten-
didas para qualquer t € R, se marcarmos angulos positivos no sentido anti-horario e dngulos

negativos no sentido hordrio.
Proposi¢ao B.27. Valem as seguintes propriedades para as fung¢des seno e cosseno.

(a) O seno é positivo no primeiro e segundo quadrantes e negativo no terceiro e quarto qua-

drantes.

(b) O cosseno é positivo no primeiro e quarto quadrantes e negativo no segundo e terceiro

quadrantes.
(c) O seno e cosseno sao fungdes 27-periddicas com imagem no intervalo [-1,1].
(d) O cosseno é uma funcéo par e o seno é uma fungdo impar.

T ¢
(e) sent = cos(——t) e cost = sen(——t).
2 2

(f) —sent = cos(% + t) ecost = sen(% + t).
(g) sent =sen(mt—t)e —cost = cos(m—t).
(h) —sent =sen(m+1t)e —cost = cos(m+1).
(i) sen(0) = cos(g) =0ecos(0) = sen(%) =1.
Temos também as férmulas de adigdo para seno e cosseno.

Proposicao B.28 (FORMULAS DE ADICAO).
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(a) cos(a +B) = cos(a) cos(B) —sen(a)sen(p).
(b) sen(a + B) = sen(a)cos(B) + sen(B)cos(a).
Trocando g por —f e utilizando a paridade das funcoes temos
(c) cos(a ) = cos(a)cos(B) + sen(a)sen(p).
(d) sen(a —B) = sen(a)cos(8) - sen(B) cos(a).

A demonstracao das duas primeiras formulas de adicdo, quando a,8 > 0e a + 8 < Z seguem
¢ p ¢ao, q 72 €8

da seguinte figura:

cos(a + ) senasen f§

sen ffcosa

sen(a + f)

sen a cos

COs @ cos f

A partir das férmulas de adigao deduzimos

Corolario B.29 (Arco purLo).

(a) cos(2a)=cos?a —sen?a.

(b) sen(2a) =2senacosa.

2

A partir das férmulas do arco duplo e da identidade cos® @ + sen? @ = 1 deduzimos

Corolério B.30 (ARCO METADE).

1+ 2
(a) cos’a = w
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1 —cos(2a)

2 _
(b) sen“a = >

A partir das férmulas de adi¢do obtemos:
Corolario B.31 (TRANSFORMAGCAO DE PRODUTO EM SOMA).
(a) cos(a)cos(B) = %cos(a +B)+ %cos(a — B), (somando (a) e (c) da Proposigdo B.28).
(b) sen(a)sen(p) = %cos(cx +pB)- %cos(a — ), (subtraindo (a) e (c) da Proposigdo B.28).

(c) sen(a)cos(B) = %sen(a +B) - %sen(a — B) (subtraindo (b) e (d) da Proposigio B.28).

Corolério B.32 (TRANSFORMAGAO DE SOMA EM PRODUTO).

(a) sen(a)+sen(pB) = 2sen( Zﬁ)cos(a /3)

(b) cos(a)+cos(B) = 2cos(”‘;ﬁ)cos(ﬂt /3)

Demonstragdo. Para o item (a) escreva a = a—;ﬁ + a% epf= a—;ﬁ - a—;ﬂ e utilize os itens (b) e (d) da
Proposicao B.28. Para o item (b) escreva a e f como na parte no item (a) e utilize os itens (a) e
(c) da Proposigao B.28. O

Analogamente temos o seguitne resultado:

Corolario B.33 (TRANSFORMACAO DE SUBTRACAO EM PRODUTO).
(a) sen(a)—sen(B) = 2sen(“—;ﬁ)cos(a—;’g).

(b) cos(a) —cos(B) = —ZSen(T’g)sen(#).

Outras func¢des trigonométricas

Usando as fungdes seno e cosseno podemos definir outras fung¢des trigonométricas que sao

muito importantes.

Definicao B.34. Definimos

sen
toq = D eR: =0
(a) tga cosg ¢ D= ={a cosa = 0};
1
(b) seca = e Dyo. ={a € R: cosa = 0};
cosa
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1
(c) cosseca = wona © Deossec = {a@ € R: sena = 0};
cosa
(d) cotga = ong © Deotg = {a € R: sena = 0}.

Exercicio 15.

(a) Dé um significado geométrico para tga, cotga, seca e cosseca.
(b) Esboce os gréficos das fungdes tg, cotg, sec e cossec.

(c) Classifique as fung¢des trigonométricas em par ou impar, periddica, e limitada.

B.5 Fungdes exponencial e logaritmo

No que segue vamos definir a funcao exponencial. Para isso consideremos um ntmero real

positivo a diferente de 1 ;istoé,a>0ea=1.

+ Se n é um inteiro positivo temos por definicdo que a" =a-a---a.

~—_—
nvezes
+ Além disso definimos entdo a° = 1.
+ Se n é um inteiro positivo entdo temos por definicao a™" = aln

+ Se % é um racional com g > 0 entdo definimos a”/4 = {/aP = ({/a)".

Assim, definimos a regra a* para todo namero racional x. A pergunta que fazemos agora é:
como definir a* para x irracional?
Vamos primeiramente considerar o caso a > 1. E possivel demonstrar, com uma certa difi-

culdade, que existe um #inico nimero real « tal que para todo s,7 € Q com r < x < s temos
a <a<a.

Para 0 < a < 1, é também possivel demonstrar que existe um #nico numero real a tal que
para todo s,r € Q com r < x <s temos
ad<a<a.
Assim definimos a* = «a; isto é, a* é o inico nimero real que satisfaz as expressdes acima.
A grosso modo, definimos a* de maneira a preencher os buracos deixados pela fungdo a* para
x racional, de maneira que a fungao resultante seja estritamente crescente para a > 1 e estrita-

mente decrescente para 0 <a<1.
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Definicao B.35. Sejaa > 0,a = 1. A fungado f(x) = a* definida acima é chamada de funcao

exponencial de base a.

Esta funcao tem dominio R e imagem (0, 0), por definicdo. Temos também as seguintes

propriedades:

Proposicao B.36. Sejam a,b numeros reais positivos diferentes de 1 e x,y nimeros reais quais-

quer. Temos
(a) a**¥ =a*a?;
(b) (a*) =a%;
(c) (ab)* =a*b%;
(d) se a>1 afuncdo exponencial é estritamente crescente, ou seja, se x <y entdo a* < a’;
(e) se 0 <a<1afuncdoexponencial é estritamente decrescente, ou seja, se x <y entdo a* > a?.

Como a funcdo exponencial f: R — (0,00) dada por f(x) = a* é ou estritamente crescente
ou estritamente decrescente (para a > 0 e a # 1), ela é bijetora e portanto possui uma inversa

g: (0,00) = R que satisfaz

a* =y se, esomentese, g(y)=x paray>0.

Definicao B.37. A funcao inversa g: (0,00) — R da fungdo exponencial é chamada de

funcao logaritmica com base a e denotada por g(x) = log, x. Pela igualdade acima temos

log,x=y se,esomentese, a’=x paraypy>0.

Temos

log,(a*) = x, parax € R e a'°8:* = x, para x > 0.

Temos as seguintes propriedades para a fungdo logaritmo.
Proposicao B.38. Sejam a,b > 0 com a,b = 1. Entao sao validas as seguintes propriedades:
(a) log,xy =log,x+log,v;
(b) log,x¥ =ylog,x;

(c) logag =log,x —log,y;
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(d) se a> 1 a fungdo logaritmica é estritamente crescente, ou seja, se x < y, entao log, x <
log,v;

(e) se 0 < a <1 a funcdo logaritmica é estritamente decrescente, ou seja, se x < y, entdo
log,x >log,v;

|
(f) (Mudanga de base)log,x = 08y *

log,a’

A funcgdo exponencial de base e onde e = 2,718281, f(x) = ¥, desempenha um papel impor-

tante no célculo.

Definicao B.39. A fungao logaritmica com base e é chamada logaritmo natural e deno-

tada por Inx = log, x.

Observe que, como In(e*) = x, tomando x = 1 temos

Ine=1.

B.6 Funcgoes hiperbdlicas

Utilizando a func¢do exponencial podemos definir as fun¢des hiperbélicas, dadas por

X —-X

er—e

eX+e*
5 )

senh(x) = 7

e cosh(x)=

A primeira se chama seno hiperbdlico e a segunda cosseno hiperbdlico. Estes nomes vém

do fato que, para cada t € R, definindo x = cosh(t) e y = senh(t) temos

que é a equagao que define uma hipérbole.
Note que, ao contrario das fun¢Ges trigonométricas, as fun¢oes hiperbdlicas senh(x) e cosh(x)

nao sao fung¢odes limitadas. Ainda, é simples ver que cosh(x) = 0, para todo x € R.

Exercicio 16. Defina, analogamente ao caso trigonométrico, as fungées hiperbolicas tgh, sech,

cossech e cotgh.
Exercicio 17. Mostre que senh(x) = 0 se, e somente se, x = 0.

Exercicio 18. Mostre que senh é uma fun¢ao impar e cosh é uma funcao par.
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