6 Ensemble Microcanénico

Fssas notas estio baseadas no capitulo 4 do Salinas (ref. 1), capitulo 3 e 4 do Gouldé Tobochnik
(ref. 2), capitulos 5 e 6 do Greiner (ref. 3). Ela utilizard também material das refs. 4 e 5,
além de outras que serdo citadas ao longo das notas. Em relacio ao Reif, material equiv-
alente encontra-se no capitulo (ref. 6). O capitulo 5 da referéncia 5 trds uma discussio
interessante sobre entropia (similar a que jd discutimos aqui, em capitulos anteriores, mas
mais aprofundada). Nesse capitulo faremos também ampla utilizacdo dos conhecimentos de

termodindmica 0s quais serao revisados na medida que se julgar necessdrio.

Vamos considerar aqui, finalmente, uma classe de sistemas fisicos com caracteristicas
especificas e vamos formalizar uma fisica estatistica para essa classe. Como j& vimos intro-
duzindo aos poucos, vamos considerar um sistema isolado, rigido, sem interacao de nenhum
tipo com nenhum banho (sistema) externo, nao trocando energia nem particulas, e mantendo
seu volume constante. Esse sistema serd denominado ensemble microcanénico. Seguindo

nosso protocolo, temos para o ensemble microcanonico:

1. Definir as grandezas fisicas macroscopicas (grandezas termodinamicas) que caracter-
izam o sistema fisico. O ensemble microcan6nico caracteriza-se por ser um sistema
fisico isolado, a energia E de todo o sistema permance constante (conserva-se). Como
nao ha troca de particulas com o meio externo, o ntimero de particulas N também per-
manece constante. Finalmente, sendo um sistema rigido, o volume permanece o mesmo.

Portanto, as grandezas que caracterizam o ensemble microcanoénico sao (E, N, V).

2. Especificar os estados microscopicos (ensemble estatistico) do sistema fisico. Para isso,
precisamos especificar o sistema e foi o que fizemos, para diversos exemplos, no capitulo

anterior.

3. Estabelecer um postulado estatistico basico que permita utilizar a teoria das proba-
bilidades. Ja discutimos amplamente, para o ensemble microcan6nico, postulamos que

todos os estados microscopicos sao igualmente provdveis. J& discutimos amplamente



essa situagao e estd baseada na escolha com menor viés ou maior grau de incerteza
(falta de informacao sobre o sistema). Nao havendo nenhuma interacdo externa, nao

ha por que darmos preferéncia para um microestado em relagao a outro.

4. Estabelecer a conexao com a termodindmica. Para o ensemble microcandnico, a conexao
termodinamica é estabelecida pela expressao para a entropia, a qual é postulada pela

expressao

S:kaan (1)

onde €2 é o niimero de microestados do sistema fisico considerado. Portanto, a entropia
estd relacionada com o nimero de possibilidades que o sistema fisico pode escolher.
Essa interpretacao pode ser estendida para a relagdo entre a entropia e a falta/perda

de informacao sobre o sistema.

Os trés primeiros itens do protocolo ja foram amplamente discutidos. Vamos nos concentrar
aqui na conexao termodinamica e desenvolver a fisica estatistica do ensemble microcandnico
e as relacoes termodinamicas para os casos discutidos no capitulo anterior. Nosso objetivo
é relacionar as grandezas macroscopicas de estado com os microestados do sistema fisico. A
escolha da eq. 1 para a entropia estatistica baseia-se nos resultados que serao obtidos e sua

comparacao com os resultados experimentais.

6.1 Interacao térmica entre dois sistemas “macroscépicos” simu-

lagao e proposta para a entropia/temperatura

Vamos inicialmente considerar um sistema simples que nos permita aprender um pouco sobre
o comportamento estatistico e sua relagao com os estados macroscopicos. Para isso, consid-
eremos um solido de Einstein, com um conjunto N de osciladores e energia total £. Como

vimos, o nimero de microestados possiveis é,



(M+N-1) (E+N-1)
mEN%:ANN—U!:lNN—D! 2)

onde M é o numero de quanta de energia, E(nq,...ny) = Mhw + %hw, e que pode

também ser escrito sob a forma

. (E+¥-y
WEN%Y%T%WN—W (3)

Consideremos inicialmente um sélido de Einstein com N = 3 particulas (vamos distingui-
las por cores, vermelha, branca e azul), em uma caixa isolada com energia E = 3. Esse caso
simples pode ser descrito explicitamente e possui dez microestados diferentes possiveis com

essa energia e numero de particulas, explicitados na Tabela .

microstate | red | white | blue
1 1 1 1
2 2 0 1
3 2 1 0
4 1 0 2
5! 1 2 0
6 0 1 2
7 0 2 1
8 3 0 0
9 0 3 0
10 0 0 3

Tabela 1: Os dez microestados possiveis para o solido de Einstein com N = 3 particulas
distinguiveis e energia total £ = 3. (ref. 2)

E facil verificar que a expressao 2 nos da o nimero correto de microestados:

(3+3-1)! 5! 54321
3(3—1) 3120 32121

0(3,3) = 10 (4)

Para um sistema com N =4 e E = 6 teriamos, por exemplo, 84 microestados (se nao é

dificil enumeré-los é, pelo menos, “trabalhoso”). Como no exemplo anterior, temos agora o



sistema inteiramente caracterizado. Nosso interesse, no entanto, é examinarmos uma situacao
mais complexa.

Consideremos agora um soélido de Einstein com N = 4 mas dividido em dois subsistemas
(sistema composto). O sistema total é isolado, rigido e impermeavel, ou seja, tem sua energia,
volume e nimero de particulas fixo. Inicialmente, a particao dos dois subsistemas tem as
mesmas caracteristicas, impossibilitando qualquer troca de energia ou particulas entre os
subsistemas e mantendo os seus volumes constantes, conforme representado na figura 1.
Vamos distinguir as particulas pelas iniciais em inglés (seguindo a referéncia 2): green (G),
red (R), black (B), white (W). Inicialmente, consideramos o subsistema A com energia £4 = 5

e o subsistema B com energia EFg = 1. A energia total do sistema é,

insulating, rigid, impermeable wall conducting, rigid, impermeable wall
subsystem A subsystem B subsystem A subsystem B
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Figura 1: Sistema isolado composto por dois subsistemas, cada um com duas particulas
distinguiveis. Em (a) a parede separando os dois subsistemas ¢ isolante, rigida e impermeéavel.
Em (b) a parede permite a troca de energia mas permanece rigida e impermeavel (ndo permite
a troca de particulas) A energia total do sistema composto é fica, F = 6. (extraido da ref.
2)



E4 accessible microstates of A || Eg | accessible microstates of subsystem B
5.0 0.5 1.0 0.1

4.1 1.4 1
3.2 2.3

e

Tabela 2: Os doze microestados possiveis para um sistema composto isolado formado por
dois subsistemas A e B com Ny = 2, B, = 5,Ng = 2, Eg = 1. Os doze microestados
possiveis sdo formados por todas as combinagoes de microestados A e B. (ref. 2)

Os microestados possiveis para esse sistema, isolado estao descritos na Tabela 2. O ntiimero

total de microestados ¢ facil de determinar utilizando a equagao 2,

G+2-1)! (1d1+2-1)!

2 =8 x Qp = == X 5

—6x2=12 (6)

Reforcamos aqui que estamos tratando de um tnico sistema com energia total e ntimero
de particulas fixos. A diviséria que mantém completamente isolados os dois subsistemas é
uma restricao interna do sistema. Vamos agora substitui-la por uma diviséria que mantém
as mesmas caracteristicas da anterior (impermeavel e rigida) mas permite a troca de energia.
Nesse caso, a energia dos subsistemas pode variar mas a energia total Fp = 6 permanece
constante. A Tabela 3 mostra todos os estados possiveis para as energias F4 e Eg. O ntmero

de microestados possiveis quando os subsistemas tem essas energias é

Q(Ea, Ep) = Qa(Ea)Q25(Es) (7)

O namero total de microestados possiveis obtém-se somando sobre Q4(F4)Q2p(Ep) para
todos os valores possiveis das energias F4 e Ep, respeitando a restricao da energia total

FE = E4 + Eg = 6 constante:

Or =Y Qu(Es)Qp(Er — Ea) (8)

Ex

Para o nosso exemplo,



Qr=(Tx1)+6x2)+(Bx3)+Ax4)+B%x5)+(2x6)+(1x7) =84 (9)

Como o sistema é isolado, assumimos, como temos feito até agora, que todos os estados
sao igualmente provaveis. Podemos calcular, por exemplo, a probabilidade, P4(E4), que o

subsistema A tenha energia F 4,

Qu(EA)Qp(Er — Eg)

Py(E,) = 0
T

(10)

A Tabela 4 mostra os varios valores de P4(FE4). Podemos calcular o valor médio da

energia do subsistema A,



E4 | microstates | Qu(E4) || Eg | microstates | Qp(Eg) | QaQlg | Pa(E,4)
6 6,0 0.6 7 0 0,0 1 7 7/84
5,1 1.5
4.2 2.4
3.3
5,0 0.5 6 1.0 0.1 2 12 12/84
5 4.1 14 1
3.2 2,3
4.0 0.4 5 2,0 0,2 3 15 15/84
4 3.1 1.3 2 1.1
2,2
3 3,0 0,3 4 3 3,0 0,3 1 16 16/84
2,1 1,2 2.1 1.2
2 2.0 0,2 3 4 40 04 5 15 15/84
1.1 31 1.3
2,2
1 1,0 0,1 2 5 50 0,5 6 12 12/84
41 14
3.2 23
0 0,0 1 6 6,0 0,6 7 7 7/84
51 1.6
42 24
3,3

Tabela 3: Os 84 microestados possiveis do sistema composto isolado com subsistemas A e B
permitindo trocar energia mas mantendo o nimero de particulas fixo em cada subsistema.
Er=FE,+Eg =6, Ny =2, Ng = 2. Também estao representados o niimero de microestados

acessiveis para cada subsistema e a probabilidade P4(F4) do subsistema A ter energia 4.
(ref. 2)

Ey | Qa(Ba) || Qp(6—FE4) | QaQdp | Pa(Ea)
6 7 1 7 7/84
5 6 2 12 12/84
i 5 3 15 15/81
3 1 1 16 16/81
3 3 5 15 15/84
1 ) G 12 12/81
0 1 7 7 7/84

Tabela 4: Probabilidade Ps(E4) do subsistema A ter energia E4 tendo Ny = Ngp = 2 e
ET == EA + EB = 0. (ref. 2)

O que podemos concluir desse exemplo simples? Em primeiro lugar, o nimero de microes-
tados possiveis aumentou de 12 para 84. Isso era esperado, uma vez que uma restricao interna

foi removida. O que acontece com a energia dos subsistemas? Inicialmente, o subsistema
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A tem energia E4 = 6. Uma vez removida a restricao de troca de energia, a probabilidade
que o sistema A tenha essa mesma energia é 65/84. Por outro lado, a probabilidade que ele
tenha energia menor é 12/84. Finalmente, a probabilidade que o sistema A fique em uma
configuragao com maior energia é 7/84. Podemos esperar, portanto, que na maior parte dos
casos, o sistema A perdera energia e o sistema B ganhard energia. Ou seja, o sistema A
estava inicialmente mais quente enquanto que o sistema B estava mais frio. O que acontece
com essa tendéncia quando o numero de particulas aumenta? Podemos testar isso com o
programa FinsteinSolids (ref. 2) aumentando o nimero de particulas. Para que isso tenha
consisténcia, é importante que a energia também aumente, de forma que F4/N4 e Eg/Np

iniciais permanecam constantes. (Por qué?) A Tabela 5 mostra alguns resultados obtidos.

[Na=Ny [P(A= B) |

2 0,7738
4 0,9053
8 0,9797
16 0,9988
32 1,0000

Tabela 5: Probabilidade P(A — B) que calor (energia) seja transferida do subsistema A
para o subsistema B ap6s levantar a restricao de troca de energia na diviséria. O estado
inicial ¢ E4 =5, Eg = 1 para Ny = Ng = 2, com os valores aumentando proporcionalmente
com Ny = Np, mantendo E4/N4 e Ep/Np constantes. Calculado utilizando o programa
EinsteinSolids da ref. 2.

Antes de prosseguirmos, é importante observar, como esperado, que o niimero de microes-

tados cresce rapidamente. Vamos descrevé-los por meio do seu logaritmo, S:

S =knQ (12)

onde k é apenas uma constante. J4 discutimos essa expressao antes e, mais tarde, faremos
a identificacao da grandeza S com a entropia do sistema e k£ com a constante de Boltzmann,
kg. Por ora, vamos apenas verificar essa grandeza no nosso exemplo. Observando esse valor
no nosso exemplo anterior, vemos que o estado mais provavel é aquele para o qual .S tem seu

valor maximo e também que a entropia do sistema tem maior probabilidade de aumentar



quando a restricao interna é removida. Além disso, a equacao 12 satisfaz o requerimento da

entropia termodinamica, ou seja,

S(A+B) = klnQ=FkInQs0p

= klnQu+klnQp = S(A) + S(B) (13)

Se, novamente, verificarmos o resultado da Tabela 4 sob a perspectiva de S atuando como
uma “entropia”, vemos que a tendéncia de aumentar a entropia é correta.
Qual a grandeza que podemos associar com a temperatura? Tentativamente, podemos
escrever, “inspirado” na termodinamica,
1 [S(E+ AFE) — S(E — AFE)]

T(E) ~ 2AE (14)

Podemos testar essa identificagdo com os resultados das simulagoes. A Tabela 6 mostra
os resultados para o caso de um sistema isolado com dois subsistemas com Ny = 3, Ng = 4,
e energia total £ = 10, para diferentes valores da energia do subsistema FE4. A Tabela
mostra o nimero de microestados e a “temperatura”, tal como definida na eq. 14. Os
resultados mostram que, para a energia mais provavel, £, = 4 (e, correspondentemente,
Ep = 6), temos Ty = 2,70 e Tz = 2,60. Embora essas temperaturas nio sejam idénticas (e
nem poderiamos esperar que fossem, uma vez que o sistema é discreto e nao continuo), esse é
o resultado que produz temperaturas mais proximas nos dois subsistemas. Vamos considerar
agora um estado inicial fora do equilibrio, por exemplo, F4 = 2. Nesse caso, a variacao
da entropia com a energia, Tgl pelas nossas defini¢oes, mostram que pra o sistema A temos
Tgl = 0,60 e para o sistema B temos Tgl = 0, 30. Portanto, a maior transferéncia de energia
ocorre de A para B, e a entropia total aumenta, como seria esperado. Na verdade, para esse
caso, temos inicialmente Sy(F4 =2) = 1,79 e Sp(Ep = 8) = 5,11 e Sp(E4 = 2) = 6,90.

Quando (e se) o sistema atinge o estado mais provavel, temos Sr(Ea = 4) = 7,14, ou seja,



um aumento de entropia. (Verifique que essa é a configuracdo de maior entropia). Esses
resultados indicam que nossa relagao 12 tem um comportamento “adequado” para a entropia
e a eq. 14 para a temperatura. Voltaremos a essas relacoes mais formalmente quando

discutirmos o ensemble microcandnico.

Ea | Qa(Ba) | mQa(EA) | Ty | Ta || Es | Q(Es) | mQp(Eg) | T, | Te | Q405

10 66 4.19 na na 0 1 0 na na 66
9 5% 4.01 0.19 | 5.22 1 4 1.39 1.15 | 0.87 220
8 45 3.81 0.21 | 4.72 2 10 2.30 0.80 | 1.24 450
7 36 3.58 0.24 | 4.20 3 20 3.00 0.63 | 1.60 720
6 28 3.33 0.27 | 3.71 4 35 3.56 0.51 | 1.94 980
5 21 3.05 0.31 | 3.20 5 56 4.03 0.44 | 2.28 | 1176
4 15 2.71 0.37 | 2.70 6 84 4.43 0.38 | 2.60 | 1260
3 10 2.30 0.46 | 2.18 7 120 4.79 0.34 | 2.96 | 1200
2 § 1.79 0.60 | 1.66 8 165 5.11 0.30 | 3.30 990
1 3 1.10 0.90 | 1.11 9 220 5.39 0.28 | 3.64 660
0 1 0 na na 10 286 5.66 na na 286

Tabela 6: Numero de microestados de dois subsistemas A e B com Er = 10, Ny = 3 e
Np = 4 para os diferentes valores da energia F4. A temperatura tal como definida na eq. 14
também ¢é apresentada. (ref. 2)

Vamos examinar agora um caso particular. Consideremos um sistema composto por
seis particulas (osciladores de Einstein) e energia total Er = 12. Nesse caso, porém, vamos
considerar o subsistema A como tendo apenas uma particula e o subsistema B tendo cinco
particulas. Vamos examinar a energia média do subsistema A e a probabilidade P, que ele
encontre-se no microestado n com energia ¢,. Utilizamos ¢ em vez de E para lembrar que
esse subsistema, sendo composto por apenas uma particula, é na verdade uma medida de
um microestado e nao de uma média de um subsistema macroscopico. O simbolo n refere-se
ao numero quantico da particula (oscilador) e sua energia. Temos apenas um microestado
possivel para o subsistema A estar com energia n uma vez que temos apenas uma particula.
Ou seja, existe uma correspondéncia biunivoca entre o microestado do sistema e a energia
do sistema. A Tabela 7 apresenta o nimero de microestados possiveis e a figura 2 apresenta
a probabilidade P, em func¢ao da energia €,. Vemos que P, decresce monotonicamente com

a energia e, com alguma boa vontade, poderiamos estimar que a relagao é do tipo,
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P, oc e Pen (15)

onde § ¢ uma constante. Se fizermos essa anélise em funcdo do nimero de particulas
(mantendo apenas uma no subsistema A), observaremos que os resultados sdo plenamente
identificados com a dependéncia exponencial. Para valores finitos de N, ocorrem desvios
uma vez que o subsistema A possui uma parcela da energia total que nao é desprezivel. Ou
seja, se pudéssemos considerar um sistema trocando energia com um “banho” que mantém
sua energia total, a probabilidade do subsistema estar no estado n tem uma dependéncia
exponencial. Voltaremos a esse caso mais tarde. Podemos adiantar que o parametro § serd
identificado com o inverso da temperatura e a forma exponencial de P, é a distribuicao de
Boltzmann. Esse resultado sera um dos fundamentos para estudarmos sistemas fechados (isto
é, permitem troca de energia mas nao de matéria), ou o ensemble candnico. Antes, vamos
enfatizar que a probabilidade P, ndo é a mesma que P(F). A identificacdo na eq. 15 ocorre

apenas porque o subsistema A tem apenas uma particula . Caso o subsistema A tivesse mais

particulas, entao temos que calcular o nimero de microestados possiveis para a energia F
e a probabilidade P(F) aproxima-se de uma gaussiana no limite de um grande nimero de

osciladores.
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microstate n | €, | Fiot — €n Qg P(e,)
12 12 0 41/(0r4ly =1 ] 0.00016
11 11 1 51/(14l)= 5 0.00081
10 10 2 6!/(214)= 15 | 0.00242
9 9 3 71/(3'4y= 35 | 0.00566
8 8 1 gl/(al4ly= 70 | 0.01131
7 7 5 91/(514l)= 126 | 0.02036
6 6 6 100/(6!4) = 210 | 0.03394
5 5 7 11/(tt4ly = 330 | 0.05333
1 4 8 121/(814l) = 495 | 0.07999
3 3 9 131/(914l)= 715 | 0.11555
2 2 10 14!/(10'4!y = 1001 | 0.16176
1 1 11 151/(1114!)y = 1365 | 0.22059
0 0 12 16!/(1214!) = 1820 | 0.29412

Tabela 7: Namero de microestados acessiveis ao subsistema A consistindo de apenas uma
particula, podendo trocar energia com o subsistema B, consistindo de cinco particulas. A
energia total do sistema é Er = 12. O namero total de microestados é 6188 e P, = (1 x
Qp)/6188. (ref. 2)
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0 8

Figura 2: Probabilidade P, para que o subsistema A esteja no microestado n com energia
€,. O subsistema A interage com o subsistema B que tem cinco particulas, podendo trocar

energia. A energia total do sistema é Ep = 12. Os valores da figura estao na Tabela 7. (ref.
2)

Os resultados que obtivemos até agora mostra que o postulado estatistico de igual prob-
abilidade para os microestados com mesma energia e a conexao termodinamica é um bom
caminho para a descricao microscopica do estado macroscopico. As simulacdes mostram in-

clusive que uma grandeza préxima do que é a temperatura, calculada a partir de uma entropia
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estatistica, comporta-se como a temperatura termodinamica. Precisamos agora estender essa

analise para um sistema macroscopico, onde N — oo.

6.2 Interacao térmica entre dois sistemas macroscopicos: definicao

estatistica de entropia

Consideremos agora um sistema isolado macroscopico separado em dois subsistemas, 1,2 por
uma parede impermeavel, isolante e rigida (fig. 4). As grandezas macroscopicas extensivas
que caracterizam o sistema sao F;,V; e N;, com 7 = 1,2. Esse sistema assemelha-se com os

exemplos discretos e “pequenos” que consideramos anteriormente. Temos,

E = FE,+ Ey = constante, dE; = —dFE>
V. = Vi+ Vs = constante, dV; = —dV;

N = N;j+ N, = constante, dN; = —dN, (16)

onde as equacoes da segunda coluna referem-se a situagoes onde a parede que separa
os subsistemas deixe de ser isolante, rigida ou impermeavel, respectivamente (de cima para

baixo) mas mantendo o sistema como um todo isolado.

////////Z/[/j////

/
E4,V1,Nq é E2,V2,No
/|

SOUNNANN

/
77777 77777777777

Figura 3: Sistema isolado com dois subsistemas 1, 2 separados por uma divisoria, inicialmente
adiabatica, rigida e impermeével. (Figura extraida da ref. 1)
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Seguindo o exemplo simples que discutimos antes, o niimero de microestados disponivel
no sistema como um todo é, para uma situacao onde a divisoria é rigida, impermeéavel e

isolante,

Q(E,‘/,N) :QI<E17‘/17N1)QQ(E27‘/27N2> (17)

Consideremos agora que trocamos a diviséria por uma divisoria que permita (apenas)
troca de energia. Nesse caso, (V1, Ny, Vs, Ny) permanecem constantes. O ntimero total de

microestatos é,

QE,V,N) = (B, Vi, M)%(E — Ey, Vo, Ny) (18)

Ey

e a probabilidade do subsistema 1 encontrar-se com a energia FE é,

Ql(Elv ‘/17 Nl)
Q(E,V,N)

P (Ey) = (19)

No entanto, como ja discutimos, no limite N — oo o sistema atinge o equilibrio na
configuragao macroscopica que corresponde a maior probabilidade ou seja o maior nimero de
microestados que representam o mesmo estado macroscopico, ou seja, 2 = 2,,,, = d€2 = 0.

Podemos escrever esse estado na forma,

Q(E,V,N) =~ Qy(Ey, Vi, N)QW(E — Ey, Va, Ny) (20)

O estado mais provavel é o que possui o maior nimero de microestados, ou seja, () =

Qnar = dQ = 0. Podemos escrever entao,

dQ - QQdQl + QldQQ (21)

e, dividindo pela eq. 20,

14



dInQ =dmnQ; +dinQ, (22)

e, nas condigoes de equilibrio,

dinQ=0=1nQ =1In Q0. (23)

Vamos analisar o mesmo sistema sob o ponto de vista termodinamico. Para isso, iden-
tificamos a energia total £ com a energia interna U para o sistema isolado. A entropia se
escreve,

S(E,V,N) = S1(E1, Vi, N1) + Sa(Ey, Va, Na) (24)

e o diferencial é,

No estado de equilibrio, a entropia deve ser maxima,

dS =0 =5 = Spus (26)

Comparando as equagoes 23 e 26, vemos que In{) e S tém um comportamento analogo e

deve haver uma proporcionalidade entre elas:

S(E,V,N)=kInQ(E,V,N) (27)

Veremos a seguir que a constante de proporcionalidade é a constante de Boltzmann. Esse
resultado vem de encontro ao comportamento da grandeza que denominamos também por
entropia nos sistemas com N finito (quer dizer, pequeno) que analisamos nas simulagoes. Na

verdade, a entropia é definida a menos de uma constante,
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S =kInQ(E,V,N) + const. (28)

Temos finalmente a conexao entre a descricao microscopica e a termodinamica. Podemos
agora calcular as grandezas termodinamicas a partir das equacoes de estado termodinamicas
para um sistema isolado. Como vemos, a constante, e também as normalizagoes de diversos
tipos que analisamos no calculo do nimero de microestados, nao influencia no calculo das
variagoes da entropia e, portanto, nas relacoes fundamentais entre as grandezas macroscopicas
de interesse. Isso ficard mais claro quando analisarmos um exemplo.

Voltemos ao nossos sistema com a subdivisao. Em equilibrio,

dS =dS; +dS, = (%) dE; + (%) dE, =0 (29)
1/ NV 2/ NV

onde S é determinado pela eq. 27 (ou eq. 28). Como dE; + dFE; = 0, e das eqgs. de
estado, temos
T =1, (30)

que é o resultado esperado.

De forma similar, podemos considerar que a divisoria agora é mével. Nesse caso, temos,

851 aSQ
dS =dS; +dS, = (—) dv; + (—) AV, =0 (31)
oV EN oV, EN

e, como dV = dV; 4+ dV, = 0, obtemos

po_p

- 32
T (32)

se o sistema esté em equilibrio térmico, 17 = T5 e temos a condicao de equilibrio mecéanico,

P1=Dp2 (33)
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Anda, podemos considerar que a divisoria entre os dois volumes seja permeavel (troca de

particulas). Considerando o sistema em equilibrio térmico e em equilibrio mecanico, entao,

051 055
dS =dS;+dS; = | — dV; — dVo =0 34
e (aNl)EV 1+(8N2)E,V i (3
e entao,
i M2 _
T T = M1 = fl2 (35)

que é a condicao de equilibrio quimico.

6.3 Gas ideal monoatomico classico

Vamos considerar agora o caso do gas ideal classico, monoatomico. Calculamos no capitulo

anterior o nimero de microestados do sistema:

3N/2 3N/2—1 oy
Qu(E,0E,V,N) = (2 B ———— 0k
cl( 7(5 7‘/7 ) (m) F<3N/2)h3N6
3N/2 3N/2—1 w2y N
= g(E)E = (2 ) O e S ——— )]

g( )5 (m) F(3N/2) h3N6 (36)
e a entropia é,

S=kInQu(FE,0E,V,N) (37)

Temos entao,

S = k{%ln(Zm) + (% — 1) lnE—i—%lnﬁ—lnF(BN/Q) +NInV —3NInh+IndE

O ——

e, utilizando a aproximagao de Stirling,
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InT(3N/2)

X
7 N
| 2

|

—_
"

=3
VR
e

|

—_
N~

|
7 N

w
| £
|

—
N~

~ Sl
5 In— 5 (39)
onde utilizamos também o limite termodinamico N — oo. Entao,
3N 3N 3N 3N 3N 3N
S =~ k {71n(2m) +71nE+71n7r— 71117—1— - +NInV —3NInh+1ndE

Q

Nk

pendi (5) ] @

onde novamente utilizamos N — oo(para desprezarmos termos com dependéncia inferior

a N). Vamos utilizar essa expressao da entropia para calcular as equagoes de estado:

1 oS 3 1 3
¢,
P oS Nk
2 _ (== = = NkT 42
T (aV)EN v =

Esses dois resultados reproduzem as expressoes conhecidas da termodinamica para o gas
ideal. Note que o resultado final ndo depende da normalizacdo que utilizamos (dv — h)
nem tampouco da espessura da regiao de energia 0 F. Na verdade, poderiamos ter calculado
a entropia diretamente considerando apenas os microestados na superficie £ = H(q,,p,)
ou mesmo poderiamos ter calculado a entropia considerando todos os microestados contidos
no volume H(q,,p,) < E(!). Os resultados obtidos mostram também que a constante de
proporcionalidade é a constante de Boltzmann, kg, se quisermos reproduzir os resultados da

termodinamica.
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Podemos reescrever a entropia na forma,

3. (NkgT 3/2
S = Nkg km{ o (2rmksT) H (43)

que nos da a mesma dependéncia para o gés ideal que tinhamos na termodinamica.

Ezercicio: Mostre que as equagoes fundamentais da termodinamica do gas ideal (eqgs. 41

e 42) sdo as mesmas se tivéssemos utilizado a entropia calculada na forma

S=khw

onde w é o nimero de estados microscopicos no volume H(q,,p,). Comente o resultado.

(Ver Gould&Tobchnik, ref. 2, capitulo 4).

A expressao 40, no entanto, ndo é correta para descrever a entropia de um gas ideal. A
entropia ¢ uma grandeza extensiva. Ou seja, ela deve aumentar com N quando o nimero
de particulas aumenta. Esse resultado nao tem essa dependéncia. F e V aumentam com
N. Se analisarmos o argumento do logaritmo, podemos sempre escrever F/N = ¢, onde €
é a energia por particula (ndo sendo mais uma grandeza extensiva). Mas o argumento do
logaritmo permanece com uma dependéncia em V' que aumenta com N (o que, considerando
o termo de proporcionalidade em N, nos d4 uma dependéncia diferente da esperada). Alguma

coisa estd faltando na nossa contagem dos microestados para corrigir esse resultado!

6.4 Paradoxo de Gibbs ou nao-paradoxo

A expressao 40 para a entropia tem outros problemas além da nao-extensividade da en-
tropia ja discutida. Antes de “encontrarmos” o que esté faltando, vamos discutir um exemplo
instrutivo que, historicamente, ¢ conhecido como paradoxo de Gibbs, mesmo que o termo

“paradoxo” talvez nao seja apropriado como discutiremos mais tarde. Para isso, vamos con-
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siderar um sistema formado por dois subsistemas com dois gases ideais diferentes, A e B, a
mesma temperatura e pressao (fig. 4). Antes vamos reescrever a entropia com a ajuda da

eq. 41:

3 V [ 4rmE\*?
[t 2 ()

gas A gas B
T, p T, p
NA!‘ VA NB’ VB

Figura 4: Sistema isolado com dois subsistemas em equilibrio térmico e mecanico e preenchi-
dos por dois gases diferentes, A e B. (extraido da ref. 3)

Vamos remover a divisoria e deixar os dois gases se misturarem. Os dois gases se mistu-
ram no volume total e um novo equilibrio é atingido. A energia interna depende apenas da
temperatura e ndo depende do volume (eq. 41). Como a energia interna permance constante
durante todo o processo, o mesmo acontece com a temperatura e a pressao. Antes de re-
movermos a divisoria, os dois subsistemas sdo caracterizados por (T, Va, Na) e (T, Vg, Np).
Apos a remocao da divisoria, temos, (T,V4 + Vg, Na) e (T, V4 + Vg, Ng). A entropia, no
entanto, muda. E, pela nossa experiéncia, devemos esperar que ela aumente. A essa vari-
acao de entropia chamamos de entropia de mistura. Essa entropia é facilmente calculada

utilizando a eq. 44. Vamos calcular primeiro a entropia antes de removermos a diviséria.
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SO = ST, Va, Ny) + ST, Vs, Ni)

3 VA 3/2 3 VB 3/2
= Nuk {5 +1In {ﬁ (2rmkT) H + Nk [5 +1n {ﬁ (27mkT) (45)

Apos, removermos a divisoria, temos,

S = ST, Va4 Vg, Na) + S§ (T, Va + Vg, Np)

— Nk E +In {% (27rka)3/2H + Ngk E +ln {% (2wka)3/2(H)

A variacao de entropia é facilmente calculada,

1) (0)
AS = Stotal - Stotal

= Nk YAVl e It Ye (47)
VA VB

O resultado é o que esperamos: a entropia aumenta como deve acontecer em um processo
irreversivel.

Consideremos agora a situacao onde os dois gases ideais sao idénticos. Nesse caso, a
situacao final é representada pelas variaveis (7', Va+Vp, Na+Np) uma vez que temos Ny+Np
particulas do mesmo gés no volume V, + Vg. A diferenca de entropia é exatamente a mesma,
AS > 0.

Se tivermos um momento de desatencao poderiamos dizer que o resultado é normal.
No entanto, ele é claramente errado. Como antes e depois de retirarmos a diviséria, com
a temperatura e pressao sendo a mesma nos dois subsistemas, nao ha nenhum processo
macroscopicamente observavel acontecendo no processo de retirada da divisoria. Ou seja, a

entropia deve permanecer a mesma, AS = 0.
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Vamos analisar a situagao de forma mais detalhada. Sob o ponto de vista microscopico,
é 6bvio que mesmo para as particulas idénticas, uma vez a diviséria retirada, as particu-
las misturam-se de forma irreversivel e é impossivel recuperar microscopicamente a situacao
inicial. No entanto, as novas configuracoes sao equivalentes do ponto de vista do estado
macroscopico. Elas compoe o conjunto de estados microscopicos que refletem o mesmo es-
tado macroscopico. Onde estd o problema entao? Do ponto de vista classico, nenhum! As
particulas classicas podem ser contadas individualmente e suas trajetorias acompanhadas.

O que acontece do ponto de vista quantico? Sem entrarmos em detalhes que envolvem o
tipo de particula (isto é, do spin da particula), sabemos que quanticamente as particulas sao
intrinsicamente indistinguiveis. Se no6s calcularmos quanticamente o niimero de estados mi-
croscopicos Q(F,0E, V, N) temos que levar em conta a indistinguibilidade das particulas, isto
é, s6 podemos considerar configuracoes equivalentes como estados microscopicos diferentes
se eles diferem por alguma coisa além da enumeracao das particulas.

No caso em que temos N particulas indistinguiveis, temos exatamente N! maneiras difer-
entes de enumera-las. Logo, podemos corrigir facilmente nossa contagem de estados mi-

croscOpicos para o caso quantico dividindo o nimero de estados microscopicos pelo fator

NI

g(E)0E 1 g(E)E
BN N1 p3N (48)

Q(E,6E,V,N) =

O fator 1/N! é conhecido como o fator de correcio de Gibbs. Para recuperarmos a

situacao quantica quando estamos no limite semiclassico é necessario introduzi o mesmo

fator na contagem dos microestados no sistema classico. Vamos analisar o que acontece com

a entropia quando introduzimos a equacao 48. A expressao geral 44 se escreve agora na
forma,

3 V (4mmE 3/2
— _ | == _ |
S = Nk 2—i—ln h3( SN ) k1ln N! (49)
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e utilizando a aproximagao de Stirling (In N! ~ NIn N — N), temos,

g +ln {% (47;”]?)3/2}] (50)

Essa expressao é conhecida como a entropia deSackur-Tetrode.

S =Nk

Podemos agora calcular a entropia para a mistura dos gases. Inicialmente, escrevemos,

utilizando F = %kT,

S(T,V,N) = Nk [g +1In {Nlh?’ (27ka:T)3/2}] (51)

Para os dois gases diferentes, obtemos,

AS:NAkln{M}JrNBkIH{M} (52)

Ja para os gases idénticos, temos,

o § VA+VB 3/2
AS = (Na+ Np)k {2 +ln{(NA+NB)h3N(27rka)

5 Va 3/9
— NA]{? [5 +1H{NAh3N (27ka?T) / }:|

_ § Vi 3/2
Ngk {2 + ln{NBhSN(mek:T) (53)

Essa expressao é conhecida como a entropia de Sackur-Tetrode. Como a pressao e a
temperatura nao mudam durante o processo de mistura, e como no estado inicial estamos

em equilibrio térmico e mecanico (mesma temperatura e pressao), entao,

Va Ve Va4V

aA_ s _ 4 Z o4
No Np Nig+ Np (54)

e entao,



AS =0 (55)

que é o resultado que esperavamos.

O fator de Gibbs (1/N!) corrige portanto a inconsisténcia que tinhamos. Utilizaremos o
fator de Gibbs daqui para frente mas com a ressalva de que para utilizd-lo somente quando
as particulas nao sdo distinguiveis (embora classicamente elas sempre sao!!!). Em situagoes
onde podemos distinguir as particulas, como por exemplo quando as particulas estao presas
em certas posigoes, nesses casos nao deve-se utilizar o fator de Gibbs.

O paradoxo de Gibbs tem sido amplamente discutido principalmente em relacao a in-
terpretagao do paradoxo em si e também do fator de correcdo de Gibbs. Para uma revisao

recente, ver a edigao especial da publicagao on-line Entropy (ref. 8).

6.5 Entropia como uma média no ensemble

Vamos analisar agora a entropia sob o ponto de vista da média sobre o ensemble. Para isso,

retomaremos a equagao da média sobre o ensemble para uma funcao f,

|
< f>=ggy [ Yad™p fa)p(a, p) (56)

A densidade do espacgo de fase para o ensemble microcanonico,

1
pmg = q » E<Ha.p) < E+0E
= 0 , todos os outros casos (57)

A entropia se escreve na forma da eq. 1,

S(E,V,N) = kInQ(E,V,N) (58)
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Temos entao,

1
S(E, V, N) = ]ZS_N /dqud3Np pmq<QV7pu)<_kln ,qu(QVapzx>> (59)

Substituindo a eq. 57 na eq. 59, temos,

1
S<E7V7N) = hg_N/dqudMVP

1 1

Q(—kln 5)

1 1 3N 13N

- ékanQ:kan (60)

que é o resultado esperado.
Aparentemente fizemos um esfor¢co para voltarmos ao mesmo lugar. No entanto, a ex-
pressao 59 ¢ mais geral que a eq. 58 uma vez que podemos utiliza-la para qualquer densidade

do espaco de fase. A forma geral de escrevermos é,

S = (—klnp) (61)

A entropia € a média no ensemble do logaritmo da densidade do espaco de fase.

Limite termodinamico Nosso objetivo é estudar os sistemas com grande numero de
particulas e em equilibrio. J4 discutimos o limite do teorema central ou limite termodinamico.
Frequentemente, serd mais simples ou conveniente expressarmos as grandezas extensivas por
médias sobre o nimero de particulas, em particular, quando estivermos considerando o limite

termodinamico. Nesses casos, faremos

E. V. N — oo com densidades constantes: ¢ =

<! &

S U= onde ee vsao constantes  (62)
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6.6 Aplicacoes

Vamos aplicar os resultados obtidos para os casos discutidos nos capitulos anteriores.

6.6.1 Paramagneto ideal de spin 1/2

Vamos considerar o caso de N dipolos magnéticos localizados e com spin 1/2 na presenca de

um campo magnético externo. Ja discutimos esse exemplo. O Hamiltoniano é,

N
H=—psBY o (63)
j=1

onde 0 = %1, 7 =1,2,..., N, e fizemos gs;s; = 0; para simplificar a expressao.
Obs.: utilizamos B para o campo magnético no lugar de H, apenas para evitar confusao
com o simbolo que utilizamos para o operador hamiltoniano.

O numero de microestados é,

AR TACEE)

Observe que nao introduzimos o fator de correcao de Gibbs uma vez que os spins estao

Q(E,N) = (64)

localizados nos dtomos 0s quais estao fixos em posicao da rede cristalina.

Podemos agora calcular,

InQ(E,N)=InN! —In E (N - ufBﬂ | —In B (N + ,UEEiB):|! (65)

Vamos considerar o limite termodinamica, ou seja N — oo mantendo E/N = e fixo.

Utilizando a aproximacao de Stirling, temos,

1 FE 1 FE 1 E
nQEN) ~ NmN—-N—-——=({N———|ln|=(N—-—— —{N— —
n B, ) ! 2( MBB) H[Q( MBBN 2( MBB)

_|_
1 E 1 E 1 E
—— | N In|=(N —| N
2( +MBB> n[2< +MBB>]+2( +MBB>




- NlnN—%(N—%iB>1n%(N—MfB)
%(N ufB)ln%<N+ufB) o
No limite termodinamico,
s(e) = lim M: lim i/’{;an
EN—o;Z=c N B,N—oo; Z=c N
- klnN+%(1—u;B)1n2—%(1—M;B)k1nN—%(1—MB€B)k1n<1—/T;§
%<1+M;B>kln2—%(1+M;B)kln]\f—%(1+M;B>kln(1+M;B)
- klnz—%(1—M;B>kln(1—M;B>—%<1+%L3)k1n<1+M;B>

A equagao 67 é a equacao fundamental do paramagneto ideal de spin 1/2. A partir dela

podemos obter as propriedades termodinamicas:

o (1-55) st

A figura 5 mostra o grafico da entropia em fun¢do da energia por particula. A regido

1_88 k

T e 2upB

€
upB

(68)

fisica para a qual a temperatura é positiva refere-se a regiao com energia ¢ < 0. Na energia
minima, v = —upB, temos todos os spins alinhados com o campo. Nesse caso, s6 h4d um
estado microscopico possivem e S = kIn) = kIn1 = 0. No outro extremo, temos a energia
nula, isto ¢, quando metade dos spins estao alinhados paralelo ao campo e a outra metade
alinhados anti-paralelo ao campo. Nesse caso, como ja sabemos, a entropia é maxima (maior

namero de microestados possiveis).
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Figura 5: Entropia em funcdo da energia por particula para o paramagneto ideal de spins

localizados. (extraido da ref. 1)

Reescrevendo a equacao 68 para a energia, temos,

2/,LBB
kT a7
<1 - #BB>
— 2uBB/kT B ;u;B
1+ —5
)
€ eQMBB/k‘T _ 1
,UBB e2npB/kT +1
pupB
= B tanh 69
¢ =t (27 (69)
Podemos escrever a energia na forma,
E = —[LBBNl + [I,BBNQ (70)

e a magnetizacao é definida na forma,

M _ N1 — pupNo
N N

m =

(71)
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e=—mB (72)

e, comparando com a eq. 69, temos,

upB
= —puptanh | —— 73
m (g tan (k:T) (73)
ou, de forma mais geral,
1 gupB

=—= tanh 74
B e (sz) (74)

onde introduzimos explicitamente o fator giromagnético g (gs ~ 2 para os elétrons) e o
fator 1/2 para o spin eletronico.

A equacao 74(73) é a equagdo de estado para a magnetizagao de um paramagneto ideal
também conhecida como a equacdao de Langevin do paramagnetismo. Note que obtivemos
esse resultado a partir da descricao microscopica do material e da lei das probabilidades.

A figura 6 mostra esquematicamente a magnetizagao (adimensional) em fun¢ao do campo
magnético (em unidades de kT'/up). Para altos campos, ou temperaturas baixas, o sistema
fica saturado, isto é, os spins ficam todos alinhados (m/up — +1, dependendo do sinal do
campo B). Para campos baixos, i.e., ugB < kT, a magnetizacao varia aproximadamente
linearmente com o campo, resultado conhecido dos cristais paramagnéticos.

A figura 7 mostra a energia por particula (em unidades de ppB) em fun¢ao da temperatura
(em unidades de kT'/upB). Para temperatura nula, temos a energia minima, como esperado,
que corresponde a todos os magnetos alinhados. A medida que a temperatura aumenta, os
spins comecam a perder o alinhamento e a energia tende ao valor nulo. O grafico mostra
também o caso de temperaturas negativas. Na verdade, podemos considerar a situacgao
quando o sistema est&d completamente alinhado com o campo e este sofre uma inversao de .

Nesse caso, o sistema adquire a energia maxima e fica instavel.
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Figura 6: Magnetizacao por particula em funcao do campo aplicado para um paramagneto
ideal de spins localizados. (extraido da ref. 1)
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Figura 7: Energia por particula em fungao da temperatura para o paramagneto ideal com
spin 1/2.

Com a equacio de estado (eq. 73) podemos calcular a susceptibilidade magnética:

om 2 _ B
X(T, B) = <8_B) - :—?cosh 2 (%) (75)
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Para campo nulo temos,

o(T) =X(T.B=0)= (76)

onde C = u%/k > 0. Essa ¢ a conhecida lei de Curie (descoberta pelo fisico francés Pierre
Curie) para o paramagnetismo.
Podemos ainda calcular a probabilidade p que um spin é +1/2, isto é, n = N;/N. Uti-

lizando as eqs. 70 e 69, temos,

€ = —upBn+ ppB(l—n)
1 € 1 upB
T ( MBB) 2 < kT )
upB/kT 1
— ¢ - (77)
etBB/kT + e—kBB/kT 1 +e—2MBB/kT
e7
o—21BB/kT
l-n=——7"+"—— (78)

1 + e—2nBB/kT

Esses dois resultados introduzem os fatores de Boltzmann que definem as probabilidades
de ocupacao dos estados de particula tinica num sistema de particulas nao-interagentes a
uma determinada temperatura 7T'. Esse resultado ficara mais claro no contexto do ensemble

candonico que discutiremos mais tarde.

6.6.2 Solido de Einstein

Consideremos agora o outro exemplo discutido, um sistema constituido por N osciladores
harmonicos unidimensioanis quanticos, localizados e nao-interagentes, oscilando com a mesma

frequéncia fundamental. Relembrando, a energia do sistema se escreve na forma,

31



1
= Mhw+ -Nhw (79)

onde M é o nimero de quanta de energia do sistema e N o ntimero de osciladores. O
segundo termo da eq. 84 é a energia de ponto zero do oscilador quantico.

O ntimero de microestados possiveis é,

O(E,N) =

Utilizando a aproximacao de Stirling,

S(E,N) = kInQ(E,N)=~ (£+E—1)k1n <%+ﬂ—1) - <£+E—1>

hw 2 2 hw 2
(B3 (3)
(N —DkIn(N —1) + (N — 1) (81)

E, no limite termodindmico, a entropia por oscilador é,

s(e) = lim %kan(E,N)

E,Naoo;%:e
€ 1 € 1 € 1 € 1
S T s Y P

que é a equacao de estado para o sistema.

Podemos agora encontrar as propriedades termodinamicas:

%:%:%[ln(i%—%)—ln(i—%)] (83)

Reescrevendo para a energia por oscilador,
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hw

1
€:§ﬁw+m (84)

No limite de baixas temperaturas (k7 < hw) temos a energia de ponto zero, € — hw/2.
Para altas temperaturas (kKT > hw), temos € — kT, que é o resultado classico.

O calor especifico (a volume constante) é,

Oe R\ 2 ehw/kT
Cy = 8_T — k (ﬁ) —[eﬁw/kT — 1]2 (85)

E comum escrevermos definindo uma temperatura de Einstein O = hw/k:

@E 2 €®E/T
—p(=ZE) =
Cy ( T ) [eeE/T _ 1]2 <86)

Se considerarmos agora trés diregoes independentes (i.e, trés osciladores harmonicos in-

dependentes, um para cada grau de liberdade do espaco tridimensional) e um sélido com N

osciladores,

Og e9r/T

2
f— N = —
Co =3Ne, = 3R ( T > [e08/T — 1]?

(87)
onde R = Nk ¢ a constante universal dos gases.
A figura 8 mostra o resultado do modelo de Einstein em comparagao com resultados

experimentais para o diamante. Vemos que para T > ©Of recupera-se a lei de Dulong-Petit

(C, = 3R). Para temperaturas mais baixas, isto é, T < O, temos,

hw 2
C, — 3R (k—T) e~ Mw/KT (88)

Os resultados experimentais, no entanto, mostram que nesse limite a dependéncia do calor
especifico com a temperatura ¢ do tipo o' 4+ B73. O termo ciibico pode ser explicado pelas
vibracgoes de rede mas é necessério introduzir uma dispersao na energia, isto ¢, nao ha apenas

uma frequéncia de oscilagao como no modelo de Einstein. Essa correcao foi introduzida por
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Figura 8: Comparagao entre os valores experimentais do calor especifico do diamante com
o modelo tedrico de Einstein com O = 1320 K. (ver A. Einstein, Ann. Physik 22, 186
(1907)) (extraido da ref. 9)

Debye. Ja o termo linear, que domina para temperaturas muito baixas, ¢ a contribuicao

eletronica para o calor especifico.

6.6.3 Sistema de dois niveis

O livro do Salinas (ref. 1) trata ainda de dois outros exemplos que sao ilustrativos. O
sistema de dois niveis, que serve de introducao ao gas de Boltzmann. O sistema de dois
niveis é analogo ao caso do sistema paramagnético ideal e nao ha necessidade de examina-lo
em detalhe. Apresentaremos apenas os principais resultados.
Consideremos os dois niveis de energia permitidos como sendo 0 e ¢ > 0. O nimero de
estados microscopicos é,
N!

O NN 0

e escrevendo a energia total como E = (N — Nj), temos,

N!
(V= 2)H(2)!

A entropia é calculada seguindo o mesmo procedimento,

0=
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E E E E FEF FE
S(E,N) = kan(E,N):NlnN—N—(N——)ln(N——>+<N——)——ln—+—
€ € 3 e € €
= NlnN—(N—E>ln<]\7—§)—ElnE (91)
€ € e €
e no limite termodinamico,
€ € €. €
:—k:<1——>1 (1——)—k—1— 92
s(€) ~)In . ~ln- (92)

(atengdo para a notacdo: € = F/N —energia média por particula, enquanto que € é a
energia do segundo nivel de energia, o primeiro sendo zero)

A equacao de estado é,

1 0ds k € €
== (1-5) ~ ] 93
T Oe ¢ [n € " € (93)
Reescrevendo para a energia,
—e/kT
ce
Tyt (54)

A figura 9 mostra a densidade de entropia s em funcao da densidade de energia €. Para
e = 0 a entropia é nula, com todas as particulas no estado fundamental e a figura 10 mostra a
energia por particula em fun¢ao da temperatura. Para € = £/2 temos o méaximo de entropia,
com metade das particulas em cada um dos niveis de energia. Utilizando a eq. 94, vemos que
essa situagao ocorre para 1" > ¢, como pode ser visto na figura 10. Fisicamente, essa condicao

equivale a uma situagao em que os dois niveis de energia praticamente nao se distinguem.
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Figura 9: Entropia em funcao da energia por particula para o sistema de particulas com dois
niveis de energia. (extraido da ref. 1)

Novamente, podemos calcular as probabilidades de encontrarmos uma particula em um

dos dois niveis,

1
G

efs/kT
L (95)

e encontramos novamente os fatores de Boltzmann.
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Figura 10: Energia por particula em funcao da temperatura para o sistema de particulas com
dois niveis de energia. (extraido da ref. 1)

6.7 Gas de Boltzmann

Boltzmann considerou um modelo simples para tratar um gas. Esse modelo serve também
como generalizacao do sistema de dois niveis. No seu modelo, as particulas podem assumir
valores discretos de energia (o que simplifica a contagem dos estados microscopicos): ¢;; j =
1,2,.... Especificamos o estado microscopico precisando o valor da energia de cada uma
das particulas. Definimos os nimeros de ocupag¢io {N;} como sendo o nimero que designa
quantas particulas temos em cada nivel de energia. O nimero de estados microscopicos
possivel, para uma energia total F é,
N!

QU{N;}; B, N) = NN (96)

e temos as restricoes,
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Para encontrarmos o niimero de estados microscopicos quando o sistema atinge o equilibrio

calculamos o valor maximo de {2 com as restricoes dadas pelas eqs. 97. Para isso, utilizamos

a técnica de multiplicadores de Lagrange:

FUAN B EN) = InQ{N;} E,N) +

+ o\ (N—;N]) + A (E—zj:sjl\@)

e, as condicoes de maximizacao se escrevem,

0
a—]\{k:—lnNk—)\l—/\QEkZO, ]{?:1,2,

Podemos escrever,

N, = e Me 2%

e entao,
N, e~ M e ek
SRS Vi o S
N ey e
€—>\2€k
Z
onde,

le E 67)\25j
J

(99)

(100)

(101)

(102)

Para encontrarmos o segundo multiplicador de Lagrange, calculamos a energia total do

sistema e igualamos ao valor classico, £ = (3/2)NkT"
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E = E Ska:N e
A Zje A2¢] 2
0 3
— Yz = kT
et T2

Fazendo o limite do continuo classico,

3/2
7, — /d366—(1/2)>\2mv2 _ ( 2m )
Agm

de onde temos,

0ln 7, 3 3
- = 42 = kT
O T
1
:> )\2 — ﬁ

No limite do continuo, temos também,

onde,

(U) 2rkT 8/2 o muv?
pr— — X [ —
p m P okT

e recuperamos a distribuicao de velocidades de Maxwell-Boltzmann.
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