7 Ensemble Canonico

FEssas notas estio baseadas no capitulo 5 e 6 do Salinas (ref. 1), capitulo 4 do Gouldé Tobochnik
(ref. 2), capitulo 7 do Greiner (ref. 3) e no capitulo 6 do Reif (4). Ela utilizard também

material das refs. 5 e 6, além de outras que serao citadas ao longo das notas.

7.1 Alguma motivagao.

O ensemble microcanonio nos da as bases para a descricao estatistica dos sistemas macroscopi-
cos. Ele nos permite calcular as propriedades fisicas de sistemas isolados, com variaveis
macroscopicas como F,V, N. Em principio, qualquer sistema pode ser tratado pelo ensem-
ble microcanonico. Para isso, basta considerarmos o sistema fisico amplo o suficiente para
englobar toda e qualquer troca de energia (significativa) que ocorre no sistema de interesse
de forma que possamos considerar o sistema considerado como estando isolado. No entanto,
a dificuldade em calcular o nimero de microestados dos sistemas fisicos torna sua aplicacao
muitas vezes invidvel ou, pelo menos, muito dificil. Além disso, um sistema isolado, na
pratica, nem sempre ¢ uma aproximacgao razoavel. Talve mais importante ainda, em geral,
se uma parte do sistema é grande o suficiente para ser considerada como um reservatorio
estavel, ou seja, com temperatura estavel, nao nos interessa considerar suas propriedades
e sim focalizarmos nossa atencao na parte do sistema de interesse. Por isso, é interessante
olharmos para descricoes alternativas para os sistemas fisicos sob o ponto de vista estatistico.

Vamos iniciar a discussao retomando uma simulacdo que fizemos no capitulo 4 uti-
lizando o programa de simulacao FinsteinSolid (ref. 2). Essencialmente, consideramos um
sistema isolado formado por dois subsistemas cada um com um ntmero fixo de particu-
las mas podendo trocar energia. A figura 1 mostra a probabilidade Py,(E4) de encon-
trarmos o subsistema A com uma certa energia para um numero de particulas igual a
N,y = 3(azul), 2(vermelho), 1(verde). Desconsidere a curva em preto. Observamos que a

curve tende a um comportamento exponencial, do tipo,



PNA(EA) X G_BEA (1)

como ja haviamos discutido anteriormente (ver capitulo 4). Esse comportamento somente
fica mais evidenciado quando N4 = 1 (e Np = 5). Uma forma alternativa de examinarmos
o problema seria considerar o subsistema A como sendo o nosso sistema. Mas agora ele
nao ¢ mais um sistema isolado mas sim um sistema fechado, isto é, um sistema que permite
a troca de energia com o meio mas nao permite a troca de matéria (particulas). Duas
diferencas aparecem de imediato: 1) o sistema ndo tem mais uma energia fixa, mas sim uma
energia variavel; 2) os microestados do sistema nao tém mais a mesma probabilidade de serem

encontrados mas sim uma probabilidade que aproxima-se da equacao 1.
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Figura 1: Probabilidade de encontrar o subsistema A com energia E4 para Ny =
3(azul), 2(vermelho), 1(verde). Calculado utilizando o programa FEinsteinSolids da ref. 2.

O resultado que obtivemos nos d4 uma boa indicacao do caminho a prosseguir. No que
se segue, devemos nos lembrar que para um sistema finito (isto é, com N finito), flutuagoes

sao importantes e nao podem ser desconsideradas.



7.2 Ensemble candnico

Vamos examinar o caso do sistema aproximar-se da condicao N — oo. Ou seja, vamos isolar
um subsistema, que se tornara o sistema de interesse s, em relacao a um sistema muito grande,
o qual denominaremos de reservatdrio R (figura 2). A separagao entre os dois (sub)sistemas
é feita por uma parede rigida e impermeéavel (volume e nimero de particulas permanece
constante em cada subsistema) mas permitindo troca de energia com a temperatura do
reservatorio permanecendo constante, isto é, uma parede diatérmica. A energia do conjunto

total é constante (sistema isolado) e igual a

E=E,+ Eg (2)

sendo que
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Figura 2: Sistema formado por um reservatorio R e um sistema s a temperatura 7' constante.
(figura extraida da ref. 3)

A energia do sistema s, Fs nao é mais fixa, podendo variar. Sua temperatura, no entanto,
uma vez os sistemas em equilibrio, esta fixada, T'. Portanto, as grandezas macroscopicas que

definem o sistema fisico sao T,V,N. O sistema s pode assumir todos os possiveis microes-



tados i com diferentes energias E;, tendo uma certa distribui¢do de probabilidades (como
na nossa simulagao). Os microestados com energia F; grande, no entanto, serdo mais raros.
Vamos calcular a probabilidade p; de encontrar o sistema s em um certo microestado ¢
com energia F;, lembrando que os microestados do sistema s + R (isolado) sao igualmente

provaveis:

o 1 x QR(ER) . QR(E — EZ)
P S 0(Er) X Qn(E - By

o« Qr(E — E;) (4)

onde Qg(ER) é o ntimero de microestados do reservatorio com energia Fr. Quanto maior
for a energia F;, menor sera o nimero de microestados acessiveis para o reservatorio. p; deve
ser uma funcao decrescente de F;, uma vez que quanto maior for E; menor serd Fr. Podemos
simplificar a expressdo utilizando o fato que E; < E. Como Qp(E — E;) é uma fun¢io que
varia rapidamente com F; (ntumero muito grande de estados), vamos examinar o logaritmo

de p;. Nesse caso, escrevemos,

Inp; =InC +InQp(F — E)) (5)

onde a constante C' esta relacionada com o denominador, que nao depende de E;. Ex-

pandindo em FE;, guardando os termos de ordem superior,

8anB(ER)) 1 9 (82 IHQB(ER))
np: ~ InC+InQp(E)+ (—E) ( LB ER) 4o (—pg? (LoBlER) 4o
p 5(B) + >( e IR G o
E;
= lnC’—HnQB(E)—ﬁ (6)

onde utilizamos a definicao de entropia e 1" é a temperatura do reservatorio,

o 1 . 8anB(ER)
= (M) "

e o fato que o reservatorio é suficientemente grande para que a temperatura 7" permaneca



constante, ou seja,

2
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Temos entao,

Inp; ~ InC—(FE;

e

onde introduzimos a func¢ao de particao Z,

Z =Y e (10)

O simbolo Z origina-se do termo alemao Zustandssumme (soma sobre todos os estados).

O sistema s, como definimos aqui, em contato com um reservatorio (infinito), a temper-
atura constante, podendo trocar energia com esse reservatorio, é definido como um ensemble
candnico. Rigorosamente, por ensemble candnico queremos nos referir ao conjunto de esta-
dos possiveis que o sistema pode ser encontrado. Portanto, o ensemble canonico trata de
sistemas que sao fechados, isto é, nao trocam matéria (particulas) mas podem trocar en-
ergia com um reservatorio. Podemos resumir o resultado obtido para o ensemble candnico
da seguinte forma: o ensemble canénico é constituido pelo conjunto de microestados {i},
associados a distribuicao de probabilidades dada pela equacao 9, acessiveis a um sistema
s, em contato com um reservatorio térmico a temperatura T. A grandeza 7 (eq. 10) € a

funcao de particao candnica e desempenha um papel fundamental na descricao do ensemble

canonico.

O sistema fisico esta estabelecido, com um sistema fechado, em contato com um reser-



vatorio, podendo trocar energia (mas ndo matéria) com um reservatorio, e a temperatura
constante, ap6s atingir o equilibrio com o reservatorio (lembre-se, vamos descrever a situacao
de equilibrio). Temos uma estatistica (eq. 9) para descrever as propriedades microscopi-
cas do nosso sistema fisico. Precisamos agora estabelecer a conexao com a termodinamica.

Lembramos que a entropia escreve-se na forma de uma média sobre o ensemble,

1
S = (~klnp,) = m—N/d‘q’qu‘"’Nppc(qy,py) (—kIn pe(qy, p)) (11)

Vamos estender a probabilidade p; para um sistema continuo. A somatoria sobre os
estados, ), é substituida pela integral sobre o espaco de fase, (1/h3N)fd3qu3Np, e a

energia F; pela hamiltoniana H(q,,p,). Temos entao,

exp(—BH(q,,pv))

pi = pe(@v,pv) = (12)

4
onde,
1
Z =7 /d3qu3NpeXp{—ﬁH(qu,py)} (13)
A entropia se escreve agora na forma,
1
§= /dSquSNppc(qy,py) [kBH(qy, py) + kIn Z] (14)

O primeiro termo, a menos das constantes k3, é a definicao de < H > enquanto que
o segundo termo nao depende do espago de fase e a integral cancela-se com o termo de
normalizagao. Temos,

S=kB<H>+kInZ (15)

Mas, a energia média pode ser calculada utilizando a probabilidade p;:



= pil;
E:Z%H<H> (16)

e identificamos, como fizemos no caso do ensemble microcandnico, a energia média com

a energia interna do sistema, isto é, £ — U. Temos entao,

S = —+klnZz

=U-TS = —kT'lnZ (17)

Vamos agora retomar nossos conhecimentos da termodinamica. Sabemos que o potencial

termodinamico para as variaveis T, V, N é a energia livre de Helmhollz,

F(T,V,N)=U—TS (18)

e entao,

F(T,V,N) = —kTIn Z(T,V, N) (19)

Essa equacao é fundamental na teoria do ensemble candnico. Ela define, para o ensemble
canodnico, a energia livre (de Helmholtz) do ensemble candnico e ¢ a conezdo termodindmica
que procuravamos. Ela desempenha o mesmo papel que a definicao de entropia no ensemble
microcanodnico. No sistema isolado, podemos calcular as grandezas termodinamicas a partir
do conhecimento dos microestados €2 do sistema. No sistema candnico, a funcao de particao
7/ desempenha esse papel. () tras a informacao de todos os microestados acessiveis para
uma superficie de energia para uma energia E do sistema (ou uma casca de volume de
espessura dF) com todos os estados sendo igualmente provaveis. No célculo de Z para uma

certa energia do sistema, novamente todos os estados acessiveis de uma superficie de energia



sao igualmente provaveis. No entanto, consideramos as superficies de energia para todas
as energias possiveis, com uma probabilidade proporcional ao chamado fator de Boltzmann
e PE. A densidade do espaco de fase no ensemble canonico depende apenas de H(q,,p,),
como no ensemble microcandnico, de acordo com o teorema de Liouville.

Em principio, temos agora todos os ingridientes que precisamos para investigar os sistemas
fisicos sob a perspectiva do ensemble canénico. Podemos agora calcular as outras grandezas
de interesse termodinamico a partir do conhecimento da funcao de particao do ensemble

canonico do sistema fisico de interesse utilizando as relagoes conhecidas da termodinamica,

oOF
5 = ‘(a—T)m
oF
P ‘(W)T,N
oOF
no= (a—zv)w (20)

as quais continuam validas para a definicao da energia livre dada pela equacao 19. Isso
se mostrara correto com algumas aplicacoes que faremos. Antes, no entanto, é interessante

discutir como fica o fator de Gibbs no ensemble canonico.

7.3 Fator de correcao de Gibbs no ensemble candnico

No ensemble microcanoénico, a nao extensividade da entropia, quando calculada partindo de
uma contagem de microestados que incluia todos os estados, inclusive estados equivalentes
quando se permutava particulas idénticas (indistinguiveis), nos levou a incluir o fator de
correcao de Gibbs, N!, no denominador da expressao para o célculo dos microestados sempre

que as particulas sao indistinguiveis. Dessa forma, escrevemos,



1

— 3N 33N
Qd(E, V, N) = h?’_N P d Qd D
— 1 3N 13N
Qu(E,V,N) = NN /E<H<E+5Ed qd™p (21)

onde os indices d e id referem-se a distinguiveis e indistinguiveis, respectivamente. FEssa
relacao entre os dois tipos de situagao vale para qualquer ensemble, inclusive em um volume

infinitesimal do espaco de fase:

1
de(E> V> N) = hs—Nd3qu3Np
1 .
dQi(E,V,N) = Wdiﬂqusz (22)

A densidade do espaco de fase no ensemble canénico é,

B 1
)= Z(T,V,N)

—

pc(Fl,...,FN,ﬁl,...,pN exp{—ﬁH(fi,...,FN,ﬁl,...,ﬁN)} <23)

A fungao de parti¢do, Z(T,V, N), como no caso microcanonico, também deve separar as

duas situacoes em fungao da indistinguibilidade (ou nao) das particulas. Nesse caso, temos,

1
Zd<T7V7N> = hg_N d3qu3Np eXp(_ﬁH)
1
ZulTVN) = i [ 4t exp(-570) (2)

Vamos avancar um pouco nessa discussao e apresentarmos argumentos que nos permitam
generalizar as eqs. 22 e 24 para qualquer ensemble. Em primeiro lugar, recapitulemos o
significado da densidade do espaco de fase. p(7, ..., "N P1, ..., Pnv) para particulas distinguiveis

representa a densidade de probabilidade para a particula 1 encontrar-se em ; com momento



p1, ete. A partir dela, podemos calcular a densidade de probabilidade para qualquer particula
encontrar-se na posicao 7; com momento p;, etc. Para isso, temos que somar sobre as

densidades de probabilidades para um re-arranjo qualquer das particulas, ou seja,

Pid(T, o, TN, D1y oy DN) = Zpd(FPla wos TP, DP1, -y DPN) (25)
P

onde a soma estende-se sobre todas as permutacoes (P, ..., Py) de (1,.., N). Se as particu-
las sao indistinguiveis, a hamiltoniana nao muda para uma permutacao qualquer das particu-
las, ou seja,

—

H(7p1y ooy TEN s DPLs ooy DPN) = H(F1y ooy TNy D1y ooy PN) (26)

é valido para todas as permutacgoes. Mas py; depende de 7; e p; apenas por meio da

hamiltoniana H (ver eq. 23). Logo,

Pa(TL, -, NS DL, -y DN) = pa(TP1s s PN, PPL, o, PPN) (27)

e a soma na equacao 25 é simplesmente N!. Temos entao,

Pia(T, s TN, D1, -y DN) = Nlpa(Fy, o, TN, P -0, PN) (28)

e temos o fator de corre¢ao de Gibbs, N! que relaciona (e diferencia) a densidade do espaco
de fase para sistemas com particulas distinguiveis e indistinguiveis. Temos uma generaliza¢ao
do fator de correcao de Gibbs para qualquer ensemble. Além disso, a equacao 26 introduz um
critério para sabermos quais os sistemas fisicos em que temos que utilizar o fator de correcao
de Gibbs. Essencialmente, os sistemas fisicos onde as particulas serao indistinguiveis sao
aqueles para o qual a hamiltoniana é invariante em relagdo a uma permutagao (ou indiferente
a enumeragao) das coordenadas de posicao e de momento. Vamos considerar dois exemplos.

(i) Gés ideal. Esse é o caso mais simples, e temos,

10



N N
Di Pp;
H = L = 29
Z 2m Z 2m (29)
e portanto preenche a condicao de invariancia para a permutacao das particulas.
(ii) Sistema de particulas com vinculo (potencial) proprio. Consideramos um sistema

de particulas que estd na presenca de um potencial que esti relacionado a indexacao da

particula. Por exemplo,

1
§mw2(f; — bl)z (30)

M) =

H=Y 2-+

i=1 i=1
Nesse caso, se permutarmos (ou renumerarmos) as particulas, o potencial muda. Isso
porque a posicao EZ que define a origem do oscilador esta associada a cada particula e nao
serd renumerada. Logo, nesse caso, as particulas sao distinguiveis. Esse potencial ¢ uma
representacao possivel para os atomos em um so6lido cristalino que podem oscilar em torno
de sua posicao de equilibrio.
Observamos ainda que a probabilidade de encontrarmos o sistema todo em alguma célula

do espaco de fase d*¥¢d*Vp é a mesma em ambos os casos:

d3qu3Np

B . . . . B ~ - . - d3qu3Np
w = pa(F, s TN, D1, ---,pN)hg—N = Pid(T1, -+, TN, D1y oo PN) oy 7an

6N
d NIR3N

(31)

Isso ocorre porque o fator N! da densidade do espaco de fase (eq. 28) cancela o fator N!

do elemento de volume. Esse resultado era esperado, consequéncia da normalizacao

/ dw =1 (32)
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7.4 Aplicagoes

Vamos aplicar a estatistica do ensemble canénico para alguns exemplos, em particular os
casos que ja exploramos no ensemble microcanénico. Vamos considerar sistemas classicos e
quanticos. Para os sistemas classicos, aplicaremos a teoria que ja foi desenvolvida, para o
espaco de fase continuo. J4 para os sistemas quanticos, precisamos adaptar a teoria, levando
em conta agora que os estados quanticos sao discretos e numeraveis. Discutiremos esses casos
quando fizermos a aplicacao para o solido de Einstein ou conjunto de osciladores quanticos.

Antes, vamos analisar o que acontece para o caso simples do gas ideal de particulas.

7.4.1 Gas ideal no ensemble candnico

Antes de prosseguirmos, vamos fazer uma aplicacdo para verificarmos a aplicabilidade e as
vantagens do ensemble can6nico. Consideremos um gas ideal, em um sistema que esta em

contato com um reservatorio, a temperatura 7. A hamiltoniana do gas ideal é,

3N o

by
Mg p) = o (33)
v=1
A funcao de particao é,
_ 1 3N 13N
Z(T,V,N) = W/d qd”" pexp {—BH(q,pv)} (34)

A funcao de particao nao depende das coordenadas espaciais. Portanto, a integral em
q, resulta em um fator V¥, onde V é o volume do sistema. A funcdo exponencial permite

fatorar a integral,

1 > P,
Z(T,V,N) = N!thaniﬁl / dp, exp{—ﬁ—} (35)

Fazendo a substituicao,

x=+/B/2mp, (36)

12



todas as integrals ficam na forma,

/_OO dze™ = /7 (37)

e a funcao de particao é,

VN

Z(T,V,N) = ( (38)

2m7r)3N/2 R (27rka)3N/2
~ NIp3N

B TN\ A2
Esse exemplo mostra a simplicidade em calcular no ensemble candénico quando com-
parado com o ensemble microcanoénico. Isso ocorre porque para sistema de particulas nao-
interagentes a Hamiltoniana se escreve como uma soma de Hamiltonianas de uma particula
e a exponencial fatoriza.
Utilizando as equacoes 20 podemos calcular as grandezas termodinamicas.

A energia livre de Helmholtz é,

2rmkT*?
F(T,V,N) = —kTn Z(T,V,N) = —NkT <1 +In {% ( W;"Q ) }) (39)

onde utilizamos a aproximacao de Stirling. A partir da energia livre, temos,

oF NET
= = = —— = pV = NEKI 40
P <0V)TN % b (40)

s=— (2} -
T ) vy

(), )

Finalmente, podemos utilizar a eq. 41 ea eq. 39 e escrever,

U=F+TS= gNkT (43)

13



como era de se esperar.

Esses resultados recuperam os resultados obtidos no ensemble microcanénico. Nenhuma
surpresa uma vez que a energia livre no ensemble candnico e a entropia no ensemble micro-
canodnico sao potenciais termodinamicos equivalentes que podem ser obtidos um do outro por

meio de uma transformacao de Legendre (ver a revisao de termodinamica).

7.4.2 Osciladores harmonicos classicos no ensemble candnico

Vamos considerar um conjunto de N osciladores classicos distinguiveis com frequéncia w. A

hamiltoniana é,

- - pg 1 2 2
H(quupl/) - m + smw q, (44)

A funcao de partigdo do sistema é (note que nao usaremos o fator de Gibbs)

2T VN) = / ¥ gd™ pexp {—BH ()} (45)

Novamente, podemos fatorar as integrais uma vez que a hamiltoniana é uma soma de

hamiltonianas de uma particula:

— 00 o0

N 0o 0o 2
Z(T,V,N) = hiN H [/ dq, exp {—B%muﬂqg} X / dp, exp {—55—;1}} (46)
v=1 N

Fazendo as substituigbes usuais, \/fmw?/2q, = x e \/[/2mp,, e realizando as integrais

gaussianas, temos,

1




Podemos agora calcular as grandezas termodinamicas. A energia livre é,

F(T,V,N)= kT Z(T,V,N) = —NkT'In {%T} (48)

As equacoes de estado sao,

S:_@_?)V,NZM [Hm{%}} (50)
- (35), =)

A energia interna é,
U=F+TS=NkT (52)

de onde tiramos o calor especifico (para um sistema unidimensional),

ou
e (), -m -

como era de esperar (em trés dimensoes, Cyy = 3Nk = lei de Dulong-Petit). Finalmente,

podemos escrever a entropia em funcao da energia interna,

S(U,V,N) = Nk {1 +In {%H (54)

7.4.3 Sistemas quanticos no ensemble canénico

Em primeiro lugar, devemos enfatizar que a discussao dos sistemas quanticos requer uma
descricao precisa da indistinguibilidade das particulas na mecanica quantica. Essa questao

serd tratada adequadamente posteriormente. Aqui, vamos analisar algumas situacoes que

15



sdo possiveis sem que precisemos entrar completamente nessa questao (e que permanecerao
validas). Os sistemas que consideraremos sao os mesmos que ja vimos considerando. Para
discutir as diferencas entre o caso classico e o caso quantico, vamos considerar o sistema com
N particulas quanticas com cada particula podendo ter energias discretas determinadas por

um tinico nimero quantico:

€, n=0,1,2 .. (55)

onde n é o nimero quantico que pode assumir qualquer dos valores 0,1, 2, ..... A densidade

classica do espaco de fase candnica para uma particula quantica é,

exp {—0H(q,p)}
p(q,p) = ZT V1)

com,

2.v.1) = 5 [ dq [ dpesp (~5M(a.) (57)

Para o sistema quantico, o microestado (g,p) é substituido pelos nimeros quéanticos.

Temos entao,

exp(—fen)
=721, v,1) (58)
Z(T,V,1) Zexp{ Ben} (59)

A grandeza p,, descreve a probabilidade do oscilador encontrar-se no estado quantico com
niumero quantico n. Para um sistema de N particulas nao-interagentes, a energia total é

simplesmente a soma de todas as energias de uma particula:

16



Erimgmy = €ny + €ng + oo+ €ny (60)

onde a particula 1 ocupa o estado quantico n;, a particula 2 o estado n, e assim por
diante. Note que estamos ainda enumerando as particulas. Ou seja, como ja afirmamos
antes, nao estamos tratando o problema do ponto de vista inteiramente quantico.

Considerando as particulas distinguiveis (como nos casos do paramagneto ideal e do solido

de Einstein), temos,

Z(T,V,N) = > exp{—ﬁZem}

= Zexp{—ﬁem}...Zexp{—ﬁ%N}
= [z, " (61)

Para particulas indistinguiveis temos que acrescentar o fator de corregdo de Gibbs, 1/N.
No entanto, trataremos dessa questao de forma adequada mais tarde.

A conexao termodinamica é feita por meio da energia livre de Helmholz, F',

F(T,V,N) = —kTWZ(T,V,N)

= —kTNWZ(T,V,1) (62)

Vamos aplicar esses resultados para sistemas quanticos com particulas distinguiveis.

7.4.4 Conjunto de N osciladores quanticos

Esse é o problema do modelo de s6lido de Einstein ja discutido na representacao do ensem-
ble microcanénico. Vamos discutir agora na representacao do ensemble canoénico, seguindo

a discussao que fizemos acima. Lembremos a energia para um tnico oscilador harmonico

17



quantico:

hw
en:7+nhw, n=0,1,2,... (63)

onde n é o ntmero quantico do oscilador harmoénico.

A funcao de particao do sistema de um tnico oscilador é,

o0

Z(T,V,1) = Y exp{-fe,} = iexp {‘ﬁm’ (” + %) }

n=0

= e {221 S (o oty

n=0
_ Bhw
2

1 — exp {—fBhw}
1

exp { %57} — exp_{l—%ﬁ‘“}
= [2 sinh (ﬁTh”)} (64)

Para o sistema com N osciladores, temos,

N [y (BRNTTY
Z(T,V,N)=[Z(T,V,1)]" = |2sinh 5 (65)
Como estamos considerando osciladores harmonicos distinguiveis, nao incluiremos o fator
de correcao de Gibbs. Podemos agora calcular a grandeza termodinamica que conecta a

descricao estatistica com o estado macroscopico, ou seja, a energia livre de Helmholtz,

hw N
F(T,V,N)=—=kTInZ(T,V,N) = NkT In {2 sinh (ﬁT) } = Ehw—i-Nk;Tln {1 —exp (—phw)}
(66)
onde o primeiro termo é a contribuicdo de energia de ponto zero dos N osciladores. As

demais propriedades termodinamicas sao calculadas utilizando as eqs. 20:
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Esse resultado é esperado, uma vez que no nosso modelo os osciladores estao fixos e nao
exercem pressao.

Para a entropia, temos,

7 e Paw o (P
S = <_8_T>V7N_Nk{ 5 COth( 5 ) ln{Zsmh( 5 >}1

_ phw
= Nk pr Bhet =1 In{l— exp{—ﬁhw}}] (69)
e a energia interna é,
U=F+TS=Nhw Ly, 1 70
T {§+exp(ﬁhw)—1} (70)

onde novamente o primeiro termo refere-se a energia de ponto zero.

Podemos escrever na forma,

U=N <e¢, > (71)

onde,

1 1
— Z 2
< en>=hw 2+exp{5hw}—1 (72)

Comparando com a energia por oscilador (eq. 55), podemos escrever,
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1
< €y >= hw (§+ <n >) (73)

1

=TT o (B} — 1

(74)

onde < n > representa o nimero quantico médio, isto ¢, o nivel médio de excitagao do

oscilador na temperatura 7.

Esse resultado é o mesmo que ji tinhamos obtido com o ensemble microcanonico.
7.4.5 Paramagneto ideal com spin 1/2
Ja discutimos longamente esse exemplo. Vamos apenas relembrar o hamiltoniano do sistema:
N

N
H=—gupy §-B=-usB> o (75)
j=1

Jj=1
onde novamente consideramos apenas dois valores possiveis para o spin, s = +1/2 e com

g = 2 escrevemos o = +1. A funcao de particao é facilmente calculada,

Z(T,V,N) = Zexp{—ﬁH}Z Z eXP{ﬁMBBZUJ}

{o;} O14.-sON
N
= [Z exp{BupBo}| =[2cosh{BusB}~ (76)
o=%
Podemos calcular agora a energia livre,
pupB
F=—kTInZ = —kTN In ( 2cosh T (77)

Como a energia livre depende do campo magnético - a interacao que consideramos na

energia do sistema é a intera¢do magnética - é comum adotar a nomenclatura g(7, B) para
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a energia livre por particula, a qual refere-se a analogia com a fungao de Gibbs de um fluido

puro:

| F B
g(T,B) = lsz_mN = —kT1In (2 cosh {%}) (78)

A entropia é,

_ @ B upB . (pBB wpB
s = (8T>B =kln <2 cosh {—k:T }) k (_kT ) tanh ( T ) (79)

e a magnetizagao

dg peB
=—|==) = pptanh
" (aB>T ot (kT) (80
e a energia interna,
B
e =g+ Ts=—pugBtanh (MIfT ) (81)

que reproduzem os resultados obtidos para o ensemble microcandnico.

7.5 Conexao entre os ensembles microcandénico e candénico

Os exemplos que discutimos até agora mostram que os resultados obtidos pelos dois en-
sembles, microcanoénico e canonico, produzem o mesmo resultado no limite termodinamico.
Obviamente, estamos considerando os mesmos sistemas fisicos, apenas trabalhando com con-
junto de variaveis termodinamicas diferentes (mas relacionadas por uma transformada de
Legendre). Observamos, no entanto, que os microestados presentes na discussdo do ensemble
canonico sao diferentes daqueles considerados no ensemble microcanonico. Vamos discutir
aqui as razoes pelas quais os ensembles sao equivalentes. Por simplicidade, nao incluiremos
o fator de Gibbs.

Iniciamos com a probabilidade de encontrar o sistema do ensemble canénico no microes-
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tado (q,,p,), dp:

|
v P =M (a, p,)} Y gdNp (82)

1 N, 13N
dp = 55 (4, py)d* qd™p =
Para os microestados que estdo em uma superficie H(q,, p,) = E = constante, a probabil-
idade é a mesma (postulado basico da fisica estatistica - todos os microestados com energia
constante sao igualmente provaveis). Podemos calcular a probabilidade de encontrarmos o

sistema em algum microestado com energia entre £ ¢ £+ dFE. Para isso, basta integrarmos

na camada de energia constante,

1 1
dp(E) = — exp(—fE) 5~ / d*qd*Vp (83)
Z h ESH(QV7PU)§E+C1E

A integral nada mais é que o nimero de estados existentes em uma camada de espessura
dFE em uma superficie de energia constante E (ver capitulo 4 - w(E) é o nimero de estados
com energia H(q,,p,) < E e g(F) = Ow(E)/OE é o ntmero de estados na casca E <
H(qy,pv) < E+ dE):

1
w(E) = h?’_N/ BN gd®N (84)
H(Qu,pu)SEerE
e’
1 dw(E)
d3qu3Np: dE:g E)dE 85
h3N E<H(qv,pv)<E+dE oF ( ( )

onde g(E) é a densidade de estados com energia E, como ja discutimos no Capitulo 4. A

probabilidade de encontrarmos o sistema em uma casca fina de espessura dF é,

dp(E) = p(E)AE = - g(E) exp {~AE} dE (86)

Podemos também expressar a funcao de parti¢ao utilizando g(F),
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ZTVN) = i [ 4V ppesp (-Hla.p) = [AEgE)ew (08} (57)

Como fica no caso de estados discretos ou, mais especificamente, em sistemas quanticos?
Na verdade, a questao tem que ser separada em duas. Estados discretos, como o sistema
artificial introduzido por Boltzmann, pode ser tratados simplesmente enumerando-os. Para
um tratamento quanticos, vamos postergar a andlise para mais tarde, quando discutirmos a
estatistica quantica. No entanto, podemos ja identificar a densidade de estados g(E) com
o fator de degenerescéncia gp do sistema quéantico, isto e, o numero de estados qudnticos
que possuem exatamene a mesma energia (discreta). Nesse caso, a equagao 86 escreve-se na

forma

o) = 22 exp () (59)

Esse resultado é valido para qualquer sistema com estados discretos. A correcao quantica,
como dissemos, faremos mais tarde. Acrescentando o fator de Gibbs quando as particulas sao
classicamente indistinguiveis na prdtica, temos o que chamamos de estatistica de Maxwell-
Boltzmann.

Até aqui obtivemos uma relagao entre a densidade de estados g(FE), que esta relacionada
com o nimero de microestados a uma certa energia F, Q(F) (ou w(E), lembrando que a
diferenca entre ambos estd apenas na normalizagdo pelo elemento do espaco de fase) e a
funcao de particao. Podemos agora obter uma relacao inversa, isto é, conhecendo a funcao
de partigao, obter g(F).

Para isso, temos que tratar = 1/kT na funcdo de partigdo como um parametro e
estendé-lo para o plano complexo e considerar a continuagao analitica de Z () (com V, N

constantes) no plano complexo-3. Nessa caso, a fungao
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() = / " dBg(e)e " (89)

¢ uma funcdo analitica de § com RB3 > 0 (onde por R simbolizamos a parte real de).
A condicao RS > 0 garante que a equacao 89 é limitado para qualquer valor da energia e
que a integral existe. Essa equa¢do nada mais é do que a transformada de Laplace de g(F).
Podemos agora encontrar a transformada reversa. Para isso, multiplicamos a equacao 89 por
exp {BE’} e integramos no contorno C' do plano complexo, com = ' +i3", com (3, 3" reais

e ' > 0 (arbitrario) (ver figura 3):

B'+ico ) B'+ico oo ,
/ﬁ d32Z(B)e’" = /ﬁ o /O dESPE =B g(E) (90)

II'I‘IBI 1(:

B~ Rep

Figura 3: Caminho de integracao na extensao complexa de 3. (extraido da ref. 3)

Como o integrando é analitico podemos trocar a ordem de integracao. Novamente, o
integrando é limitado e analitico para F grande e R3 > 0. Escrevendo df = df’ + idf”,

para valor arbitrario de 4’ > 0 mas fixo, temos,

B'+00 oo
/ dpePE =5 — / A" e HBNE=E) — oS (E'=E)oris(E' — ) (91)
5

! —i00 —00

onde utilizamos ffooo dre*® = 276(k). Substituindo a equacdo 91 na equagio 90, temos,

B’ +ioco
/ ! d3Z(B)e’r = /dEe’G(E,_E)g(E)Qmé(E’ — E) =2mig(E') (92)
B

! —i00
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de onde temos a transformada inversa de Laplace,

B/ +ioco
g(B) = — /ﬁ 462(5)e" (93)

2 i
A parte real, R3 = 3’ é arbitraria mas deve respeitar a condicao 3?7 > 0 para garantir
a analiticidade da equacgao 89.
O resultado obtido, representado pelas equacoes 87 e 93, sao fundamentais. Eles estab-
elecem a relagdo entre o ensemble canonico (Z(f3)) e o ensemble microcandnico (g(E)), ou

seja, ambos ensembles carregam a mesma informagao sobre o sistema fisico em estudo.

Exercicio: Calcule a funcao de particdo para o ensemble candnico do gas ideal a partir da
densidade de estados, g(E), desse sistema. Depois, de posse desse resultado, calcule a fungao

de parti¢do (vocé tera de utilizar a teoria de residuos no céalculo).

7.6 Conexao com a termodinadmica

Vamos retomar a conexao com a termodinamica. Essa discussao estda baseada no artigo
R.K.P. Zia, E.F. Redish, S.R. McKay, Making sense of the Legendre transform, Am. J.
Phys. 77, 614 (2009), ja utilizado por ocasido da discussao das transformadas de Legendre
na revisao da termodinamica.

Para isso, vamos considerar o nimero de microestados para um sistema classico continuo
mas com uma casca esférica de espessura unitaria nas unidades de energia caracteristicas do
sistema (ou, se preferirmos, podemos considerar o nimero de microestados na superficie com
E constante, em vez de trabalharmos com a casca de energia entre E' e E+ 0FE). Nesse caso,

temos
Z(p) = / dEQ(E)e PE (94)
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A funcao de particao é a transformada de Laplace do niimero de microestados na energia

E. Podemos novamente encontrar Q(F) realizando a transformada inversa,

Q(E) = /C dEZ(B)e’? (95)

Vamos, utilizar novamente as funcoes definidas por ocasiao da discussao da transformada

de Legendre, por questoes de simetria na forma, isto é,

F = BF(B)
S = S/kg (96)

Temos entao,

FB) = —InZ(p)
S(E) = InQ(E) (97)

e podemos escrever,

S(E) :/dﬁe—f(ﬁ)-i-ﬁE (98)
C

Vamos considerar agora o limite em que N é muito grande. Temos F x N e, portanto,
E também apresenta uma dependéncia da ordem de O(/V). Precisamos calcular a integral
com um integrando muito grande. Existe uma técnica para isso, conhecida por “método
de sela” (saddle point method ou steepest descent). Para uma discussao sobre o método
- parte do estudo de varidveis complexas - ver a secao 7.3 do livro G.B. Arfken e H.J.
Weber, Mathematical Methods for Physicists, 6a. ed., Elsevier-Academic Press, 2005). Nesse

método, procuramos o ponto de sela em (3, o qual ¢ definido igualando a primeira derivada
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de BE — F(p) a zero:

d[SE — F]
—— 3, =0 99
Tl (99)
ou seja,
dF
d—E|ﬂo =E (100)

Aqui Sy é uma funcao de E.
Nesse método, a integral da eq. 94 é aproximada pelo valor do integrando no ponto de

sela, ou seja,

QE) = exp|foE — F ()] (101)

ou,

S(E) + F(Bo) = hoE (102)

onde [y e E estao relacionadas pela equacao 100. Nao ha nada de especial no indice de (3
e a equagao 102 nada mais é que a transformada de Legendre entre os dois sistemas. Ou seja,
as transformadas de Laplace (descri¢ao estatistica do sistema) e a transformada de Legendre
(descrigao termodinamica do sistema) estdo relacionadas entre si no limite termodinamico

ou limite do teorema central.

7.7 Flutuacoes

Por ocasiao do Teste-2 (versao 2010) (Exercicio da lista em 2011) discutimos as flutuagoes
em um sistema fechado composto por dois subsistemas que podiam trocar energia (mas
nao particulas). Essa discussdo pode ser encontrada na se¢do 3.3 da ref. 6. Vimos que a

probabilidade de encontrar um subsistema com a energia mais provavel aproximava-se de
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uma gaussiana cuja flutuagdo por particula (o/N) variava com 1/+/N. Continuando nossa
comparac¢ao entre os ensemble microcanénico e candnico, vamos examinar a probabilidade
de encontrarmos o sistema fisico no ensemble canénico com uma certa energia F. Para isso,

comegamos com a equagao 86:

pe(B) = Zg(B) exp {~5) (103

pe(E) é a densidade de probabilidade de encontrarmos o sistema a uma temperatura
dada (8 = 1/kT) com energia E. A densidade de probabilidade estd associada ao niamero
de microestados no ensemble microcandnico, como ja discutimos anteriormente. Vimos que
ela cresce com a energia F do sistema (pode-se dizer que g(E) o EY para N — o00). Em
contrapartida, o fator de Boltzmann, e ?F, decresce exponencialmente com a energia. Logo,
a fun¢ao p.(F) deve ter um méximo em algum valor da energia (ver figura 4). Esse maximo,

E, corresponde a energia mais provavel. Para encontrar o maximo, temos que calcular,

Op.(E 1 [0g _
a(E):E{aE_ﬁ}eﬁE:O 1oy
ou seja,
1 ( Odg 1
; (aE)EE kT 1)
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Figura 4: Probabilidade de encontra a particula com energia E no ensemble canonico. (ex-
traido da ref. 3)

Mas, escrevendo Q(E) = g(F)AE, temos,

1% @ B 1 JgAE _ (0InQ b
gAE\OE ), E\ 0E ), \OFE ). kT

(B -
OF ) y_p

onde usamos JAE/OE = 0, ou seja, a espessura AE da casca de energia nao depende

—_ Q
N s

(106)

da energia E. Esse resultado tem grande importancia: a energia mais provavel no ensemble
canonico, F, é a energia fixa Ey do ensemble microcanonico. Da mesma forma, o valor mais
provavel, F/, ¢ também o valor médio de todas as energias possiveis do ensemble canoénico,

< FE >. Podemos verificar isso calculando,

B = U= / " dEg(E)E exp {~BE}

10 0

— 5% =5 Z0) (107)

Mas, F'= —kT'InZ e § = 1/kT, e podemos escrever,
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B - v ()

oF
- F_T—
oT
mas,
oOF
(a—T) o
e’

(BY=U=F+TS

2 0 (1
oT \ kT

(108)

(109)

(110)

de onde temos que o valor médio (E) -e idéntico ao valor fixo Ey do ensemble micro-

microcanonico.

canonico. Para isso, observamos que a equagdo 110 é apenas a transformada reversa (de
Legendre) de F(T,V,N) para U(S,V, N), onde no caso microcanénico, U coincide com Ej.
Podemos resumir o nosso resultado: no ensemble candénico a energia mais provdvel E € idén-

tica ao valor médio de todas as energias (E) e corresponde a energia fiza Ey do ensemble

A distribuigdo p.(F) tem um maximo pronunciado em torno desse valor, como discutimos.

desvio padrao o do valor médio (E). A defini¢ao é,

o? = (E?) — (E)?

Embora no ensemble canénico todas as energias sao possiveis, a uma temperatura determi-
nada, a probabilidade do sistema encontrar-se a uma certa energia F decai rapidamente se

essa energia differe do valor E = (E) = U = Ey. Vamos analisar esse resultado calculando o

(111)

Para calcular o2, vamos derivar U (eq. 107) em relagao a (3,
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o 9 (1 [7 BE)
o R (Z/o dEg(E)Ee

_ 9 (1N [T 5, 10 ([T —6E
= 93 (Z)/o dEgE(E)e +Z@6 (/0 dEg(E)Ee >

= @ —— 76E_ —BE _ 2—BFE
7 |, ABg(E)B o ( /O dEg(E)e ) — /0 dEg(E)Ee

1 o0 2 e
= — dEqg(E)Ee PP} — = dEqg(E)Ee*PF
Z(/ o) Ee ) 7 [ ez

= (B)' —(B%) = - ((F") — (B)') (112)
e entao,

oU oU
2 — k72 == — kT2 11
o° = k ( ) N kET=Cy (113)

A flutuacao na energia por particula é,

o Vo? 1 1
— =1 = _\/kT?Cy — — 114
NN TN v ~ (114)
onde utilizamos o fato que Cy, é uma grandeza extensiva, ou seja, Cy — N. Da mesma
forma, por ser £ uma grandeza extensiva, temos,
o 1

@ — Wi (115)

ou seja, a flutuacao relativa da energia bem como a flutuacao da energia por particula
tendem a zero com 1v/N.

Esse resultado é muito interessante. Ele estabelece uma relacao entre uma susceptibilidade
macroscipica (no caso, Cy, a variacdo de energia quando a temperatura muda) e as flutuagoes

microscopicas (as flutuages de energia no equilibrio térmico). Podemos ainda escrever,

o? = (kT) (CyT) (116)
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Nessa forma, podemos relacionar a flutuagao em energia ao produto de duas energias: o
segundo termo, CyT = Ncy'T), é a energia total que é necessaria para levar o sistema do zero
absoluto a temperatura 7', assumindo que o calor especifico por particula, ¢y, ndo dependa
da temperatura. A primeira energia, k7', ¢ uma energia em escala atémica independente de
N. As flutuagoes em energia escalam como uma média geométrica das duas, ou seja, escalam
com v N. A flutuacio total de energia por particula, o /N, é aproximadamente 1/\/N vezes
um valor de energia de ordem de grandeza das energias de uma particula. Em um sistema
real, essas flutuacoes tendem a ser muito pequenas. No entanto, elas podem ser significativas
no caso de simulagoes, quando, por limites computacionais, nao podemos utilizar um grande
nimero de particulas. Nese caso, para medir o calor especifico nao ha necessidade de realizar
pequenas variacoes na temperatura e medir o fluxo de calor. Podemos simplesmente observar
as flutuacoes da energia em equilibrio.

A medida que N aumenta, nos sistemas reais, as flutuacoes em relacdo a energia média
ficam cada vez menos significativas. No limite N — oo, apenas uma energia ocorre no

ensemble canénico. Para o ensemble microcanonico, temos, por definicao,

onde Ej é a energia do ensemble microcanénico. A distribuicao canonica aproxima-se
da funcao-6 para N — oo. Isso explica porque os resultados obtidos nos ensembles micro-
candnico e canonico coincidem para um grande nimero de particulas: os desvios (flutuagoes)
de energia em relacao ao valor médio no ensemble candnico diminuem a medida que aumenta
o numero de particulas. No limite termodindmico, N — 00, esses desvios desaparecem com-
pletamente. Para uma certa temperatura, o sistema sé pode assumir (a menos de pequenos

desvios) wma certa energia, a qual coincide com a energia total do ensemble microcanénico.
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7.8 Observaveis como médias no ensemble

Ja discutimos anteriormente que na teoria de ensembles todos os observaveis podem ser es-

critos como valores médios calculados sobre os ensembles em relacao a uma funcao apropriada,

(@) = v [ 4t b0l 7)) ()

A funcéo densidade do espaco de fase, f(q;, p;) contém toda a informagao sobre o sistema
que pode ser fornecida pela mecanica estatistica. Até aqui, discutimos as fungoes f(q;, p;)
associadas com as grandezas termodinamicas macroscopicas para obtermos informacoes sobre
o sistema. Os dois casos mais significativos foram a entropia, para o ensemble microcandnico,

e a fungao livre de Helmholtz, para o ensemble canonico. No primeiro caso, por exemplo,

escrevemos,
fs(@, i) = —kIn p(Gi, p;) (119)
e entao,
S = {(—klnp) (120)
Da mesma forma,
F={(—kTlhZ) (121)

A partir dessas equagoes, determinamos S(E,V, N) no caso do ensemble microcanonico
ou F(T,V,N) para o ensemble canonico. As equagdes 120 ou 121 ja contém todas as pro-
priedades termodinamicas do sistema. Essas propriedades podem entao ser obtidas direta-
mente de S(E,V,N) (ou F(T,V,N)) por meio das equagoes de estado e ndo precisam ser

calculadas a partir da equacao 118.
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A equacao 118, no entanto, nos permite obter observaveis que nao possuem correspondén-
cia com a termodindmica mas podem ser muito tteis na caracterizacao do sistema. Por

exemplo, a prépria densidade do espaco de fase é um desses observaveis:

N
i=1

o que pode ser facilmente verificado (as fungées delta simplesmente cancelam as integrais
e calculam o integrando nos valors (77, p}). A equacdo 122 representa um mapeamento geral
da densidade do espaco de fase nos nimeros reais. Podemos encontrar, de forma andaloga,
uma distribui¢do no espaco de fase da i-ésima particula (consideradas distinguiveis). Para

isso, calculamos,

pi(7, D) = (K*8(7 — )5 (pi — P)) (123)

Para sistemas de particulas nao-interagentes, p;(7,p) é idéntica a distribui¢do de uma
tnica particula, p(7,p;). Para sistemas interagentes, isso nao é verdade uma vez que a
equacao 123 deve conter informacoes sobre a agao das outras particulas na i-ésima particula.

Seguindo o mesmo raciocinio, podemos escrever a densidade de da i-ésima particula no

espaco de coordenadas,

pilF) = (3(7 — ) (124)

ou a distribuicao da i-€sima particula no espaco de momentos,

pi(p) = (0(p; — P)) (125)

e a densidade total de particulas no espaco de coordenadas é

plr) = <Z (7 - f)> (126)
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e a distribuicao total no espaco de momentos,

o) = <Z 305 —m> (127

Note que as normalizacoes sao diferentes:

/dfpi(ﬁ = /dﬁpi(@ =1 (128)

[ ot = [ i) = v (129)

Pode-se calcular varias grandezas similares. Por exemplo, a distdancia relativa entre duas

particulas (ou momento relativo),

fir(r) = (0 (r — |7 — 7%])) (130)

onde fi,(r) é a densidade de probabilidade de encontrarmos as particulas 7 e k¥ a uma

distancia r. Para os momenta, temos,

fie(p) = (6 (p — |Pi — i) (131)

A distancia média entre as particulas ¢ e k é,

ra) = (72 =7id) = [ rhutryar (132)

0

De forma similar, para os momenta,

(pas) = (|7 — ul) = / " o fa(p)dp (133)

Podemos prosseguir nessa direcao, calculando as distancias relativas de trés particulas, ou

a probabilidade de encontrarmos varias particulas proximas uma das outras. Esses valores
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médios nos permitem encontrarmos diversas ordens de organiza¢do da matéria (particulas),
permitindo caraterizar a condensagdo das particulas (clusters, formagao de gotas, liquidos,
etc...). O calculo dessas fungdes de correlagao de n-particulas (como sdo chamadas generica-
mente essas fungoes) pode ser complicado para o caso dos gases reais e necessita ser calculado
numericamente.

Vamos exemplificar esses célculos para o caso simples do gés ideal. Nesse caso, a densidade

no espaco de fase é,

— — — eXp mpl
P71y ey TN DLy o N'H 7 ; ;N N'le i, i) (134)
onde,
1 e 1] 2rmkT\ */?
Z(T,V,1) = = /drdpexp {—%ﬁg} =V (T) (135)

Temos entao,

., 1 L o
pi(7) = N'h3N/dN AN Dip(FLy o PNy DLy oo DN )O (T — )
1 N
= AN dNEdVp; | | e (s 51)O(F — ) (136)
k=1

As distribui¢oes de uma particula, py (7%, Pk), estdo normalizadas em 1. Logo, todas as

integrais, exceto em (773, p;), resultam em um fator unitario. Temos entao,

1 1 p2 N\ 3
pi(T) w3 | dndbig (%ka) eXp{ QmPZ}CS(n r)

1 h2 3/2 B ﬁ >
VR (27?ka) /dpiexp{—%pi}

1
v

(137)
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A probabilidade de encontrarmos a i-ésima particula é constante no espaco de coor-
denadas, ou seja, é igualmente provavel encontra-la em qualquer lugar do espaco, como

deveriamos esperar. Para a densidade total de particulas,

o) = (D007 ) =S pi) = 3 (138)

que nada mais é do que a densidade de particulas.

7.9 Simulagoes para os Ensembles Microcanonico e Candnico

Durante o curso, fizemos uso de varias simulacoes, principalmente para introduzir os conceitos
da mecanica estatistica. Com o rapido crescimento da capacidade de céalculo e da memoria
disponivel nos computadores de hoje, as simulagoes tém desempenhado um papel de grande
importancia na fisica estatistica. Vamos discutir aqui brevemente algumas das ideias gerais

das simulacoes e como elas podem ser implementadas para os diferentes ensembles.

7.9.1 Simulagoes no Ensemblem Microcandnico

Método da Dindmica Molecular. Esse método foi utilizado nos primeiros exemplos
mostrados de simulagao (ver ref. 2). Basicamente, ele consiste na solu¢do numérica das
equacoes de movimento de Newton. O método pode ser implementado por meio dos seguintes

passos:

1. Escolha aleatoriamente as condicoes iniciais, posicao e velocidde, de cada particula,

consistente com os valores desejados de E,V, N.

2. Resolva numericamente as equagoes de Newton, gerando uma trajetoria no espaco de
dimensao-6 N (para um sistema em trés dimensoes espaciais). Cada ponto da trajetoria
representa um microestado do ensemble microcan6nico, com a condig¢ao adicional que
o momento do centro de massa é fixo.Isso porque muitas vezes o sistema pode ficar um

tempo muito

37



3. A média sobre o espaco de fase das trajetorias representa a média tempora.

Qua a principal dificuldade? As solucoes numéricas consomem muito tempo para um grande
namero de particulas. Na pratica, s6 podemos simular um tempo muito curto (da ordem
de 107%s). Como consequéncia, o sistema pode nao atingir o equilibrio. Para que isso seja
factivel, ou seja, atingir o equilibrio em um intervalo de tempo razoavel, é necessario uma
escolha adequada das condigoes iniciais. Se o sistema consegue atingir o equilibrio, com uma

escolha “adequada” das condicoes iniciais e em um tempo razoavel, o sistema é ergodico.

Método Monte Carlo. Como podemos fazer a simulacao quando as equacoes de Newton
nao sao aplicaveis, como por exemplo, no sélido de Einstein ou no conjunto de magnetos?
Nesses casos, o Método de Monte Carlo é bem adequado. Consideremos o so6lido de Einstein
(conjunto de osciladores com uma frequéncia w e podendo ter diferentes quanta de energia
de oscilagao, ou seja, diferentes miltiplos inteiros de fuw de energia). Os passos delineados a

seguir dao uma ideia de como implementar o método.
1. Escolha aleatoriamente uma distribuicao de quanta nos N osciladores.

2. Gere um novo conjunto de ntimeros quanticos. Para isso, pode escolher dois osciladores
aleatoriamente e variar sua energia em 41 quantum mas mantendo a energia total

constante.

3. Apoés gerar um ntimero suficientemente grande (?) de configuragbes, pode-se obter a

média temporal como a média no espago das diferentes configuracoes.

7.9.2 Simulacgoes no Ensemble Candnico

Consideremos agora o sistema do ponto de vista do ensemble canonico, isto ¢, em contto
com um reservatorio a temperatura 7. Como ponto de partida, poderiamos iniciar gerando
aleatoriamente um microestado com energia E, e dar um peso relativo a esse microestado

por meio da probabilidade e #%s. Teriamos os seguintes passos a executar:
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1. Gerar uma configuracao inicial, sem restricao de energia total, para os IV osciladores.

2. Calcular a energia total desse microestado, E;, e atribuir o peso e % para esse mi-

croestado.

3. Gerar um novo microestado, por exemplo, escolhendo um oscilador aleatoriamente e

alterando sua energia por £1. Calcular a nova energia e o novo peso.

4. Repetir o processo M vezes e calcular a energia média do sistema sobre os M microes-

tados gerados aleatoriamente por meio da equacgao

= Zﬁl Ege PP
PO =
1

S=

(139)

Quais os problemas desse procedimento? Em primeiro lugar, podemos estar gerando um
grande ntimero de microestados com alta energia, os quais tém pouca probabilidade de ocor-
rerem e serao pouco eficientes no calculo da média. Para tornar o procedimento mais eficiente,
pode-se gerar os microestados com probabilidades proporcionais aos seus pesos, isto é, pro-
porcional a e #%s. O método mais simples para esse tipo de amostragem de configuracoes é o
algoritmo de Metropolis. Esse algoritmo baseia-se no fato que a razo entre as probabilidades
que o sistema esteja no microestado j com energia F; e no microestado 7 com energia E;
é p;j/pi = exp{—P(E; — E;)} = exp{—FAE}, onde AE = E; — E;. Essa razao pode ser
interpretada como a probabilidade de transicao edo i — ésimo microestado para o j — éstmo
microestado. Se AE < 0, entao exp {—BAFE} é maior que um e a probabilidade atribuida é

um. O algoritmo de Metrépolis pode ser implementado pelos seguintes passos:

1. Escolha um microestado inicial, escolhendo, por exemplo, as energias iniciais para cada
oscilador do solido de Einstein (ou as posigoes iniciais aleatorias para um sistema de
particulas interagindo por um potencial de Lennard-Jones, por exemplo). Fixe a tem-

peratura 71" do sistema.

2. Faca uma mudanca tentativa de microestado. Para isso, considerando o s6lido de Ein-
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stein, escolha um oscilador aleatoriamente e também aleatoriamente mude sua energia
por +1 quantum (no caso do sistema de particulas, mude a posi¢do de uma particula
por um pequeno valor aelatorio). Calcule a mudanga de energia do sistema, AE. Se
AFE < 0, entao aceite a mudanca de microestado. Se AE > 0, aceite a mudanca com
uma probabilidade w = exp {—FAFE}. Ou seja, gere um ntumero aelatorio r entre 0
el (0 <r <1). Ser < w, aceite o novo microestado, caso contrario mantenha o

microestado anterior.
3. Repita esse procedimento iniimeras vezes.

4. Calcule as médias das grandezas de interesse até que o sistema tenha atingido o equi-

librio.

O programa FEinsteinSolidHeatBath da ref. 2 exemplifica esse método para o sélido de Ein-

stein.
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