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Exercicios Principais

P1.

P2.

Utilize a defini¢do da derivada para encontrar a derivada de f(z) = 222 + €*. Observagdo. Quando
se pede uma derivada sem mencionar o ponto, subentende-se que o exercicio esta pedindo a derivada
como fungao, isto é, f'(x).

Determine o que se pede.

(a) Se uma funcdo f possui derivada f'(x) = 222 — 1, calcule f'(—1), f'(0) e f'(v/3).

(b) Se uma fungao f possui derivada f'(x¢) = bxo — 3sen xg, calcule f'(0) e f'(%).

(c) Calcule f'(—4), f'(0) e f'(1), em que f(x) = —4.

(d) Calcule f'(0) e f'(2), em que f(x) =3z — 1.

(e) Calcule f'(2), em que f(z) = 23

(f) Use o item anterior para encontrar uma equagao para a reta que é tangente ao grafico da fungao
f(z) = 23 no ponto de abscissa 2.

Nas videoaulas, vocé viu o inicio da construgao da tabela de derivadas (veja quadro abaixo).

Funcao Derivada Funcgao Derivada
fl)=c, ceR| fl(x) =0 flx)=2" neR f'(z) = nz"!
f(z) =senzx f'(x) =cosx f(z) =cosx fl(x) = —senx
f(z) =e" fl(x)=¢€" flx)=a", a>0ea#1 f'(x) =(Ina) - a”
1 1
=1 () = — =1 1] f'(z) =
f@)=tr | f) = @) =log, . a>0ca 71| fla) = o
Utilize essa tabela para resolver o préximo exercicio.
P3. Determine o que se pede.
(a) Para f(z) =5, determine f'(z) e f'(7). (b) Para f(z) = x, determine f'(z) e f'(—1).

(c) Para f(x) = 2% determine f'(x) e f'(—=1). (d) Para f(z) = /7, determine f'(z) e f'(9).

(e) Para f(z) = V22, determine f'(z) e f'(2). (f) Para f(z) = %, determine f'(x) e f'(—2).
(g) Para f(z) = \5/%’ determine f'(z) e f'(1). (h) Para f(z) = v/2, determine f'(z) e f'(1).
T

(i) Para f(z) = senz, determine f'(7). () Para f(z) = cosw, determine f'(5).



P4.

(k) Para f(z) = e", determine f'(2). (1) Para f(z) = 3%, determine f'(z) e f'(3).
(m) Para f(z) = Inz, determine f’(5). (n) Para f(x) = log; x, determine f'(z) e f'(2).

3
Sabe-se que a reta y = 10z — 12 é tangente ao grafico da fungao f(z) = l +222 4142 +d. Determine

3
d.

Exercicios Complementares

C1.

C2.

Sejam f uma fungao quadratica e r a reta tangente ao grafico de f no ponto (6,6). Sabendo que f
e 1 intersectam o eixo y nos pontos (0, 18) e (0, —18), respectivamente, determine f(—1).

Na Unidade 1, aprendemos o que ¢é limite. Vimos que a maior parte dos limites é facil de calcular
(quando a fungdo é continua no ponto no qual o limite é calculado, basta substituir), mas alguns
exigem técnicas de manipulagao algébrica (mudanga de variavel, multiplicagao pelo conjugado, colo-
cagao da maior poténcia em evidéncia, limites fundamentais, propriedades e teoremas sobre limites,
etc.) que nem sempre sdo triviais. Na semana passada, vimos a definicao de derivada, que estara
presente em todas as disciplinas de Calculo, na maior parte das disciplinas de Fisica e em algumas
outras. Como vimos, para calcular a derivada de uma funcao f em x( precisamos resolver um dos

dois limites
f(x) — f(xo) ~ lim f(zo +h) —f(xo).

T—T0 xr — X h—0 h

Invariavelmente, os limites dessa forma nao podem ser calculados sé substituindo (notem que o
denominador sempre se anula). Em outras palavras, para calcular uma derivada, devemos resolver
um limite que nao é do tipo facil. O objetivo dos estudos dessa semana e parte da proxima é tornar o
processo de calcular derivada rapido e pratico, sem precisar resolver limites complicados. Vamos 14!
Observemos que a derivada depende de uma fungao f e um ponto xy. Assim, uma mesma fungao tem
derivadas em vérios pontos: f'(1), f'(—2), f'(7), etc.. Cada uma dessas derivadas requer o calculo
de um limite. A primeira estratégia é: ao invés de calcular a derivada de f em um ponto especifico
(por exemplo, xg = 2), calculamos de forma genérica, obtendo assim o valor de f'(z() para qualquer
o que queiramos. Resolvemos um unico limite e com isso temos a resposta da derivada de f em
todos os pontos. Como exemplo, consideremos f(z) = x?. Aplicando a definigao de f'(xy) com x
genérico, obtemos

_ 2 _ 2 B
f'(zo) = lim f@) = flzo) _ lim =20 _ Jim (z = 2o)(x +20) _ lim (z + z0) = 2o + 29 = 2.
T—x0 r — X T—x0 T — X T—x0 r — X T—x0

Com isso, ganhamos a derivada de f(x) = 2% em qualquer ponto: por exemplo, f/(50) = 2-50 = 100.
Essa expressao obtida, f'(z9) = 2z, quando renomeamos xy para z, fica f'(xr) = 2z e é chamada
de func¢ao derivada de f. Ela guarda dentro dela o resultado da derivada de f em cada ponto .
Repetindo esse processo para outras fungoes, podemos tabelar esses resultados para usar futuramente.
A ideia de tabelar uma funcao derivada f’ para cada funcao f existente parece promissora, mas tem
um problema: existem infinitas fungoes e precisamos tabelar uma infinidade de derivadas. Para
contornar esse problema, o que faremos é desenvolver uma tabela de funcoes basicas e, futuramente,
descobrir métodos para encontrar novas derivadas a partir das derivadas ja conhecidas. Esses métodos
sao chamados de regras de derivacao e serao vistos a partir da proxima lista de exercicios. Nessa



lista de exercicios vamos desenvolver a seguinte tabela de derivadas:

Fungio Derivada Fungio Derivada
f@)=c, ceR | filz) =0 f@) =", neR F/(x) = nan1
f@) —senz | f(x) = cosz (@) = cosa F(2) = —senz
Fla) = e Fz) = et f@)=a®, a>0ca#l | f(z)=(na)-a*
f@) =z | fix) = i f@)=log, 7, a>0ea#1]| fix) = (mi) -

Esse exercicio e os proximos vao guiar vocé na construcao dessa tabela.

Seja ¢ um nimero real fixado e considere a fungao constante f(x) = ¢. Aplique a defini¢ao de limite
e verifique que f'(x) = 0.

C3. Seja n um ntmero real fixado e considere a fungao f(z) = z™. A tabela nos diz que f'(z) = nz"" !

Nesse exercicio vamos deduzir esta férmula apenas no caso em que n é um numero natural positivo.
Se vocé tiver curiosidade, pesquise ou pergunte a dedugdo nos outros casos (ou tente por conta
préprial).

(a) Verifique que os produtos abaixo sao verdadeiros:

e 1-(x—u1z9) =1 —

(x4 o) - (x — x0) = 2 — 3;

(22 + zxg + 23) - (x — 20) = 2 — ;

o (23 + %o + w2l +x3) - (v — 10) = 2t — 2

o (z" '+ " g+ + xxg_2 + xg_l) (x—xp) = 2™ — af.
(b) Verifique que na expressio 2"~ ! + 2" 2xy + - - - + 2l ? + 2§ ! hd n parcelas na soma.
(c) Considere f(z) = 2™ e, usando o item (a), mostre que

f(@) — f(xo)

=" " Ry e a2l
r — T

sempre que x for diferente de x;.
(d) Mostre que f’'(z) = na™ 1.
C4. Neste exercicio vamos mostrar que se f(z) = senz, entao f'(x) = cosz.
(a) Mostre que
fle+h)— flz) _ 2cos(z + 2) sen()
h h '
Sugestao. Utilize que sen(a + b) — sen(a — b) = 2 cos a sen b.

(b) Mostre que f'(x) = cosz.

C5. Neste exercicio vamos mostrar que se f(x) = cosz, entao f'(z) = —senuz.

(a) Mostre que
flath) - f(z) _ _ 2sen(z + B)sen(Z)
h h .
Sugestao. Utilize que cos(a + b) — cos(a — b) = —2sen asen b.

(b) Mostre que f'(x) = —senx.




C6. Considere a funcao exponencial f(x) = a”, em que a >0 e a # 1.

(a) Mostre que

fla+ h})b —flz) _ (ahh— 1) .

(b) Mostre que f'(x) = (Ina)a®.

(c) O que acontece com a derivada quando a = e, isto é, quando a funcéo é f(z) =e* ?
C7. Considere a fungao logaritmica f(z) = log, x, em que a > 0 e a # 1.

(a) Mostre que

Loy
im = :
y—yo a¥ — a¥  (Ina)a¥

f(x)—f(xo)_ Y— Y

T — Xg a¥ — a¥%o

(b) Mostre que para x,xy > 0 temos , em que y = log, z e yo = log, xo.

1

(Ina)x

(c) Mostre que f'(x) =

(d) O que acontece com a derivada quando a = e, isto é, quando a fungao é f(z) =Inxz ?
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P2.
(@) f(-1)=2-(-1)?—1=1,f(0)=2-02—1=—le f(V3) =2 (V3)?—1=5.
(b) f(0)=0e f(%) =% -3,
(c) f/(—4) =0, f(0) =0e f/(1) =0.
(d) f(0)=3e f'(2) =3.
(e) f'(2) =12.
(f) y =122 —16
P3.
(a) f'(x)=0¢c f/(7)= (b) fl(x)=1le f'(-1)=1
(©) F(r)=62"e f(—1) = 6 (@) f(x) = # e 9=
! _ie/ :2 /l‘:—ie I — :_i
(@) fl@)=go=ef =05 () flo)=——ef(-2) =1
®) £2) == o 1) =, () ) =0c ['(2) =0.
@) f(%)=0. G) (%) =-1
k) f(2) = e 1) f(z)=(In3)3" e f/(}) = (In3)32 = v/3In3
/ _ 1 ! _ 1 / _ 1
(m) f(5) = ;. @) £@) =Gz ¢ 7@ = 753
28
P4. d = -3
Exercicios Complementares
Cl. f(—1)=27
y . flx+h)— f(x) c—c ) )
O ST T T T T




C3.

C4.

Cs.

Cé6.

CT.

f(x) — f(xo) _ "t —xy (2"t 4 2" 2w+ - Faa P o) - (2 — 20)

r — X9 r — X r — 29

2" 2" Py 4 g

J(z) — f(xo . _ _ _ _

() ( ):llm(l’n 1+:L,n 2[E0++5E$82+5L‘8 1)2
T—x0 r — X T—x0

n—1 n—2 n—2 n—1 _ _n—1 n—1 n—1 n—1 __ n—1

Ty  F+xy “ToA -+ BT T+ T = T +xy Aot Ty Ty S =nzg

VvV

n parcelas

Renomeando x( para z, obtemos f'(z) = na™ 1.

fx+h)— f(x) _ sen(z + h) —senx

. Na diferenca de senos no numerador, ao

(a) Observe que

fazera+b=x+hea—b=x, obtemosa ==z —|—% eb= % e, usando a férmula para a diferenca
de senos, obtemos

flx+h)— f(x) _ sen(z + h) —senx _ 2cos(x + &) sen(%)

h h - h
h h h
(b) f(x) = lim f(x+h]i—f(x) _ }lg%%os(x +h2)sen(2) _ <f1lji%2cos($+%)> (;lfi% Senh(z)> _

(a) Como no exercicio anterior, ao fazer a +b =z + h e a — b = x, obtemos a = x + % eb= % e,
usando a féormula para a diferenca de cossenos, obtemos
f(x+h)— f(z) cos(x+h)—cosz  2sen(z + b)sen(%)
h B h B h ‘
. flz+h)—f(x) . 2sen(x+ 2)sen(%) _ . sen(?)
1) — _ _ 2 2) _ _ h 2) | _
e L . (fmg —2sente ) iy =

(—2senz)- 1 = —senx.

fe+h) —fl@) @t @@ -1  f(a -1\
() h h h _< h )“
(b) f/<£L') _ }llir[l) f(x+h})L_ f($) _ ]111{)% (a h_l a® = (lna)a“



(a)

(d)

Fazendo a mudanca z = y — 1y, obtemos,

. Y= z . 1 (o —1\""
lim —— =lim ——— =lim ——— = lim —
y—yo a¥ — a¥o 20 ¥tz —q¥ 250 a¥(a® — 1) 20 a¥o z
*) 1 _1 1
=—(lna)” = ——
(Ina) (Ina)avo’

—

aYyo

onde em (%) utilizamos o fato de que a fungao h(z) = % é continua no ponto x = Ina (pois
0 < a# 1 e, portanto, Ina # 0).

f(x) — f(xo) _ log,x —log, o ¥ — o

T — T T — T a¥ —a¥o’

Observagao. Note que denotando y = log, x e yy = log, =, entao segue da defini¢ao de logaritmo
que x = a¥ e g = a*°.

Observe que

f'(zg) = lim M — lim log,  — log, Zo.

T—x0 T — xo T—rx0 T — :CO

Fazendo a mudanga de varidavel y = log, x e provisoriamente chamando log, zy de yy, 0 novo
limite na variavel y fica

I A y—yo a¥ —a¥0  (lna)avo’

onde, em (%), usamos que a fungao log, x é continua para z > 0 e, portanto, y = log, x tende
a yo = log, o quando = tende a zq (isto é, y — yp). J4 vimos no item anterior que a¥* = x.

Voltando para a letra original g, a resposta fica f'(zq) = W Por fim, trocando o nome
na)xg
1
da letra da funcdo de xy para x, chegamos a f'(z) = )
(Ina)x
1 1
Como Ine = 1, entao a derivada de f(z) =Ilnz é f'(z) = =—.
(lne)r



