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Exercicios Principais

P1. Nas videoaulas, vocé viu mais uma regra de derivagao: a regra da cadeia. Cada linha da tabela
abaixo é uma escrita da regra da cadeia, em diferentes notagoes.

Regra da cadeia

Se h(x) = (fog)(x), entdo W'(x) = ("o g)(x)g'(x)
Se h(z) = f(g(x)), entao I'(z) = f'(g(x))d (x)

(uow) = (v ov)

du du dx
dt d:z: dt

Utilize essa em conjunto com as tabelas das listas de exercicios 2.5 e 2.6 na resolucao dos exercicios.
Nos itens abaixo, identifique fungdes f e g de modo que h(x) = f(g(z)).

Nota: cada item dessa questao pode ter mais de uma solugcao correta.

(a) h(z) = 1+ 4. (b) h(z) = (223 + 5)%

(c) h(z) = tg(mx). (d) h(z) = sen(cotgx).

(e) h(x)=+/senuz. (f) h(x) =sen/x.

P2. Determine a derivada das fungoes abaixo.

(a) f(x)=sen(10z + 3). (b) f(z) = er+o1

(¢) f(z)=In(cosz). ) f(z)= (22 — tga)®.

() flz)=vi+a () f(z)= cos(a?)

(g) f()=coste () fla) =TT o

(
(k) g(x) = e In(3+ /7). () f(z)=In(z + cosx).
(m) y = cos(sen ). (n) y = In(cossecx + cotgx).
(0) y = sen[(2t +5) /. () flx) = <

sent x



P3.

P4.

P5.

P6.

P7.

P8.

Sejam f e g fungoes e suponha que f(—2) =8, f'(=2) =4, f'(5) =3, g(5) = =2 e ¢'(5) = 6. Se
h(z) = f(g(z)), determine A'(5).

A composicao de fungoes tem uma interpretacao mais natural em contextos aplicados. Por exemplo,
imagine um objeto de massa 4 kg movendo-se sobre uma linha reta com velocidade em func¢ao do
tempo dada por v(t) = t* — 1. Sabemos que a energia cinética deste objeto, em termos da velocidade,
é dada por K(v) = %mv2 = 202, Uma pergunta natural aqui seria determinar a energia cinética em
fungao do tempo. Isso é facil de fazer, basta substituir o valor de v, isto é, K(t) = 2(t* — 1)2. Apesar
de nao parecer, fizemos uma composicao de fungoes aqui. Traduzindo para o contexto matemaético,
pensemos que as duas fungoes envolvidas (escritas na varidvel x) sao v(z) = 22 — 1 e K(z) = 222
A composigao de K com v tem como resultado (K ov)(x) = K(v(z)) = 2(2* — 1)? que é o mesmo
resultado obtido acima, apenas com o nome da variavel diferente. Essa interpretagao é util para
analisarmos a regra da cadeia sob um outro ponto de vista. Nesse exemplo, dK/dv = 4v e dv/dt = 2t.
Curiosamente, a derivada da composicao K o v pode ser vista como

dK  dK dv
— = —— =4v -2t = 8tv.
dt ~ dvdt !
Vocé pode dizer prontamente que isso nao dé a mesma coisa que usar a regra da cadeia. Lembremos

que v, na verdade, tem uma escrita em termos de ¢. Substituindo, obtemos dK/dt = 8tv = 8t(t* —1),

du  dudx
que ¢ a resposta dada pela regra da cadeia. Em resumo, a regra da cadeia escrita da forma U ddt
x
u
(dltima linha da tabela no inicio da lista) estd correta, entendendo que o termo — serd escrito em

dx
termos de t apds substituir x.

Em cada item, determine o que se pede.

(a) Dados 7 = I - a, onde I é constante em t e a(t) = 2t3, determine d7/dt.

Gm1m2
r2

(b) Dados F' = , onde G, my, mg s@o constantes em ¢ e r(t) = V/3t> + 1, determine dF'/dt.

(c) Dados K = 1Iw?, onde I é constante em ¢ e w(f) = 27 f, determine dK/df.

Sugestao. Faca a questdo acima por trés métodos diferentes: (1) escrevendo as fungoes com o mesmo
nome de variavel e aplicando a regra da cadeia padrao; (2) Substituindo a segunda fungao dentro

da primeira e ja trabalhando com a primeira fungao na varidvel sobre a qual queremos derivar e (3)
du  dudx

do a férmula — = — —
usanao a rormula dt d,jC dt’

valor em termos de t.

obtendo uma escrita hibrida com x e t e depois substituir x pelo seu

A posic¢ao de uma particula sobre uma corda vibrante é dada pela equagao s(t) = 10—1—% sen(107t), em
que s(t) é medido em centimetros e ¢ em segundos. Determine a fungao velocidade da particula.

Uma equagao em que a incognita é uma funcao é chamada de equag¢do funcional. Quando hé derivadas
nessa equacao, chamamos de equacdo diferencial. Assim como para equacoes tradicionais, uma funcao
¢ uma solucao da equagao se, ao ser substituida no lugar da incoégnita torna a igualdade verdadeira
(igualdade do ponto de vista de fungoes, valida para todo valor de z). Mostre que y = 2% — 1 é uma
solucao da equacao 3zy’ — 6y = 6.

Sejam a,b, ¢ € R tais que f(z) = (az + b)e™ t4H1 ¢ f/(z) = (1622 + 56 + ¢)e* +42+1 Determine

a, bec.

b
Sejam f(x) = ﬁ+_2 e g(x) = asen(bx)+bre *+61In(x+1). Determine a,b € R tais que f'(1) = —11
T x
e ¢'(0) = 25.



Exercicios Complementares

Cl. Seja f: R — [0,400) uma fungao tal que f(2) =16 e f’(2) = 8. Determine ¢'(2), em que

C2. Sejam f a funcao cujo gréafico esta abaixo.

C3.

C4.
Cs.

Determine ¢'(—2), em que g(z) = (2 + f(x))°.
Determine a derivada das fungoes abaixo.
5 ) . (5w — 8)72
() flx)= V¥ + 10", (d) flz)= ¢ i;;
() y=Vat+4eve. (f) f(m)—e%ln(xsenx—i—xszl).
a2 t62sent
(8) y=e*=r ) £ = G

(i) g(x) = (72® 4+ 62)"(3z — 1)~
Se h(z) = \/4+3f(x), f(1) =Te f'(1) =4, determine A'(1).

Muitas tabelas de derivadas nao vém com a regra da cadeia de forma explicita, ela aparece em-
butida nas férmulas das derivadas elementares. Por exemplo, é muito comum vocé encontrar
(senwu) = u cosu no lugar de (senz)’ = cosz. Nesse exercicio vamos aprender esse outro tipo
de formulacao.

(a) Sejam f(z) = senz e g(z) = u (pense aqui que u é uma fungdo de x em que omitimos o
parénteses com x) e considere h(x) = f(g(x)). Escreva quem é h(z) explicitamente.




Cé6

c7

Cs.

C9.

C10.

C11.

(b) Nas mesmas condigbes do exercicio acima, determine 2/(z), deixando a resposta em termos de
u.

(c) Juntando os itens (a) e (b) vocé descobriu que (senu)’ = ' cosu. Essa férmula pode ser lida
como “a derivada do seno de alguma coisa é a derivada da coisa vezes o cosseno da coisa’.
Sem passar pela formulacao da regra da cadeia original, utilize essa férmula para determinar a
derivada de f(z) = sen(z? —x + 1).

o A
~— ~— ~— ~—

Como vocé pode reobter a férmula (senz)’ = cosx a partir de (senw) = u’ cosu ?

Utilize um raciocinio andlogo com f(x) = z™ e g(z) = u e descubra que (u") = nu/u™ .

[

Usando a resposta do item anterior, calcule a derivada de f(z) = (22% — 22 + 2)7.

Repita a ideia para as derivadas elementares que vocé conhece e construa sua nova tabela de
derivadas ja com a regra da cadeia embutida. Apods concluir o resultado, perceba que todas
elas sao construidas da mesma forma: substitui-se na formula original x por u e multiplica-se a
derivada por v’

—~
R

. J& vimos que a funcao |z| nao é diferencidvel em x = 0, mas que a derivada existe em todos os outros
pontos (igual a —1 se x é negativo e 1 se x é positivo). Nesse exercicio vamos usar um artificio para
trabalhar com a derivada de func¢oes com médulo sem ter que separar em partes.

a) Verifique que |z| = V22 para todo z € R.
que q p

(b) Pelo item (a), a fungao h(x) = |z| é a composi¢ao das fungoes f(z) = /x e g(x) = z*. Use
isso e a regra da cadeia para encontrar h'(x). Verifique que sua resposta esta de acordo com o
esperado.

(c) Utilize a férmula descoberta no item anterior e a regra da cadeia para calcular a derivada de
f(z) = |3z — 1]e”.

. A equagao geral da posicdo de um objeto em movimento harmoénico simples é dada por s(t) =
Acos(wt + ¢), em que A, w e ¢ s@o constantes. Determine v(t).

Muitas vezes quando vamos modelar um problema fisico, uma equacao diferencial é obtida. Por
exemplo, ao aplicar as leis da Fisica ao problema de um objeto em queda livre em que supoe-se que
a resisténcia do ar é proporcional a velocidade, a equacgao diferencial obtida para a velocidade do
objeto é mv'(t) + kv(t) — mg = 0, em que m é a massa do objeto, g é a aceleragao da gravidade e k
¢ a constante de proporcionalidade associada a resisténcia do ar. Mostre que v(t) = %4(1 — em) é

uma solucao para a equagcao.
A regra da cadeia diz que (uov) = (v ov)v'.
(a) Aplique a férmula acima duas vezes em sequéncia e encontre uma regra para a derivada da

composicao u o v o w de trés funcoes.

(b) Estenda seu raciocinio para encontrar uma férmula para a derivada da composigao fio fyo---of,
de n fungoes.

(c) Utilize a férmula descoberta para calcular a derivada de f(x) = sen(1+ cos(1+tg(1+z+z?))).
Utilize a regra da cadeia para provar as afirmagoes abaixo.

(a) A derivada de uma fungao par é uma fungao impar.
(b) A derivada de uma func¢ao impar é uma fungao par.
Nenhuma das regras de derivacao que vimos até agora é capaz de, diretamente, resolver a derivada

de uma fungao elevada a outra fungao, por exemplo f(x) = z°"*. Use que u’ = e para mostrar
que

vinu

u

/
(u’) =u’ (M + ' In u) :

4



C12. Use a féormula do exercicio anterior para determinar a derivada das funcoes abaixo.
(a) g(z) = (3+tgx)". (b) y = (Inx)”.
(c) f(z)=2a"+a™. (d) f(z) = (5+ cos(5z))"".
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Exercicios Principais

P1. A escolha de f e g aqui nao é tnica, mas essa que esta no gabarito é a mais 1til para usar no calculo
da derivada de h pois as derivadas de f e g podem ser calculadas por métodos ja conhecidos.

(@) f(z)=Vreg(r)=1+4z. (b) f(x)=a"eg(x)=22°+5.
(¢) f(z)=tgzeg(x)=mx. (d) f(x)=senx e g(x)= cotguz.

(e) f(x)=+/reg(x)=senuz. (f) f(x) =senz e g(x) =+/z.

P2. Uma mesma expressao matematica pode ser escrita de diversas formas. As respostas indicadas aqui
apresentam uma ou mais escritas possiveis.

(@) f'(z) = 10cos(10x + 3).
(b) f'(z) = 2z + 1)er" =1,
(c) f'(z) = —tgu.
(d) f'(z) = 32(62% — sec® z) (223 — tgx)®.
(e) f'(x) = N
(f) f'(z) = —32*sen(z?)
(g) f'(r) = —3cos®*zsenw.

/ o 1 181‘2 -+ 12
AN R T

1

—~~
o
N
k”
~
—~
8
~—

WItaV1+Vitz

oy (42t 22) (2% — 3)7 — 122(2? — 3)Y/3
W) ¢'e) = (622 + 3)2 '

1.3

(k) ¢'(z) = 322" In(3 + Vz) + ENGEENE

1—senx
) fila)=———"
m) f) T+ cosx
(m) v = —sen(senz) cos .
(n) ¢ = — cossecz.
4
(0) ¥/ = —5(215 + 5)75/3 cos[(2t + 5)7/3].



2 2 2
, __sen T + 4 cos m__l+3cosx
(p) fix) = sen’ x a senz
P3. 1/(5) = 24.
P4.
(a) dr/dt = 61t (b) dF/dt = —%. (c) dK/df = 4xIf.

5)
P5. v(t) =¢'(t) = gcos(l()wt).
P6. Notemos que y = 4z. Assim, 3zy’ — 6y = 3x(4x) — 6(22% — 1) = 1222 — 1222 4+ 6 = 6.
P7. a=2,b=06¢c=26.

P8. a=3eb=4.

Exercicios Complementares

Cl. ¢(2) = 33.
C2. ¢'(—2) = —10.

C3. Uma mesma expressao matematica pode ser escrita de diversas formas. As respostas indicadas aqui
apresentam uma ou mais escritas possiveis.

—922 + 182

(a) H'(z) = (—922 +182)(2* — 322 + 1)1 = R

_ 6x(2® +3)*  10(2* +3)°

b) F’ = .
(©) £(2) = = = 2n10)e10°"
x
1
d) 7/ — ‘
( ) f(l’) ($—2)3/4($+2)5/4
1 i
e) Y = ——— (42 + )
O = en ( NG
(z° + St + e *
e T senx + r cosxr — ( 5+1>2
(f) f’(x) = 26233 In ((IJ senxr + 5 n 1> + 6255 e_ﬁ
x
rsenzx —+
(25 +1)
(g) ¥ = 2tgzsec? ret®’ T
(h) p) = (2ot ) gt

(i) ¢'(z) = 7(14x + 6) (722 + 62)5(3z — 1)* + 12(72* + 62)"(3z — 1)® =
(T2 + 62)%(3z — 1)3(37822 + 100x — 42).

Ca. W(1) = g

Cs.



(a) h(z) =senu.

(b) A/(z) = u cosu.

(¢) Com u = z* —x + 1, a fungao f se torna f(z) = senw e sua derivada fica f'(z) = v/ cosu =
(22 — 1) cos(z? — x + 1).

(d) Basta usar u = x. Nesse caso, v’ = 1 e a férmula volta a ser a que tinhamos inicialmente. Em
outras palavras, a férmula (senu)’ = v’ cosu abrange tanto a versao original quanto todas as
outras que podem ser construidas a partir da composicao do seno com outra funcao.

(e) h(z) = f(g(z)) =u" e W(z) =nu"" v = nu'u"'.

(f) Com u = 223 — 2? + 2, a fungao f se torna f(x) = u™ e sua derivada fica f'(z) = nu'u
700(62% — 2z)(22% — 2% + 2)5%.

(g) Seja u uma funcao de x, ¢, n e a nimeros reais com a > 0 e a # 1.

n—1 _

Funcao Derivada Funcao Derivada
f(x)=c f'(x) =0 f(z) =u" f'(x) =
f(z) =senu | f'(x) =u cosu f(x) = cosu f'(x) = —u'senu
flx) =tgu | f'(x) =u'sec’u f(x) =cotgu | f'(x) = —u' cossec’ u
f(z) =secu | f'(x) =u'secutgu f(z) = cossecu | f'(x) = —u' cossecu cotgu
fa) = | fa) = e f@) =t | P@) = (oo
f@)=tmu | fla)== fle) =log,u | f'@) = “a)u
Cé.
(a)
() = 2
() (o) = .
;o 338w —1)e” . (927 + 3z — 2)e”
C7. v(t) = ' (t) = —Awsen(wt + ¢).
C8. Observemos que v'(t) = %%e‘g = ge~m. Assim,
mv'(t) + kv(t) — mg = mge_% + k@(l — 6_%) mg = mge m "+ mg — mge —m mg = 0.

C9.

(a) (uovow) = (v ovow)(w ow)w.

(b) (f f2O ofny: (f{onOofn)<féoOfn)(féflofn)f;z

(c) f'(z) = —(1+2z)cos(1+ cos(l + tg(l +x+ 2?)))sen(l + tg(1l + x + 22)) sec*(1 + x + z?).
C1o.

(a) Seja f uma funcao par, isto é, f(x) = f(—z). Derivando os dois lados da igualdade, obtemos
f'(x) = —f'(—x), ou seja, f’ é impar.



(b) Seja f uma funcdo fmpar, isto é, f(r) = —f(—=z). Derivando os dois lados da igualdade,
obtemos f'(x) = —(—=1)f'(—z) = f'(—x), ou seja, f’ é par.

C11.

C12.

(a) o) = (3 + tga) [ln<3 rtga)+ L } |

3+tgw

(b) ¥ = (Inz)* Liﬂn(lm;)}

nx
(c) fl(x)=ma™ ' + 2™ {xm(lnx +1n*z) + %} :

(@) f'(x) = (5+ cos(5z))" l% In(5 + cos(5z)) — o Sen(m)]

5+ cos(bz) |



