Tutoria UFSCience

www.tutoria. ufsc.br Funcoes

(©) 2024 Prof. Raphael da Hora

Uma funcao é uma regra que associa cada elemento de um dado conjunto, chamado dominio da fungao,

a exatamente um elemento de um outro conjunto, chamado de contradominio da fungao.

Vamos chamar os elementos do dominio da fungao de entradas e os respectivos elementos do contradominio,
associados pela fungao, de saidas.
Veja que as saidas sao apenas alguns elementos do contradominio, que pode ter outros elementos além das

saidas da funcao. O subconjunto formado pelas saidas da fungao é chamado de imagem da funcao.

Figura 1: Exemplo de uma fungao

Note que para cada entrada (elemento do dominio), a regra de uma funcao determina exatamente uma saida
(elemento do contradominio). No entanto, entradas diferentes podem produzir a mesma saida.

Frequentemente, ha situagdes em que uma variavel estd de alguma forma ligada ao valor de outra variavel.
Por exemplo, o nivel de educacao de um individuo esta ligado a renda anual. O tamanho do motor de um
veiculo estéd ligado ao consumo de combustivel. Quando o valor de uma variavel esta relacionado ao valor de

uma segunda variavel, temos uma relacdo. Uma relagao é uma correspondéncia entre dois conjuntos. Se x e y



sao dois elementos desses conjuntos e se existe uma relagao entre x e y, entao dizemos que x corresponde a y

ou que y depende de z, e escrevemos y = f(x).

Uma fungao também pode ser vista como uma méquina em que cada entrada é associada a apenas uma

saida, ou seja, entradas diferentes podem ter a mesma saida, mas cada entrada tem apenas uma saida.

Por exemplo, um forno micro-ondas pode ser visto como uma fungao que transforma um saco de milho cru
em pipoca. A associacdo de uma pessoa com a sua mae também é uma funcdo, pois cada pessoa possui uma
Gnica mae. Ja a associagao com avd nao é uma fungao, pois hé a avé materna e a avd paterna, ou seja, a

associacao nao é unica.
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Figura 2: Exemplo de uma fungao vista como uma maquina.
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Para nos ajudar a entender o que é uma funcao, usamos diagramas de maquinas e de setas. Podemos

descrever uma fungao especifica das seguintes quatro maneiras:
e verbalmente (por uma descri¢gdo em palavras);
e algebricamente (por uma foérmula explicita);
e visualmente (por um grafico);
e numericamente (por uma tabela de valores).

Uma fungao nao sé pode ser expressa através de uma das maneiras descritas acima. Também podemos expressar
uma fungao através de pares ordenados (z, f(z)) em que x é uma entrada e f(x) é a saida correspondente. Desta
forma, uma fungéo pode ser vista como um conjunto de pares ordenados (z, y) tais que para cada x existe apenas
um y de modo que o par (z,y) esteja neste conjunto. Esse conjunto de pares ordenados também é chamado de

grafico da fung@o. Veremos mais sobre isso em outro material.



1.1 Exercicios

Exercicio 1: Veja os exemplos resolvidos abaixo e depois calcule os valores correspondentes das entradas nas

tabelas e também escreva os pares ordenados correspondentes.

a) f é a fungao que multiplica o nimero por 3 e depois subtrai 5.

T f(z) T f(z)
1 f(-1)=-1-3-5=-3-5=—8 1 -8
0 0)=0-3-5=0-5=—5 0 5
1) Resposta:
1 F1)=1-3-5=3-5=—2 1 9
5 f(3)=3-3-5=9_5=4 5 4
X x x x X
S+5 f(§+5)_(§+5)-3—5_§-3+5-3—5_x+10 245 |a+10

Os pares ordenados correspondentes sao: (—1,—8), (0, —5), (1, —2), (3,4), (% +5,x+ 10) .
b) f(z) =2*> — V&

0 f(0)=02-v0=0-0=0 0 0
1/4 f(i) B <411 B 4_11: %6_%_ % B 1_67 Resposta: 1/4 | —7/16
1 f)=12-y/1=1-1=0 1 0
2 @) =2-Va=4-2 2 [4-V2
ot | f (o) = (x4)2_\/x_:x42_(x4)1/2:x8_$2 zt | 28 — 22

7
4’ 16

) ,(1,0),(2,4 = V?2), (z*,2® — 2?).

Os pares ordenados correspondentes sdo: (0,0), <
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a) f é a funcdo que calcula o quadrado do nimero.

x f(=)

Pares ordenados: ( , ),( , ),( , ), , )( , ).




Pares ordenados: ( ,  ),( , ), ( , ),( , ) ) )-

2 —3

c) f é a fungdo que calcula a raiz quadrada do nimero e depois multiplica por 3.

@ f(z)
0
1
Pares ordenados: ( , ),( , ),( , ), , )( )-
9/4
3
3T
1+
d = :
) f@) =15
@ /()
-1
0
Pares ordenados: (, ),( , ), , )(C , ) ) )-
1/2
1
22 +1
. s . - r+3 : §
Exercicio 2: Considere a fun¢io g(x) = 5~ 1. Determine o namero a tal que g(a) = 5.

Exercicio 3: Considere a fungao g(x) = % Determine o namero a tal que g(a) = 4.

Exercicio 4: O conjunto de pares ordenados (z,y) que sdo solugoes da equacio z? +y = 1 é uma fungiao?
A pergunta aqui é se a relagao y = f(z) em que 22 +y = 1 é uma funcdo.

Exercicio 5: O conjunto de pares ordenados (z,y) que sdo solugoes da equacio x + y? = 1 é uma fungao?
A pergunta aqui é se a relagao y = f(z) em que x + y? = 1 ¢ uma funcdo.

Exercicio 6: A altura de um avido é uma func¢ao do tempo?

Exercicio 7: Considerando o conjunto de todas as pessoas que possuem pelo menos uma irma, a relagao
que associa cada uma destas pessoas a uma de suas irmas é uma fungao?

Exercicio 8: De acordo com a APROSOJA, o custo de produgao da soja por hectare para safra 2023,/2024

no Mato Grosso do Sul deve permanecer na média do estado, em R$6.170,61 por hectare. Qual o custo de

producao de soja numa area de = hectares?



Exercicio 9: Uma fabrica de pecas automotivas tem um custo de operacao fixo de R$8041,00 por més e
gasta R$37,00 para produzir cada peca. Esta fabrica vende cada pega por R$80,00. Encontre a func¢ao lucro, L,
que associa a cada numero natural n o lucro obtido pela fabrica quando ela produz e vende n pegas. Observe
que o lucro pode ser negativo, indicando que a fabrica est4 em prejuizo. Determine qual é o nimero minimo de
pecas que a fabrica deve produzir (e vender) em um més para lucrar pelo menos R$15595,00.

Exercicio 10: Encontre a expressao algébrica da funcao f que satisfaz a equacéao

2f(2) + f(1 - x) =2

Dica: Troque = por 1 — x na equagao acima para obter uma nova equagao e depois resolva um sistema linear

com duas equagdes e com variaveis f(z) e f(1 — x).

1.2 Respostas dos exercicios

Exercicio 1:

-1 1 0 0
0 0 11 1 3
) (10,00 (51) - 0D.0FD.
1/2 | 1/4 9/4 | 9/2

V| ox 3z | 3V3x

-1 -1 -1 0
_ 0 1
b) 0 3 d)
1/2 —5/2 1/2 6/5
1 -1 1 1
2 2 +1 2—’_7%2
20 — 3 | 8x° — 122 + 15 2+ 222 1 44
2.9 3. -3 4. Sim, y = f(z) =1 — 2>

5. Nao, pois para qualquer x < 1, tanto y = v/1 — x quanto y = —v/1 — x sao solugoes, logo, dado = < 1,

h& mais de um valor y que satisfaz a equacio x + 32 = 1. Note que se > 1, entdo z + 32 > 1 +92 > 1.
6. Sim. 7. Nao. 8. f(x) = (6170,61)x.

9. L(n) = 80n — 37n — 8041 = 43n — 8041. L(n) > 15595 se n > 549. Note que n é um ntmero inteiro.

2 4+2x—1
10. f(x) = — 3



2 Dominio de uma funcio

Muitas vezes o dominio de uma funcao nao é especificado; em vez disso, apenas a equacao que define a fungao é
fornecida. Nesses casos, o dominio é o maior conjunto de ntimeros reais para o qual o valor f(z) é um nimero
real, ou seja, o conjunto de todos os ntumeros que se pode calcular f(z).

Se alguma vez colocarmos um niimero em uma fun¢ao e nao conseguirmos obter uma saida, saberemos que
hé algum tipo de problema de dominio. As ocorréncias mais comuns estdo relacionadas ao fato de que nao
se pode dividir por zero ¢ s6 se pode calcular raizes quadradas de niimeros maiores ou iguais a
zero. Outros problemas podem surgir se vocé estiver calculando coisas como logaritmos, mas trataremos deles

em outro material.

2.1 Exercicios

Exercicio 1: Determine o dominio de cada funcao f, ou seja, o conjunto de todos os numeros reais para os

quais a expressao algébrica de f(z) faga sentido e produza um ntimero real. Veja os exemplos resolvidos.

3r—4
Aqui, dado z, calculamos 2z + 1 e dividimos por (3z — 4). Para fazer esses célculos, temos que fazer

contas de multiplicagao, como 2 vezes x e 3 vezes x, soma, como em 2x + 1, subtragao, como em 3z — 4

e divisao, que é . A tnica operagao que possui restri¢ao é a divisdo, pois ndo podemos dividir por

3z —4
zero, mas podemos multiplicar, soma e subtrair quaisquer nimeros.
Portanto, 3z — 4 nao pode ser zero, isto é,

4
3x—47é0:>3x7é4:>x7é§

4
Escrevemos que o dominio de f é D(f) = {x ER:x# 5} , em que R é o conjunto de todos os ntimeros

reais.

Aqui, além de nao poder dividir por zero, logo z — 6 # 0, nao podemos calcular raiz quadrada de namero
negativo, ou seja, 2z + 3 > 0.
Portanto, temos duas condigoes

T—6£0=2+6 (1)

3
2x+320=>2z2—3:>x2—§ (2)
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D(f):{xER:x;éﬁexz—g}



4xr —9 — _ T — T
W) fe) = 22 b) f(x) = V=8 &) flz) = V10 @) f(r) = L2

2.2 Respostas dos exercicios

a)D(f){xeR::c#i} c)D(f)={zc€R:2>5ecax#T}
b) D(f) ={zr € R:z > 6} d) D(f)={reR:ax>-2ecx#2}

3 Funcdes definidas por partes

As vezes, uma funcio é definida usando diferentes equacoes em diferentes partes do seu dominio. Por exemplo,
a funcdo de valor absoluto ou moédulo, f(z) = |z|, é na verdade definida por duas equagbes: f(z) = |z| = =
se x > 0 e f(z) = |r| = —x se x < 0. Por conveniéncia, essas equacdes sdo geralmente combinadas em uma
exXpressao como

x, sex >0
f(z) = |z =

—x, sex <0

Quando uma fungao é definida por diferentes equagoes em diferentes partes de seu dominio, ela é chamada

de funcao definida por partes.

3.1 Exercicios

Exercicio 1: Calcule os valores pedidos para cada fungdo. Veja o exemplo resolvido.

—2z+1, sex <1
f(z) = 2, sex =1

i sex > 1

Como —2 < 1, temos

f(=2)=-2(-2)+1=4+1=5
f(1)y=2

Como 2 > 1, temos



a) Calcule f(—2), f(4) e f(5).

2r+3, sex <4
fla) =

:rz—l, sex >4

1
b) Calcule f(-1), f (—2> e f(2).
3xr — 2, sex < —1
f@)=19 |z| =5, se —1<z<2
x2 sex > 2

Exercicio 2: Considere a fungdo definida apenas em ntimeros naturais por f(0) = 0, f(1) = 1 e, para

calcular f nos valores seguintes, temos antes que verificar o niimero é par ou impar. Se o ntmero for par, entao

o valor da fungao neste ntiimero é igual ao valor da fungao calculado na metade deste nimero. Ja se o numero

for impar, o valor da fung@o neste ntimero é igual ao nimero ao quadrado. Ou seja,

Calcule f(2), f(3) e f(6).

f(2n) = f(n)
f@n+1)=(2n+1)?2

Exercicio 3: Em maio de 2024, a CASAN cobra R$37,31 de tarifa fixa de disponibilidade de infraestrutura

(TFDI) e aplica aos imoveis com ocupagdo exclusiva para fins de moradia a seguinte tabela tarifaria.

Faixa | Volume (m3) | R$/m?
1 1a10 R$2,48
2 11a25 | RS$11,53
3 26 a b0 R$ 15,41
4 51 a 9999999 | R$ 19,39

a) Qual o valor cobrado de uma casa que consumiu 8 m?>?

b) Qual o valor cobrado de uma casa que consumiu 22,5 m?>?

¢) Qual o valor cobrado de uma casa que consumiu z m?>?

Exercicio 4: Considere um pais que cobra os seguintes valores de imposto de renda.

Renda anual

Imposto cobrado

Menor que $20000

0

$20000-$60000

2% do que excede $20000

Maior que $60000

$1200 mais 5% do que excede $60000

a) Qual o valor cobrado de imposto de uma pessoa com renda anual de $225007?

b) Qual o valor cobrado de imposto de uma pessoa com renda anual de $860007?

¢) Qual o valor cobrado de imposto de uma pessoa com renda anual de $x?



3.2 Respostas dos exercicios

1.

a) f(=2) = ~1,/(4) = 15, /(5) = 24. b) f(—1) = —5, f <_;) =2 =1
2. /(2) = f(1) = 1,/(3) = 3% = 0,/(6) = f(3) =9.

3.

a) C(8) =8-2,48+37,31 = 19,84 4+ 37,31 = 57,15

b) C(22,5) = 10-2,48 + (22,5 — 10) - 11,53 + 37,31 = 24,8 + 144,125 + 37,31 = 206, 235

(2,48)x + 37, 31, se © < 10
(11,53)(x — 10) + 62,11, sel0<x <25
c) C(z) =
(15,41)(x — 25) + 235,06, se 25 < x < 50
(19,39)(x — 50) + 620, 31, se x> 50
4.
2 2500 -1
22 = (22 -2 — = =50
a) C(22500) = (22500 — 20000) 1o = —=

) 1
b) C(86000) = (86000 — GOOOO)W + 1200 = 26000 - 20 + 1200 = 1300 + 1200 = 1500

0, se & < 20000
2

¢) C(z) = { (z —20000) 75 se 20000 < = < 60000

(x — 60000)% + 1200, se & > 60000
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