Capitulo 6

Forca Cortante e Momento Fletor

NOTA DO TRADUTOR — Neste livro, o diagrama de momentos fletores ¢ tragado de acordo
com convengio diferente da usual em nosso meio técnico. Os momentos fletores positivos sfo
representados ACIMA da linha de referéncia (coincidente com o eixo da barra), ¢ os negativos, ABAIXO
dessa linha de referéncia. A convengio que se adota em nosso meio técnico consiste em representar
ABAIXO da linha de referéncia os momentos fletores positivos, Nos dois casos, porém, conserva-sé a
mesma convengdo de sinais para os valores de M.

CONCEITO DE VIGA

Denomina-se viga & estrutura formada por uma barra, d¢ eixo plano, submetida a esfor¢os contidos
no plano da estrutura.
VIGA EM BALANCO

Quando a viga € apoiada s6 em uma extremidade, de tal forma que, ness¢ ponto, nfo possam girar
quer o ¢ixo, quer a se¢io transversal, diz-se que se trata de uma viga engastada ou em balanco. Na Fig. 6-1,

AYSARANAN

Fig. 6-1

apresenta-se um exemplo desse tipo de viga. A extremidade livre, da esquerda, pode se deslocar (linear ou
angularmente) mas 2 da direita é rigidamente fixada. Esta extremidade ¢ perfeitamente engastada ou um
engastamento, Os esforgos reativos, no engastamento, sio constituidos por uma forca e um bindrio situados,
ambos, no proprio plano da estrutura.

VIGAS SIMPLES

Uma viga, articulada nas duas extremidades, recebe o nome de viga simples. Os apoios articulados devem,
um deles ser articulado fixo, e o outro, articulado mdével. No articulado fixo (que neste livio se representa com
um tridngulo), a reagdo € uma for¢a que passa pelo apoio (mas no caso geral nao se conhece a direcio, o
médulo € o sentido): no articulado mével, a reagio ¢ uma forga cuja dire¢do se conhece (perpendicular ao
plano de deslizamento do apoio, aqui representado por uma circunferéncia). Se os dois apoios fossem
articulados fixos, o problema seria hiperestdtico; esse tipo de estrutura no serd considerado neste livro.



Forga Cortante ¢ Momento Fletor 107

Na Fig. 6-2(a), considera-s¢ uma viga subrietida a carga concentrada P; na Fig. 6-2(?), a viga suporta a carga
distribufda, p, e o bindrio de momento M. Nesses casos, nfo hd componente das forgas externas que tenha
direcdo no eixo da viga; a reagdio, no apoio articulado fixo, s6 poderd ser perpendicular ao seu eixo.

Fig. 6-2(a)

VIGAS SIMPLES COM BALANCOS

Quando a viga, simplesmente apoiada, prolonga-se além de um ou de ambos os apoios, diz-se que
se trata de viga simples com balangos. E o que se mostra nas Figs. 6-3(a) ¢ 6-3(D).

Fig. 6-3( Fig. 6-3(b
ig

VIGAS ISOSTATICAS

As vigas engastadas e simples, com ou sem balancos, sfo isostdticas; bastam as equag¢Ges da estdtica
para determinar as suas reagbes.

VIGAS HIPERESTATICAS

Quando o numero de reagdes excede o das equagbes fornecidas pela estdtica, € necessdrio recorrer a
equagbes que levam em conta as condighes de deformacio da viga. Neste caso, a viga € exteérnamente
hiperestdtica. Desse tipo so as vigas da Fig. 64, a da Fig. 6-4(e) ¢ apoiada engastada; a da Fig. 6-4(b) é

Fig. 6-4(2)

engastada em ambas as extremidades e a da Fig. 6-4(c) € uma viga continua (com mais de dois apoios, sem
articulagoes).

id

LL4

Fig. 6-4(b) Fig. 6-4(c)
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TIPOS DE CARREGAMENTO

Entre os diversos tipos de carregamento, considerem-se s6 os permanentes, estes podem ser: cargas
concentradas (aplicadas em determinados pontos), cargas distribuidas (uniformes ou variando segundo uma
lei qualquer ¢ bindrios (de determinado momento) que se aplicam em determinados pontos da viga. Na Fig.
6-5, apresenta-se uma viga com carregamento uniforme, variando triangularmente. As cargas distribuidas
sdo, em geral, expressas por unidade de comprimento do eixo da viga; tem-se, por exemplo, uma carga
p kg/m atuando em determinado trecho, ou ao longo de toda a viga. No caso da Fig. 6-5, o carregamento
considerado é a fun¢o p = pyx/! onde [ é o vdo da viga e x a distincia do ponto considerado ao apoio da
esquerda. E, se se adotam as unidades kg e m, a unidade de p (assim como de p,) é kg/m. Neste livro s se
consideram cargas estdticas, isto ¢, gradualmente aplicadas, desde o valor zero, até o valor final atingido.
As cargas dindmicas, ou aplicadas com choque, requerem um estudo que foge ao escopo deste livro.

Fig. 6-5

ESFORCOS INTERNOS

Quando se carrega uma viga aparecem, em geral, esforcos internos, constituidos por tensGes normais e de
cisalhamento, nos diversos pontos de seu interior. Para determina-los é necessério, de inicio, calcular a forga
e o momento que estdo solicitande a se¢fo considerada. Isto se obtém com a aplicagio das equages
da estdtica.

Considere-se, por exemplo, o caso particular representado na Fig. 6-6(«). Deseja-se determinar os
esforgos que estdo solicitando a segdo transversal, D, distante x da extremidade da esquerda. Para isso,
suponha-se que se corte a viga em D, e se remova a parte que estd a direita do corte efefuado. Para substitui-la,
quanto aos efeitos que ela exercia sobre o trecho AD, devem-se aplicar, em D, uma forga e um momento,
tal como se indica na Fig. 6-6(5) (observe-se que, no caso de forgas verticais, a for¢a aplicada deve ser, também,

vertical).

Fig. 6-6(a) Fig. 6-6(b)

A forga (2 e o momento M (abreviagdo de bindrio de momento M)} conservam em equilibric o trecho
AD (juntamente com as cargas R, Py e P,).
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MOMENTO RESISTENTE

O momento M ilustrado na Fig. 6-6(b) acima é chamado momento resistente na se¢io D. O modulo
M pode ser obtido usando uma equagio da estitica que diz que, para o equilibric, a soma dos momentos
em rela¢dc a um eixo, perpendicular ao plano da figura, deve ser nula. Assim

ZMQ =M—R1x +P1(x""a)+P2(x—b)=0 ou MIRIX—PI(X—U)—PQ(x_b)

Portanto, o moemento resistente M é o momento no ponto D produzido pelos momentos da reagdo
em A e das forcas aplicadas P, ¢ P,. E pois o bindrio devido s tensBes distribuidas sobre a seco vertical em
D. Essas tensGes agem em diregdo horizontal e sdo de tragio em alguma parte da secfo ¢ de compressdo em
outra parte. Sua natureza serd discutida no Capitulo 8.

FORCA CORTANTE RESISTENTE

A forga vertical @ ilustrada na Fig. 6-6(b), é chamada forga cortante resistente na se¢io D. Para que
haja equilibrio:

»F,=R,-P,-P, -Q=0 ou Q=R, —P, - P,

Essa forga Q ¢ realmente a resultante das tensdes de cisalhamento distribuidas sobre a se¢@io vertical D.
A natureza dessas tensBes serd estudada no Capitulo 8.

MOMENTO FLETOR

O momento M, da Fig. 6-6(), é chamado momento fletor na se¢do D. Seu valor pode ser obtido com
o emprego da equagfo da estdtica que estabelece que a soma dos momentos, em relago a vm ponto qualquer
(¢ D em particular), é nula, Assim:

M=Rx—-P(x—a)—P,(x-b).

O momento fletor, M, é ¢ momento, em D, produzido por todos os esforgos, ativos e reativos, que
atuam naquela parte da estrutura que se conservou em equilibrio (depois de abandonada a outra parte. Este
momento deve, também ser equivalente ao momento das tensSes que se distribuem pelos diversos pontos
da se¢io D. As tensbes normais, Unicas, que podem solicitar a se¢So de forma a produzirem um bindrio de

momento M, sdo de tragdo, em determinada parte da secfo, ¢ de compressdo na outra parte. A sua distribuiggo
serd apresentada no Capitulo 8. :

FORCA CORTANTE

A forga aplicada em D, e que no caso esid contida em [, recebe o nome de forga cortante e se representa
com a letra Q. (Se esta forca inclinada, em relagdo & se¢@o transversal considerada, forca cortante seria a
componente, contida na se¢do, ¢ forca normal a componente, perpendicular & se¢do.) No exemplo em
questdo, para que haja equilibrio, é necessirio que:

Q=R — P~ P,

Resumindo, pode-se dizer que: momento fletor numa secfio gualquer é a soma algébrica dos momentos
produzidos pelos esforgos externos (ativos e reativos) no centro de gravidade da sec¢do considerada
(e considerados somente os esforgos externos que atuam numa das partes da estrutura, isto €, 4 esquerda ou
a direita do corte imagindrio efetuado ao longo da secdo); forca cortante, de maneira andloga, é a resultante
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desses esforgos projetada sobre a secfo considerada. Os Problemas 6-1 a 6-5 relacionam-se com a determinagdo
de momentos fletores e forcas cortantes.

CONVENCAO DE SINAIS

A convencdo usual de sinais, para momentos fletores e forcas cortantes, pode ser representada pelos
diagramas da Fig. 6-7.

MOMENTO FLETOR POSITIVO MOMENTO FLETOR NEGATIVQ

FORCA CORTANTE POSITIVA FORCA CORTANTE NEGATIVA
Fig. 6-7(a) Fig. 6-7(b)

Assim, o momento fletor é positive quando tende a fletir a viga com a concavidade para cima e negativo
quande tende a imprimir-the concavidade para baixo (supBe-se, sempre, que a viga seja disposta
horizontalmente). A forca cortante é positiva quando tende a deslocar, para cima, a parte da viga que se situa
4 esquerda da secdo considerada (em relagio  parte da direita) e negativa em caso contrério.

Um processo pritico de determinar este sinal algébrico é: as forcas dirigidas de baixo para cima
produzem momentos fletores positivos; as forgas situadas 4 esquerda da se¢fio produzem forga cortante
positiva quando dirigidas de baixo para cima, as forgas situadas 3 direita da se¢fo produzem forga cortante

positiva quando dirigidas de cima para baixo.

EXPRESSOES DE Q(x) E M(x)

Freqlientemente, aparece a necessidade de determinar o momento fletor e a forga cortante em todas
as secBes da viga. Para esse fim, podem-se localizar as diversas se¢Bes da viga, por intermédio de suas abscissas x
(distincias ao apoio da esquerda) e exprimirem-se Q(x) e M(x) em fungdo de x.

DIAGRAMASDEGEM

A representacdo grifica da fungfo ((x) tem o nome de diagrama das forgas cortantes; as abscissas
representam as diversas segBes da viga e as ordenadas os valores da for¢a cortante correspondente. Da mesma
forma se traga o diagrama de momentos fletores. Esses diagramas permitem, facilmente, determinar a segfo
em que eles atingem seus maximos, ou se anulam; tem-se, assim, um processo pritico de obter os esforgos
solicitantes ao lengo de toda a viga.

RELACOES ENTRE A CARGA, A FORCA CORTANTE E Q MOMENTO FLETOR

Uma viga simples, carregada com uma carga varidvel, ¢ ilustrada na Fig. 6-8. O sistema de coordenadas
x com origem em A € estabelecido arbitrariamente. A distdncia de uma sec@o qualquer a A ¢ chamada de x.
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w{x)

= L.

Fig. 6-8

A

Para qualquer valor de x, a relagho entre & carga w{x) e a forga cortante Q é:
- 49
Y= dx

e a relagdo entre a forga cortante { e o momento fletor M é:

_aM
= &

Essas relagtes so deduzidas no Problema 6-7, Para aplicag@es, ver Problemas 6-8 até 6-20.

FUNCOES SINGULARES

-

Para facilitar a solug@o de probiemas que envolvem cargas concentradas ¢ momentos concentrados,
introduzimos a funggo:

fa(z) = (z—a)"

onde, para n >0 a quantidade entre colchetes é nula se x<a & é x — & s& x >>a. Esta é uma func¢io singular
ou uma fun¢do de meio intervalo. Assim, se o argumento & positivo, os colchetes tém o significado de

parénteses quaisquer. O Problema 6-16 ilustra essa fungfo para certos valores de n que servem para representar
0s casos mais comuns de carregamentos de vigas.

Problemas Resolvidos
6-1. Determinar, para a viga em balango da Fig. 6-9(a), as expressdes de Q e M (em fungfo de x). Tragar
os diagramas correspondentes.

Solugiio — Neste caso, nfo é necessitio determinar, de inicio, as reagdes de apoio. Considere-se
o ¢cixo dos x, com origem em O, coincidente com o eixo da viga; seu sentido é o da esquerda para
a direita. .

Na se¢@io x, a forga de 500 kg tende a deslocar a parte da esquerda para baixo.(em relagdo &
parte da direita}, como se indica também na Fig. 6-9(b).

=

[ 7m

Fig. 6-9(2)
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6-2.

Fig. 6-9(5)

Em outras palavras, s¢ a viga fosse cortada nessa se¢do X, a a¢3o da forga seria a de produzir o
movimento que se indica na referida figura. A forga cortante nessa se¢do genérica é, de acordo com
a convengio de sinais que se apresentou, negativa. Seu valor é S00kg e representa a resultante de
todas as cargas qgue se situam 3 esquerda da se¢do considerada. Entgo:

Q =— 500 ke.

A convengdo de sinais estabelece, também, que as forcas, dirigidas de cima para baixo, produzem
momento fletor negativo. O momento fletor M, na se¢Go x, produzido pela carga de 500 kg, ¢ o
momento dessa forga em relago 4 secfo considerada. Entdo; '

M=-500x

que, para x em metros, fomece M em kg X m.

MOMENTO -
FLETOR

500 z kgXm
Fig. 6-10

Dai resulta que a forga cortante é constante ao longo da viga, nfo variando com X, ¢ é sempre
negativa. Sua representagio grifica é um segmento de reta, paralelo ao eixo dos x, tendo, todos os
seus pontos, a ordenada —500.

A representagdo grafica de M € o trecho da reta que passa pelos pontos: x =0; M =0ex =7 m;
y=—3500keg X m. Esses dois diagramas estdo representados na Fig. 6-10; a ordenada, em cada
ponto, fornece, respectivamente, a for¢a cortante e o momento fletor, na se¢io considerada.

A viga em balango da Fig. 6-11(z) estd uniformemente carregada com g kg/m. Determinar as expressdes
de O e M, assim como os diagramas correspondentes,

Solucdo — Para determinar a forca cortante e ¢ momento fletor, numa segdo qualquer, definida
pela abscissa x, pode-se substituir a carga, que atua i esquerda da se¢do considerada (4), pela sua
resultante gx aplicada no meio de Q4. E o que se indica na Fig. 6-11(b). Observe-se que as cargas,
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fr z —= g kem

v
[
[ S0ty L . B e -1

1 T

! 1

Fig. 6-11(a) Fig. 6-11(b)

que estdo 2 direita de 4, ndo contribuem para o cdlculo dessa resultante, Essa forga tende a desiocar
para baixo o trecho O4, em relagdo 4 parte restante da viga. Ela produz, portanto, forca cortante
negativa.

I

A forga cortante é a resultante das forgas que atuam & esquerda da secfio considerada (de
abscissa x); entdo:

FORCA CORTANTE

Fig. 6-11(c) Fig. 6-11(2)
Esta equagdo ¢ linear e fornece: Q = 0 para x = 0; Q = --g/ para x = [. Sua representagfio grifica
é a da Fig. 6-11(c).

O momento fletor, nessa mesma se¢do x, ¢ a soma dos momentos das forgas que se situam 3
esquerda de A, em relagfo a essa seclo A. Essa forma de momentos é igual a0 momento da resultante,
. gx, em relacio ao ponto 4. )

Entdo:

Y 1 W -
M= qx(2) 5.

Seu sinal é sempre negativo, nessa viga, porque a resultante gx é sempre dirigida para baixo.

A variagdo de M & parabolica; anula-se para x =0 e atinge o valor — %2 quando x =L E o que se

representa na Fig. 6-11(c).

E interessanie observar que a carga considerada (dirigida para baixo) conduz a um diagrama de M
com a concavidade para baixo. Isto podia ser verificado com a segunda derivada de M, em relacdo a x,
isto é: d*M/dx® = — g. Sendo negativa a segunda derivada, a curva tem concavidade para baixo, de
acordo com o que se estuda em Cilculo.

6-3. Determinar as equag®es, e os diagramas de Q e M, para a viga em balange da Fig. 6-12(a).

Solucdo — Embora nfo seja necessdrio determinar as reagdes de apoio, é dbvio que, neste caso,
a reagdo, no engastamento, consiste somente em um momento de sentido hordrio igual a 200 kg X m.

CIL— 6 m i 4m _..l
FORCA CORTANTE
Fig. 6-12(a) Fig. 6-12(b)

—_———

Este problema apresenta algumas caracteristicas diferentes dos anteriores, visto que o momento
externo ndo estd aplicado na extremidade livre. A forga cortante, numa se¢fo qualquer da barra, é a
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64,

soma algébrica das forgas verticais que atuam na parte da viga que se situa 3 esquerda da secio
considerada. Desde que o efeito do bindrio nio é o de for¢a, em qualquer dire¢fio nfo existem forgas
verticais aplicadas & barra e, conseqiientemente, a forga cortante € nula, para qualquer valor de x.
Isto pode ser representado graficamente, no diagrama de forgas cortantes, por um segmento de reta
horizontal, coincidente com o eixo da viga; é o que se mostra na Fig. 6-12(b).

Para determinar a expressio de M & necessdrio considerar duas regides distintas, ao longo do
eixo da viga. Uma, o trecho de 6 m & esquerda do momento aplicado; a outra, o trecho de 4 m
sitnado entre esse momento e o engastamento.

Para 0 <x <6 m o momento fletor, que & a soma dos momentos das forgas que se situam &
esquerda da se¢fio, em rela¢do 4 se¢do considerada, ¢ evidentemente nulo. Para 6 <x <10 m, isto é,
entre 0 momento externo e o engastamento, a soma dos momentos das cargas aplicadas é 200 kg X m
visto que o momente do bindrio é o mesmo para todos os pontos do plano. Todavia, deve-se
determinar o sinal do momento fletor, levando em conta que o momento de 200 kg X m flete a regido
da viga, de 6m de comprimento, proxima do engastamento, como s¢ mostra na Fig, 6-12(c).

200kgXm
Fig. 6-12(c)
A concavidade é para baixo e, de acordo com a convenc¢do de sinais adotada, 0 momento fletor
¢ negativo.
Em resumo:
M=0 pirn 0<x<8m
M=—-200ksXm para 6 <z < 10m,

Na Fig. 6-12(d) apresentam-se os correspondentes diagramas de Q e M.

C200kg>(m

AASANRANY

FORCA CORTANTE
MOMENTO
FLETOR {

200kgXm |

T

Fig. 6-12(d)

E interessante observar que numa viga em balango, de 4 m de comprimento, solicitada pelo
momento de 200 kg X m, aplicado na sua extremidade livre, os diagramas de @ e M coincidem,
respectivamente, com os da Fig. 6-12(d), na regifio de 4 m préxima do engastamento.

Deterininar M ¢ Q para a viga simplesmente apoiada da Fig. 6-13(a).
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!-—.lm 3m .]

R —
A
=
R, R

Fig. 6-13(2)

Solugde — Neste caso, ¢ necessdrio determinar, inicialmente, as reagGes R; e R,. Igualando a
zero o momento de todas as forgas, em refagfio a O, vem:

4R; =4000 X 1
donde:
Ry, = 10600 kg.
[gualando a zero a soma das forgas verticais, vem:
B+ R = 4000 =R; +1000
donde:
E; = 3000 kg.

Considere-se, inicialmente, o trecho 2 esquerda da forga de 4 000 kg. A forga cortante, numa
se¢do qualquer de abscissa x, compreendida entre 0 ¢ 1 m, coincide com a reagdic R, = 3 000 kg,
tinica forga que se situa A esquerda da se¢dio. Esta forga tende a deslocar, para cima, a parte da viga
situada 4 esquerda da segdo considerada, tal como se indica na Fig. 6-13(b). De acordo com a
convengZo de sinais, ela é positiva. Entdo:

Q=3000kg para 0<z <1lm,

14000kg
I3000kg I
1000 kg

Fig. 6-13(b)

Para x <1 m, a forga cortante, que ¢ a soma algébrica das forgas que atuam no trecho situado
a esquerda da se¢fo considerada, 6 (1 <x <4 m):

Q = 3000 — 4000 = — 1000 kg.

Na regido situada & direita da carga de 4 000 kg, a reagfio da esquerda constribui com uma forga
cortante positiva; a forca de 4 000 kg, com uma forga cortante negativa; a resultante ¢ dirigida de
cima para baixo, fornecendo { negativo. As duas expressbes acima sio necessérias para definir a forga
cortante ao longo do comprimento da viga.

Na regifo 2 esquerda da carga de 4 000 kg, o momento fletor, na se¢fio x, 8 o momento de R,
em relagio a x. Este momento é:

M =300z para O0<zx<1lm



116 Resisténcia dos Materiais

3000 kg
FORCA
CORTANTE ¥~

MOMENTOQ
FLETOR

Fig. 6-13(c)

¢ é positivo porque a carga dirigida de baixo para cima produz momento fletor positivo. No trecho &
direita da carga de 4 000 kg o momento fletor é devido, parcialmente, 3 rea¢io R; e parcialmente
i carga de 4 000 kg. Este momento é:

M =3000z — 4000 (z — 1) 1<z<4m.

Duas expressGes sdo necessirias para definir o momento fletor ao longo de toda a viga.

Na Fig, 6-13(c) apresentam-se as representagdes grificas dessas funcGes, isto é, os diagramas
de @ e M, respectivamente. O diagrama de Q ¢ formado de dois trechos de reta, horizontais; no ponto
de aplicag@o das cargas concentradas hd uma descontinuidade correspondente ao valor da carga
aplicada. O diagrama de M também ¢ constitujide por dois trechos de reta mas nfo apresenta qualquer
descontinuidade. '

6-5. Determinar as expressdes e os diagramas de @ e M, para a viga simplesmente apoiada da Fig. 6-14(a).

2000 kg 1500 k_g."ZSOO ky
2 2 3 4

] ——ex

L.

Fig. 6-14(a)

Solucio — Inicialmente calculam-se as reagBes de apoio, R; e R,, com as equagdes da estdtica.
Assim, igualando a zero o momento de todas as forgas, em relagiio ao ponto O, vem:
11R; — 2000 X2 - 1500 X4 -2500%X7=0

e, igualando a zero a soma das forgas verticais:

By 4+ Ry — 2000 — 1500 — 2500 =0.
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Entdo:

Ry = 2 500 kg Ry, = 3 500 kg.

Obtidas essas reacBes, pode-se determinar a forga cortante (unidade kg):

Q = 3500 0<z <2m;

Q = 3500 — 2000 = 1500 <z <im
Q=3500—2000—1500=0 4 <im
Q =3500 — 2000 — 1500 — 2500 = — 2500 T < <1 m.

A forga cortante é constante entre duas cargas concentradas consecutivas e, na se¢do do apoio
da direita, ela coincide com a reagdo, trocada de sinal. Vejamos, agora, o3 momentos fletores.

Partindo do apoio da esquerda, vem:
M=~Rr=330r V<z<2m

e, lembrando que as for¢as dirigidas de cima para baixo produzem momentos fletores negativos:

M =3500z — 2000 (z ~ 2) 2<z<4m
M=3500zx—~2000(x—2)— 1500z — 4) 4<z<7m
M=3500z—2000{x—2)—1500( —4)—2500—-7 7<as<llm.

Estas quatro expressdes definem, completamente, o momento fletor ao longo da viga.
Desde que essas expressfies sfio, todas, do primeiro grau, conclui-se que o diagrama de momentos
é constituido por quatro segmentos de reta. Para determind-lo, basta que se calculem os valores de
M nas se¢Bes onde existem cargas concentradas, isto é:

Mzae=3500X2=7000kg X m
Mz =350 X1+ —-2000X2=10000kg X m
Mz =3500X7—2000X35~—1500X3=10000kg X m.

E, como nas .extremidades a viga ¢ simplesmente apoiada, o momento fletor ai ¢ nuio.
Na Fig. 6-14(d) apresentam-se os diagramas correspondentes, de Q e M.

2000 ke 1500 kg g2 500 kg
-2 -l-z -l- 3 A My
| e LR e

3500 kg 2500 kg

_L 1509 kg

5500 ke | Tin
o

FORCA CORTANTE T
7000 kgXm ‘
L . 10000 kg X m
1 f

MOMENTO FLETOR
Fig. 6-14(b)
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6-6,

6-7.

Determinar as expresstes e os diagramas de Q e M, para a viga da Fig. 6-15(a).

16 m

- :
TR IT -

¢

x
2

[~

i

: hm
1
-z L . s g —— = T
& Y
600 kg 600 kg 'tﬂlkg !ﬁ(’“kg

Fig. 6-15(c) Fig. 6-15(0)

Solugio — A carga total sobre a viga é 120 X 10 = 1 200 kg e, por simetria, cada uma das reagGes
de apoio vale 600 kg. Considere-se, agora, a secio genérica, A, que dista x do apoio da esquerda.
A forca cortante nessa se¢do é:

€ =600 — 120z

visto que a carga distribuida, nesse trecho de comprimento x, tem como resultante 120 x ¢ € dirigida
de cima para baixo. E o que se indica na Fig. 6-15(b). A expressdo de @ ¢ vilida para qualquer se¢do
da viga; ela ¢ uma funcdo linear que assume os valores @ = 600 kg para x =0 ¢ Q = — 600 kg para
x = 10 m; anula-se, portanto, na se¢io média da viga,

O momento fletor, na segiic A4, é:

M =600x — 120z %

e essa expressdo € vdlida, também, para qualquer se¢do da viga. Trata-se de uma parabola que se anulr,
nas extremidades, simétrica em relag@io 3 perpendicular 4 viga, que passa por sua segfo média e assumy
o valor mdximo nessa se¢zo, isto é:
L] 10*
My_g =000 X5~ 120 X5 5 =120 X =0~ = 1500 kg X m

1500 kgxm

z=0
il ey,

T_Ol.-———l() m

MOMENTC FLETOR
Fig. 6-15(c) Fig, 6-15(d)

Nas Figs. 6-15(c) e 6-15(d) apresentam-se os diagramas de 0 e M.

Deduzir as equagBes diferenciais que, numa viga reta, relacionam entre si o momento fletor, a forga
cortante e a carga aplicada, varidveis ao longo da viga.

Solugio — Considere-se a viga da Fig. 6-16(a), carregada com a carga distribuida p, variando
com x, normal ao eixc da barra. Embora essa viga seja simplesmente apoiada, as considerages que se
seguem valem para viga reta. Se se isolar da viga o trecho de comprimento elementar dx, para que ele
permaneca em equilibrio e nas mesmas condi¢Oes em que se enconirava, quando integrante da viga,
¢ necessirio aplicar-lhe os esforgos externos que se indicam na Fig. 6-16(b). Observe-se que, por ser
infinitesimal o comprimento dx, a carga que atua na borda superior da viga pode ser suposta constante
e igual a p (valor de p para a abscissa considerada, x).

Para que haja equilibrio, é necessirio que a soma dos momentos, em relagdo a um ponto
qualquer, seja nula, Em relagdo ao ponto O, tem-se:
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|

)M+w

() 4 1)

er 'Rz ler d.z —-J
Fig. 6-16{a) Fig. 6-16(5)
dz
M —(M+dM)+Q-d:-—p-dz-—2—=0

ou:
d.
dM=degp-dz-?I.
Sendo, o tltimo termo infinitésimo de ordem superior em relagio aos demais, vem:

dM
e

isto &, a forga cortante € a derivada do momento fletor em relagio a x.
Se igualarmos a zero a soma das forgas que atuam perpendicularmente 4 viga, isto é:

@Q-p dr—(Q+dG) =0

vern:
— pdz = dQ
donde:
dQ &M
dz T TP T de
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Essas relacbes diferenciais podem auxiliar bastante no tragado dos diagramas de momentos
fletores e for¢as cortantes. Por exemplo, se a forca cortante é positiva, em determinada se¢io da
viga, entdo a inclinacdo da tangente ao diagrama de M, nessa se¢io, é positiva. Se houver uma
descontinuidade em @ (numa se¢3o onde se aplica uma carga concentrada) existirdo, em geral, duas
inclinagtes da tangente ao diagrama de M (correspondentes, respectivamente, aos pontos que se situam

i esquerda e i direita daquele onde se aplica a carga concentrada).

Nos pontos em que a forga cortante se anular, a tangente ao diagrama de momentos é paralela
a0 eixo dos x; ai 0 momento atinge um valor médximo ou minimo. E o que se conclui das regras de
Cilculo, para a obtengdo dos mdximos ¢ minimos de uma funcio. Assim, se os desenhos da Fig. 6-17

TAESTUAL

-

MOMENTO
FLETOR

A
Fig. 617
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representarem trechos de diagramas de momentos fletores, entio em 4 e em B podem ocorrer valores

criticos.
Para determinar a direcGo da concavidade, em um ponto tal como 4, ou B, é necessdrio verificar
a derivada segunda, isto €, d*M/dx®> = — p. Se a derivada segunda for positiva, o diagrama de

momentos tem concavidade para cima, como em 4, e o momento fletor passa por um minimo
(¢ méximo negativo). Se a segunda derivada for negativa, a concavidade é para baixo, como em B, ¢ o
momento fletor passa por um miximo, SupBe-se, evidentemente, que a regifio positiva de NV seja aquela
onde se situam os pentos B ¢ C (Fig. 6-17) e a regifo negativa, aquela onde se situa o ponto A.

E interessante observar, porém, que o processo de determinagio de méximos, cu minimos, por
intermédio da derivada, nfio € aplicdvel aos pontosangulosos, como por exemplo o ponto C. Quando
isto ocorre € necessirio calcular o momento em C e compard-lo com outros valores onde,
possivelmente, se tenham pontos criticos.

6-8.  Determinar, para a viga da Fig. 6-18(a), as expressdes e os diagramas de Q e M.

4 000 kg 1 600 kgjm

e LI

ESmiE,

Fig. 6-18(a)

Solugfio — Calculemos, inicialmente, as reages de apoio. Com as equages da estdtica, vem:

R, — 4000 X2 6400 X7 =0 Ry = 5870 kg
Ry — 4000 — 6400 + 5870 =0 By = 4530 kg

Deve-se observar que, para a determinagdo das reages de apoio, é perfeitamente licito substituir
a carga distribuida, de 1 600 kg/m, pela sua resultante. Assim, aparece a carga de 1 600 X 4 =6 400 kg
na primeira equago €, como se trata de carga uniformemente distribuida, a resultanie passa pelo ponto
médio do comprimento de 4 m, onde estd atuando a carga distribuida.

bo
A
- 1600 (z - 5} kg (,_5

‘llzl' G T

)

£t
4530 kg : 58704k
Fig. 6-18(b)
Entdo, obtidas as reacGes de apoio, vem:
Q = 4530 0<2<2m
Q = 4530 — 4000 2<z<5nmnm.

Para x maior que 5 m, a carga distribuida também contribui para a forga cortante. Todavia, nio
¢ possivel substituir toda a carga distribuida por uma for¢a Unica, a sua resultante. Como estamos
caminhando da esquerda para a direita, ao longo da viga, podemos substituir, pela sua resultante,



Forca Cortante e Momento Fleror 121

somente a parte da carga distribuida que se situa 3 esquerda da sec@o considerada. Isto € indicado, na
Fig. 6-18(2), para qualquer valor de x maior que 5 m. Como a carga é de 1 600kg X m e atua no
comprimento (x — 5)m, a resultante, indicada em pontilhado, é 1600 (x — 5). Ela atua no ponto
médio do trecho uniformemente carregado, i esquerda de x.

Entdo:
Q = 4530 — 4000 — 1600 (z — 5) 5<z <9m.
Nessa regido a forga cortante varia linearmente ¢ assume, nas extremidades, os valores:
Uzms = 530 kg
Qzmg = — 5870 kg.

4530 kg

FORCA R
b i

1| ELL]
- iza__s——l A ﬂl 5870 kg

Fig. 6-18(c)

Na Fig. 6-18(c) estd representado o diagrama de Q. O ponto D, onde a forga cortante se anula,
obtém-se de:

4530 — 4000 —1600(zx — 5) =0
isto é:
r = 533 m.
Quanto aos momentos fletores, obtém-se:

M =4530z 0<zg<2m
M =4530x — 4000 (z — 2) 2<z<im.

A primeira equagdo fornece M =0 para x=0e M =9060kg X m para x =2 m. A segunda
equacio fornece, para x =5 m, M = 10 650 kg X m. O diagrama de M ¢ constituido por um segmento
de reta em cada um dos trechos correspondentes, tal como se indica na Fig. 6-18(d}.

=
L 9060 kgXm
L—— 10650 kgXm
10 810 kg Xm

Fig. 6-18(d)

Para x maior do que 5m valem counsideracBes andlogas &s que se apresentaram no caso da
determinacdo de (J; tem-se, agora:

z—5

M =4530z — 4000 (x — 2) — 1600 (z ~ 5) 3

5 <z <9m.

Nessa regido, a funciio M & uma pardbola; isto ocorre sempre que a carga aplicada for
uniformemente distribuida. Para x = 5 m obtém-se, evidentemente, 0 mesmo valor M = 10 650 kg Xm,
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69,

ji obtido. Para x =9 m, obtém-se M=0. E importante determinar o valor do momento para
x = 5,33 m onde Q = dM/dx = 0. Obtém-se:

Mzums,3z = 4530 X 5,33 — 4000 X 3,33 — 1650 X 0,33-912:}“3—
isto é: My, =533 =10810kg X m.
O diagrama de M é apresentado na Fig. 618(d). Observe-se que, para x =5, nio hd
descontinuidade no diagrama de @; h4, portanto, uma sd tangente, ao diagrama de M, nesse ponto.

A vigﬁ simplesmente apoiada, da Fig. 6-19(z), suporta, a 6 m do apoio da esquerda, o bindrio de
momento Mp =1 000 kg X m (ou, abreviadamente, o momento Mg = 1 000 kg X m). Determinar as
expressGes e os diagramas de Q e M.

rb—-u-(')m —-——-#“‘-4 m—c-lc

=~

A - _
J;;f;-;:; JOUD kg Xm ’;;;;;;

Fig. 6-19

Solugdo — Como o esforgo aplicado é um binério, a Gnica possibilidade de equilibrd-lo ¢ por
intermédio de um bindrio de sentido oposto. As duas rcagBes de apoio devem, entdo, ser iguais e
opostas, como se indica na Fig. 6-19(b); tem-se:

1048 = 1 000 B = 100 kg.
No trecho AB, a forga cortante é:
¢ = — 100 kg 0 <z<tm
¢ o momento fletor:
M=—100z G<ae<tm
No trecho BC, tem-se:

¢ = — 100kg 6<r<llm

M=—100x + 1000 6 <z<1l0m

visio que o momento externo, como se indica na Fig. 6-19(c), tende a produzir momento fletor
posifivo.

Para x = 6 m, esta expressdo formnece M =400kg X m e, para x = 10 m, M =0, A expressio
anterior fornece, para x =0, M=0 e, para x=6m, M=—600kg X m. Na Fig. 6-19(d) estdo
representados os diagramas de § e M.

b m v in 1 000 k, )(m
[ v N ‘ o £
A ] -y B NG .
z ‘J 1
1000 kg X
R R C
Fig. 6-19(b) Fig. 6-19(c)
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A forca cortante € constante ao longo de toda a viga e o diagrama de momentos é constituido
de dois segmentos de reta, paralelos, presentes pelos apoios (x =0 e x = 10 m); no ponto B, de
aplicacio do momento externo, hd uma descontinuidade, em M, igual a Mp=1000kg X m.

6-10. A viga da Fig. 6-20(2) suporta uma carga vertical distribuida que varia linearmente entre zero (no apoio
da esquerda) e 600 kg/m (no apoio da direita). Determinar as expressoes e os diagramas de O e M.

m

L

Fig. 6-20(2) Fig. 6-20()

Solugio — Para determinar as reagBes R, e R,, a caiga distribuida pode ser substituida pela sua
resultante, aplicada no centro de gravidade do tridngulo representativo do carregamenio. Essa
resultante é igual i drea do tridngulo, isto é, 0,5 X 600 X 12 =3 600 kg, aplicada a 12/3 =4 m do

apoio da direita; é o que se indica na Fig. 6-20(b). Aplicadas as equagtes da estdtica, vem:

Ry = 3600 X 412 = 1200 kg ¢ Ky = 3600 X 8/12 = 2 400 kg,

Todavia, o carregamento da Fig. 6-20(b) ndo pode ser utilizado para a determinagio de Q e M.
E preciso considerar a carga distribuida e determinar a for¢a cortante, ¢ 0 momento fletor, em uma
se¢do genérica, tal como se indica na Fig. 6-20(c). Na secdo 4, de abscissa x, a intensidade de p ¢

(unidades: kg ¢ m);

x
p—GOO—l;I!—'S{]x

Para determinar 0 e M, na secio A, pode-se substituir a carga distribuida, que atua no
comprimento x, pela sua resultante 0,5 x (50 x) aplicada & distincia 2 x/3 do apoio da esquerda; € o

que se indica na Fig, 6-20(c). Entzo:
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A Rk b}
Bt W ] .
of T ¢}
7/:; [
|1200kg “2400 kg
Fig. 6-20(c)

Q=1200-05z 50z =1200 — 252°

M =1200z—0,53:(50:c)~g— =1200z — Z,T‘“r?.

Essas expresstes valem para' qualquer valor de x, ao longo da viga. A forca cortante, em funcio
de x, é uma pardbola que assume o valor 1 200 kg parax =0 e — 2 400 kg para x = 12 m. O momento
fletor é uma pardbola cibica, que se anula nas extremidades e atinge seu méximo onde @ se anula

Este ponto ¢ a solugio de:
1200 —252° =0
isto é:
£ = 6,94 m.
Para esse valor de x, o momento fletor, que & o valor maximo, vale:

25
3

1200 X 6,94 — X 6,947 = 5520 kg X m.

Na Fig. 6-20(d) apresentam-se os diagramas de Q e M.

!mém 1

TL__e,gqm__‘J' wuwkg

FORCA CORTANTE T

MOMENT(O FLETOR

Fig. 6-20(d)

6-11. A viga ABC, da Fig. 6-21(a), é apoiada em B e C e suporta o momento 1 600 kg X m aplicado em A.

Determinar as expressGes e os diagramas de 0 e M.

Solu¢iio — Na Fig. 6-21(b) indicam-se os esforgos externos que atuam na barra AC, admitidos,
para as reagQes, os sentidos arbitrariamente fixados que se indicam na figura. De acordo com as

equagdes de equilibrio da estitica, vem:
1600 -8R, =0 . = 267 kg

— Rg + 267 =0 Rrp = 267 kg.

L

{

}
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Fig. 6-21(%)

Como as duas reagBes obtidas so positivas, isto quer dizer que os sentidos admitidos sio os reais.
No trecho AB, tem-se:

Q=0
M =1600kg Xm
e, para x maior do que 4 m (trecho BC):
Q =—Rg = — 267 kg
M =1600 — Bp(z — 4} = 1600 — 267 (z — 4).

Os diagramas de (J ¢ M sdo apresentados na Fig, 6-21(c). Observe-se que o diagrama de momentos
fletores, na regifo BC, pode ser obtido, de maneira mais simples, com a introdugiio de uma nova

267 kg

FORCA 267 kg
CORTANTE |

lﬁOOkgxm

MOMENTO §§§

FLETOR ¥ ' i

Fig. 6-21(c)
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coordenada, z, com origem em C e contada da direita para a esquerda. Obtém-se o momento fletor
considerando-se o momento das forgas que se situam a direita da seg@o de abscissa z, Tem-se:

M = 2672 0 <z<6m

que é positivo porque as forgas dirigidas de baixo para cima produzem momentos fletores positivos.
Em muitos casos, a consideragio das forgas que atuam & direita da secfio, em lugar de A esquerda,
conduz ao resultadoe procurado de maneira mais simples.

6-12. Determinar, para a viga da Fig. 6-22(g), as expressSes e os diagramas de Q e M.

Solugiio — As reacGes de apoio determinam-se com as equagtes da estdtica:

1000 X2 4 Hp X7 —2400 %
X4 —-1800X10=0

Ep + Rp — 1000 — 2400 —
— 1500 =0

1 00 kg 2400 kg 1500 kg

Fig. 6-22(a)

que fornecem Rp =3 230 kg e Ry =1 670 kg, respectivamente. Na primeira equa@ﬁo estabeleceu-se
que a soma dos momentos, em relagio ao ponto B, fosse nula e, na segunda, que a soma das forgas
verticais se anulasse.

De acordo com a definicdo de forga cortante, tem-se;

Q= — 1000kg 0<z<2m
Q=—1000+1670 =670 kg ' 2<z<6m
Q=—1000+1670—2400 = — 1730 kg 6<z<9m
Q= — 1000+ 1670 — 2400 + 3230 = 1 500 kg 0<z<12m.

A forca cortante é constante em cada vm dos quatro trechos considerados; em cada ponto de
aplicagio de carga concentrada, inclusive as reages, hd uma descontinuidade no diagrama de @, como
se mostra na Fig. 6-22(b); esta descontinuidade é igual ao valor da carga concentrada correspondente,

Os momentos fletores sfo {em kg X m):

M=-10002 0<2z<2m
M=—-1000x +1670(x - 2) 2<r<6m
M=—1000x +1670(x — 2).— 2400 {x — 6) 6<z<9m
M=—-150z 0<z<3ml

quando se adoiam as unidades kg e m e se contam as abscissas z com origem em £ e da esquerda
paza a direita.

Os diagramas de © e M sio os que se indicam na Fig. 6-22(5). Observe-se que o diagrama de M,
formado de quatro segmentos de reta, ndo apresenta descontinuidades, mas pontos angulosos, nas
seces onde se aplicam cargas concentradas,
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1090 kg 2400 ke 1500 kg

MOMENTO FLETOR

Fig. 6-22(b)

Nas regides BC e DE, onde a forga cortante é positiva, a inclinagio da reta do diagrama de M
também é positiva; nas outras regiGes, onde ' é negativa, também é negativa a inclina¢fo da reta
representativa de M. E o que deveria ocorrer, pois 0 = dM/dx.

6-13. Determinar as expressBes e os diagramas de ( e M, para a viga da Fig. 6-23(a).

Fig. 6-23(a) Fig. 6-23(b)

Solugdo — Para o cdlculo das reagdes de apoio, a carga uniformemente distribuida pode ser
substituida pela sua resultante, 120 X 15 =1 800 kg, aplicada a 7,5 m de distdncia do ponto A.
E o que se indica na Fig. 6-23(b). Aplicando-se as equagdes de equilibrio da estdtica, vem:

ReX 12 — 1800 X45=0
Rg 4+ Re—180 =0
donde:
Re = 675 kg Rp =1125kg.

Para determinar a forc¢a cortante, numa se¢do qualquer do trecho AR, definida pela abscissa x,
indicada na Fig. 6-23(c), pode-se substituir a carga que atua no trecho de comprimento x pela sua
resultante 120 x aplicada 4 distdncia 0,5 x do ponto 4. Entéo:

Q=-—-1202 0 <z <3m.

Para x =3 m tem-se Q= — 360 kg; a forga cortante varia linearmente, nesse trecho, como se
indica no diagrama da Fig. 6-23(e).
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Ry =1125ke 675 kg 1125 kg 675 kg

Fig. 6-23(c) Fig. 6-23(d)

O momento fletor (observe-se que as unidades empregadas sio o kg ¢ 0 m):

M:—lQOx-% 9<z<3m

varia segundo uma pardbola. Para obter a dire¢io da concavidade, do diagrama de M, calculamos
a derivada segunda de M, isto é:

4*M dQ
o _—d;—-—p——u() 0 <z <3m.

Sendo negativa esta segunda derivada, isto indica que a concavidade da curva é para baixo.

Quando x é maior do que 3 m, a reagio de 1 125 kg também produz for¢a cortante e momento
fletor. Assim, de acordo com o que se indica na Fig. 6-23(d):

Q= - 120z + 1125
M=—120:-,-%+1125(:c—-3)

para x compreendido entre 3 e 15m. A forca cortante varia linearmente e assume os valores de
765 kg e — 675 kg, respectivamente, para x =3 m e x =15 m. A expressio de M, que ¢é a de uma

120 kg/m

FORGA CORTANTE 't
.
540 kg X m ggg ggg 1 900 kg X
< AL N
—

MOMENTO FLETOR
Fig. 6-23(¢)
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pardbola, fornece o valor —540kgXm para x=3m e se anula paza x=15m. Sendo
d*M|dx* = — 120, também nesse trecho, a concavidade do diagrama de M & para baixo.

Os diagramas de Q e M estdo indicados na Fig. 6-23(e).

Para determinar o médximo M calculamos, inicialmente, a secio onde O =0, isto é:

- 1205 41125 = 0
donde:
r = 9,38 m,

Isto determina o ponto D. Como @ =dM/dx, a tangente ao diagrama de M, na secdo D, é
horizontal. O momento fletor, nessa se¢do, é:

— 60 X 9,382 +1125(9,38 — 3} = 2 900 kg X m

¢ corresponde a0 méximo procurado.

A equacdo Q = dM/dx mostra que nas regides 4B e DC,-onde a forga cortante é negativa, a
tangente a0 diagrama de M tem inclinacdo negativa. Em BD, onde a forga cortante é positiva, a
inclinac@o da tangente é positiva, Como a forga cortante varia bruscamente, em 8, a inclina¢do da
tangente ao diagrama de M varia, também, bruscamente, em B. N3o hd uma tangente Unica, em B,
para as duas paribolas que constituem o diagrama de momentos fletores. O emprego criterioso da
equacdo Q = dM/dx permite, muitas vezes, tracar o diagrama de M sé com o cdlculo de alguns valores
dessa curva.

6-14, A viga da Fig. 6-24(2) suporta a carga uniformemente distribuida de 400 kg/m e a carga concentrada

de 3 000 kg. Determinar o diagrama de forcas cortantes e, parceladamente, o diagrama de momentos
fletores.

Fig. 6-24(a)

Solu¢do — As equagdes da estdtica fornecem:
B8R — 3000 X6 —-400 X 11 X55=10
Ra+Rg—3000 —400 X 11 =0
donde, respectivamente, Re =5 275kge R4 =2 125 kg.

Para as forgas cortantes, tem-se (unidades kg e m):

Q=2125— 400« 0<z<ém n
Q = 2125 — 400 % — 3000 <z <8m @

Q = 2125 — 400 — 3000 + 5275 8§<z<1lm (3)
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A equagdo (1) fornece, para x =0, o valor 2 125 kg e, para uma se¢o préxima de B (mas & esquerda),
isto é, para x = 6 m, tem-se o valor — 275 kg. A forca cortante, imediatamente & direita de B, obtémrse
com X = 6 m na equaglo (2), isto &, tem o valor 3 000 kg.

A forga cortante 3 esquerda de C é:
2125 — 400 X8 — 3000 = — 4076 kg
¢, 4 direita de C.
2125 — 400 X 8 — 3000 + 5275 = 1200 g
As trés expressbes de {J, acima apresentadas, sfo todas lineares. Nos pontos 4 e D,
respectivamente, a forga cortante vale 2 125kg e zero. Nessas condigoes, o disgrama de forcas
cortantes, ao longo da viga, é o que se indica na Fig. 6-24(5).
_L 1200 kg
T ) B
Fa :
3000 kg 1
FORGA CORTANTE I _"

Fig. 6-24(b)

O diagrama de momentos fletores serd determinado, agora, de maneijra diferente da que temos
utilizado, O processo consiste em considerar, separadamente, cada uma das cargas ¢ admitir que cada
uma delas atue sem as demais. Diz-se, entfio, que assim se determina, parceladamente, o diagrama de M.
Veremos que 0O processo, para a resolu¢do de alguns problemas relativos a flexdo de vigas, pode ser
muito vantajoso. Ao assunto voltaremos mais tarde,

Vejamos, separadamente, o efeito da reac@io R4, da carga uniforme, da carga concentrada, de
3000 kg e da reacdo Rc. Numa se¢do qualguer, distante x do apoio A, o momento fletor, devido a
R4, 62125 x kg X m (adota-se, para as forgas, a unidade kg e, para as distincias, m). Essa expressdo
é linear, anula-se para x =0 e fornece, para x = 11 m, o valor 23 375 kg X m. E o diagrama que se
representa na Fig. 6-24(c).
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Considere-se, agora, a carga distribuida. De acordo com o que se indica na Fig. 6-24(d), o
momento fletor, devido s6 a essa carga, é:

T
M——400:::-?.

Essa expressdo, do segundo grau, anula-se para x =0 e assume o valor — 24 000 kg X m para
x=11m. Esse diagrama é o que se apresenta na Fig. 6-24(e). Quanto A carga concentrada, de
3 000 kg, ela s6 produz momento fletor 4 direita de B, isto &, para x maior do que 6 m. Ela produz:

M=—-3000(0 —6) 6 <z < 1im

que é uma expressdo linear que se anula parax = 6 m e fornece M = — 15000 kg X m parax = 11 m.



