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.} Na Grécia, no século IV a.C., época de Platdo e Aristoteles,
a geometria desfrutava do estatuto de disciplina.
Nas décadas anteriores, sua origem jd era alvo de controvérsias

Por Bernard Vitrac

bora estranhas, ndo deixam de ser interes-
santes. Hip6crates teria se tornado gedme-
tra em Atenas gracas ao tempo em que l4
permaneceu em virtude de uma pendén-
cia juridica. Antes, fora mercador (o mes-
mo se dizia de Tales). Havia naquela -
época mestres em geometria — Filo-
pono os chamava de “filésofos” — na
cidade de Péricles, que se orgulhava
de ser a “escola da Grécia™.

Outro trago igualmente curioso, con-
forme o relato de Aristételes, é que Hi-
pécrates nao foi lesado em uma determi-
nada quantia, mas teria perdido todos os
bens. O detalhe ndo é isento de impor-
tancia. No século I1I de nossa era, o neo-

entrada de Hipdcrates de Chios
no mundo da geometria ocor-
reu quando ele perdeu todos
os bens por causa de um ata-
que-surpresa de piratas a seu navio. En-
quanto estava em Atenas para dar
queixa contra os salteadores, ele fre-
qiientou reunides de filosofos e pas-
sou a investigar a polémica da quadra-
tura do circulo (vertexto na pdg. 36). Nao
conseguiu descobri-la, masaofazeroen-
quadramento da lunula, acreditou erro-
neamente que dai pudesse pattir para des-
vendar o desafio.
Tal é o relato transmitido por Jodo Fi-
lopono, incansavel comentarista de Aris-

tételes no século VI de nossa era. O epi-  TALES DEMILETD, ilustragao do ivro Veterum et pitagorico Jamblico escreveu uma suma
2.3k s Recentium Medicorum Philosophorumque Icones ; . . 2
sédio, se for real, deu-se quase mil anos (1574}, de Johannes Sambucus- sobre o antigo pitagorismo em dez livros,
antes, por volta de 440 a.C. O préprio nos quais tentava mostrar que tudo o que
Aristételes relatou, no século IV a.C.,  quagdo social dos matemiticos. Na épo-  erabomem filosofia e nas ciéncias provi-
uma versdo um pouco diferente: “Hipo-  ca de Hipécrates — segunda metade do nha dos pitagéricos, quando nao do pré-
crates, ainda que tenha sidoum eminen-  século V a.C. — houve o surgimento de  prio Pitagoras. Uma vez que Pitagoras
te gedmetra, ao que tudo indicaeraingé-  “especialistas”, sobretudo gedmetras: es- nada escreveu, mas tudo descobriu, so-
nuoe estapido paratodooresto. Emuma  ses homens, ao contrério das figuras al- bretudo na geometria, era o caso de ex-
viagem maritima, deixou-selesaremuma  ¢adas condigao de pais fundadores (Ta- plicar como essa ciéncia, privilégio de um
grande soma pelos receptadores da taxa  lesde Mileto, Anaximandro, Pitdgoras...), circulo secreto de discipulos, teria sido
do gilinquagésimo em Bizéncio”. j4 ndo eram fil6sofos universais. transmitida a0 comum dos mortais.
Essa histéria mostra uma situagao Para o leitor moderno, o relato de Filo- Havia duas suposicoes: de que um
bastante comum: a distragio ou a inade-  pono trazumasérie deafirmagdes que,em-  certo Hipésio havia divulgado de manei-
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AESCOLA DE ATENAS, afresco de Rafael, pintado em 15}'.19 na Sala da Assinatura, no Vatic:
simbolizando a oposigo entre idealismo e realismo. A esquerda, Pitagoras (com livro),

rafraudulenta resultados importantes; ou _

de que ele havia designado um dos mem-
bros da confraria (de nome nao revelado)
—equealids perdeu todos os bens — para
que ganhasse a vida ensinando geome-
tria. Filopono inspirou-se nessa idéia, que
era defendida pelos préprios pitagéricos,
como conta Jamblico, e propds que Hi-
pocrates tenha sido tal gedmetra. Para os
dois autores, isso explicava como a geo-
metria se tornava um composto de ensi-
hamentos, compreendendo-se o que era
ministrado pelos sofistas e seus congéne-
res, mediante pagamento.

Alianca Ateniense

Hd que se questionar: por que um na-
tivo da pequena ilha de Chios teria re-
corrido a um tribunal ateniense para
reclamar sobre um ataque de piratas
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(seriam eles atenienses?) ou uma tra-
paca qualquer em Bizincio? Na verda-
de, 0 acontecimento nao é tdo inveros-
simil. Em meados do século V a.C ., 0S
gregos viviam sob diferentes formas de
organizagdo politica, dentre as quais a
mais célebre foi a cidade-estado. E cer-
to que as oligarquias reservavam os po-
deres a um ntimero bem reduzido. Ou-
tros procuravam fazer com que o corpo
civico participasse de diferentes cargos

politicos ou, pelo menos, que tentassem

garantir a igualdade juridica entre os ci-
dadaos: € o caso das democracias. A
prépria Atenas se descreve como uma
meritocracia democrética, na qual eram
combinados eleigio (para os cargos que
exigem certas competéncias, como a da
estratégia, por exemplo) e sorteio (para
fungdes como a do juri popular).

R e T T SRR

ano. Ao centro aparecem Platdo e Aristételes,
representando a aritmética

Sem divida, poriniciativa de Péricles,
na época essas definigdes ocorriam me-
diante pagamento, o que permitia aos ci-
dadaos, mesmo de condi¢io modesta,
participar da vida politica. Assembléia do
povo, conselhos e tribunais eram os prin-
cipais locais de exercicio da politica.

Ocorre que nem tudo era um mar de
rosas, mesmo no roseiral da democracia
ateniense: tais direitos eram cativos de
uma minoria de seus habitantes. Em 431
a.C., em Atenas, a mais importante das
cidades democriticas, os cidadaos — in-
dividuos do sexo masculino e com 18
anos ou mais, no desfrute de seus direi-
tos civicos e residentes na Atica — mal
chegavam a representar 10% da popula-
¢ao total do territério, possivelmente 400
mil habitantes: enquanto s6 os cidadaos
participavam da vida politica da cidade,
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AACROPOLE DE ATENAS, berco grego da geometria, na pintura de 1846 de Leo von Klenze

os estrangeiros ali residentes ou escravos
realizavam as atividades econdmicas
(como agricultura, por exemplo). Esses
eventualmente eram prisioneiros de guer-
ra, ou pessoas pobres subjugadas a servi-
dao em razio de endividamento. O de-
senvolvimento da escraviddo-mercadoria
fez-se assim o correlato da democracia.
As instituicoes financeiras necessi-
tavam de importantes meios financei-
r0s, tanto que na mesma época os ate-
nienses se lancaram em um programa
de trabalhos de grande porte, como for-
tificagdes, emadeiramento dos portos
do Pireu, grandes santurios etc. E pos-
sivel que Hipdcrates tenha visto o esta-
leiro do Partenon: sua construcdo, ini-
ciada em 447, demandou quase dez
anos. Atenas utilizou os recursos natu-
rais de seu territ6rio, sobretudo as ricas
minas de prata. Sua brilhante participa-
¢do nas guerras contra o Império Persa
também lhe rendeu prestigio: ap6s as
vitorias dos anos 480-479 a.C., na se-
qiiéncia da retirada de Esparta e de seus
aliados, os atenienses organizaram uma
alianga, a liga chamada “de Delos”, re-
putada como defensora de seus mem-
bros contra os persas, que logo, porém,
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A CONSTITUIGAD de Chios, uma das primeiras
cidades a estabelecer institui¢des democraticas.
Foi também uma das primeiras a praticara
escravidao em grande escala. Esta escrita é
“bostrofédica’”, isto €, como “o trajeto do boi a arar”:
uma linha que vai da esquerda para a direita, e
depois outra, da direita para a esquerda, e assim
por diante. Nao havia espagamento entre as
palavras, nem pontuacao, nem acentuagao

se tornou o instrumento da hegemonia
maritima ateniense no mar Egeu.

A cidade de Hipocrates, Chios, foi uma
das principais aliadas de Atenas. Incrus-
tada na ilha de mesmo nome, a alguns qui-
16metros da costa da atual Turquia, erauma
das cidades mais ricas. Foi também uma
das primeiras a possuir instituigdes demo-
criticas e a recorrer a escravidao-merca-
doria. A exemplo de todos os-outros, os
cidadaos de Chios se beneficiavam de um
privilégio juridico de Atenas: podiam plei-
tear certas causas naquele tribunal. Portan-
to, a diligéncia de Hip6crates em Atenas
ndo seria procedimento nem um poucoab-
surdo. Acresce-se que a propria Bizdncio
pertencia a liga de Delos.

Todavia, em 440 a.C., no momento
em que a cidade de Samos, outro impor-
tante membro da liga, se revoltou contra
ahegemonia ateniense, Bizancio perfilou-
se junto a ela, enquanto Chios se mante-
ve fiel a suaalianca. A relacio entre os ha- -
bitantes das duas cidades, entretanto, nao
se tornaria muito cordial, o que s6 corro-
bora a anedota de Aristoteles.

Nada permite optar entre as versdes de
Aristételes e de Filopono, nem tampouco
completar o retrato de Hipdcrates que am-
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bas 56 esbogaram. E comum essa desin-
formagao. Nenhum autor da Antigiiidade
teve 0 bom senso de reunir a biografia dos
grandes gedmetras, por mais que o tenham
feitopara os filésofos, oradores, sofistas, po-
liicos e grandes estrategistas. Mesmo para
€855 categorias, 0 exercicio consistia mui-
{0 mais em sacramentar a memoéria de um
grande homem retendo os episédiosde sua
vida — ou suas frases lapidares — do que
em apresentar a obra real do personagem.
Da mesma forma, anedotas que apresen-
tavam gedmetras, para além dos detalhes
inverificdveis nelas contidos, visavam a edi-
ficacdo ou a polémica.
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Origem da C ia
No entanto, a histéria das ciéncias e das
técnicas — ou, tanto mais, o relato de seus
comegos —fascinou os antigos, fossem eles
historiadores, autores trégicos atenienses
(Esquﬂo e Séfocles, no século Va.C.), mé-
dicos ou sofistas. Todos tinham na inven-
a ¢do técnica e nas descobertas cientificas
- balizas importantes para o desenvolvimen-
- to da civilizagio. Essa maestria das artes e
a ciéncias caracteriza a espécie humana. Se,
2 tradicionalmente, essas invengdes estavam
. relacionadas auma divindade oua um he-
- 16i civilizador, o discurso histérico privi-
5 legiado das explicacdes de modo algum
i fazia apelo a0 sobrenatural. Como a Gré-
cia erauma civilizagio recente cercada de
culturas antigas, hd quem defenda que a
; major parte das técnicas e das ciéncias te-
riam sido descobertas por outros povos,
em especial por egipcios, fenicios e babil-
nios, para depois serem emprestadas pe-
los gregos (e evidentemente‘aperfeigoada_s
por eles). A tomada da escrita (aprendida
com os fenicios) e da tradicdo astrondmi-
cadeorigem babilénica, é confirmada pela
pesquisa moderna.

No tocante 2 origem da geometria, a
explicagdo mais aceita foi proposta pelo
historiador Herédoto de Halicarnasso, no
segundo dos nove livros de sua Enquete
(século V a.C.). Ele narra as guerras entre
0s gregos e os barbaros (os povos do Impé-
rio Persa) e investiga suas causas préximas
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e longinquas, o que lhe permite descrever
0s costumes e as instituicdes dos povos. .
Porvoltadoano 445, Herédctofezuma
leitura pblica de sua obra em Atenas. Se-
gundo algumas fontes, sey &xito foi tama-
nho que os atenienses o agraciaram com
uma recompensa oficial consideravel. O li-
vro I1 ¢ dedicado ao Egito. Ele traz a mais
antigamenc3oda palavra grega “geometria”
(dita por Herédoto) a ter chegado aos nos-
sos dias. Os sacerdotes egipcios contaram a
Herédoto que o rei Seséstris dividia o solo
entre todos, atribuindo um lote igual a cada
um e prescrevendo que cada detentor pas-
sariaalhe dever um tributo anual com base
nessa reparticao. Contudo, vez por outra o
Nilolhesarrancava parte de um lote. O pro-
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prietdrio prejudicado ia entdo ao encontro
dosoberano, que averiguava quantodoter-
reno diminuira para entio providenciarum
abatimento proporcional no tributo a ser
pago. Ao que tudo indica, conclufa Heré-
doto, foi isso que ensejou o nascimento da
geometria. Ele acrescenta que os gregos —
sem afirmar quais — transmitiam uns aos
outros esse conhecimento.

O mesmo modelo intelectual foi uti-
lizado para descrever a origem de ou-

tras técnicas cuja invengio resulta da
vontade de reduzir as insuficiéncias da
condi¢do humana: a gramaitica teria
surgido para se antepor as mudancas
ocorridas com o passar do tempo nalin-
gua, perfeita em sua origem. Da mes-
ma forma, doengas e ferimentos teriam
tornado necesséria a medicina. No caso
da agrimensura egipcia, havia o risco
de injustiga fiscal, A correlagdo entre
matematicas, nimeros, equilibrio e jus-
tica, entre direito e calculo era comum
nas sociedades antigas.
Aforgadadescrigao de Herédoto é eti-
molégica: “geometria” constitui-se do pre-
fixo “geo”, derivando de “g€”, aterra, e do
verbo “métrein”, “medir”. Dai a equagio:

“geometria = medida da terra”, e a idéia de
que ela teria nascido da agrimensura. Bem
entendido, nao seria admissivel que Her6-
doto omitisse 0 nome de um ou mais gre-
80s que teriam trazido a geometria para a
Heélade. Mas a tradicio se encarregou de -
preencher essa “lacuna™ Proclo de Cons-
tantinopla, provavelmente seguindo o ras-
tro de Eudemo de Rodes, afirma tratar-se
de Tales. Outros autores nao ficam atris, e
contam de que modo, em Mileto, Tales te-
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PINTURA EM vaso retrata cenas da educag3o grega: o estudo da escrita, em que o aluno utiliza tabua de argila ou
cera, e o ensino da musica, em que professor e aluno tocam lira

ria medido a altura da grande pirimide. E
bem hébil aanedota: combinaaidéiade que
ageometria é de origem egipcia, como que-
ria Her6doto, com a afirmagdo de que Tales
seria o primeiro sdbio grego, como susten-
tamos aristotélicos, e asugestivatese de que
ha uma ligacdo entre geometria e determi-
nagio indireta das distancias inacessiveis.
Haainda outras explicagoes da origem
da geometria. Em sua pega Nuvens (da
qual os personagens sao Sécrates € seus
discipulos), Aristofanes, o célebre poeta
comico ateniense — além de Herddoto, o

ESQUEMAS DE CLASSIFICAGAO das ciéncias. a) 0 “quadrivium pitagérico”, segundo o
neopitagérico Nicomaco de Gerase (séc. II). Este justifica o sistema de Platao (aritmética,
geometria, astronomia, harménica) com a ajuda de trés oposicdes polares: discreto/continuo,
em si/em relagao; n3o0 movido/movido. b) Grandes articulagdes da classificagao das ciéncias
mateméticas ditas de Geminus. c) A descrigao aristotélica das ciéncias matematicas

tinico do século V a.C. a chegar até nés
com alguma referéncia a palavra “geome-
tria” — confere outra interpretagao: ela se-
riaamedida de toda a terra habitada, e ndo
do pequeno territorio distribuido em lotes
em uma coldnia. A tradi¢do grega antiga
remonta essa “geo-metria” — outros acha-
mariam “geo-grafia” — a Anaximandro de
Mileto (século VI a.C.). A partir dessa
época, passaram a existir duas maneiras de
se dar conta do desenvolvimento da geo-
metria: ressalta-se a sua modesta origem
empirica, a agrimensura, € 20 mesmo tem-

Matematicas aplicadas
aos inteligiveis

po a sua implicagdo nas pesquisas mais es-
peculativas de uma pesquisa da natureza
— estrutura (geométrica) do Cosmo, des-
cricao e mapeamento do mundo habita-
do. Esse duplo aspecto do emprego da
geometria, ciéncia pratica ou disciplina in-
dependente, com seus adeptos sendo pra-
ticantes “da arte pela arte”, teriam prolon-
gamentos até nossos dias.

O relato em que Filopono faz referén-
cia a Hipdcrates pressupde que um ensi-
no de geometria era ministrado em Atenas
no século V a.C. Ignoramos isso, mas al-
guns didlogos de Platao representam S6-
crates € matematicos como o sofista Hipi-
as de Elis — e o retrato ndo é favoravel, pois
é apresentado como um tolo vaidoso — e
Teodoro de Cirena, gedmetra contempo-
raneo de Hipdcrates. Assim, o Teeteto traz
o nome de um jovem ateniense, principal
interlocutor de Sécrates no didlogo (os dois
homens tentam definir a ciéncia), alunode
Teodoro e amigo de Plato.

A esse respeito, a tradico relata que o
proprio Platao teria seguido as licdes de
geometria do mestre de Cirena. O acon-
tecimento se passa noano 399 a.C. e faz
alusdo ao curso que Teodoro ministrou.a
seus discipulos: trata-se de um circulo pri-
vado e nao de um ensino institucional. E
verdade que as cidades s6 se encarrega-
vam do ensino elementar. Para além dis-
50, 0s ensinamentos dependiam da ini-

Matematicas

Matematicas aplicadas \
aos sensiveis ‘

Aritmética Geometria

| SERES DISCRETOS | CONTINUDS gt
INDETERMINADO Multiplicidade 3 Grandeza
DETERMINADO em si emrelagado  ndomovida  movida
CIENCIAS
CORRESPONDENTES Aritmética Mdsica Geometria  Astronomia

Ciéncias “hegemonicas”

:

Ciéncias "subordinadas”
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Aritmética

Harmonicas

Geometria Estereometria
Opticas Mecénicas

Canonica

Mecanica

Astronomia

Geodésia  Optica

l Catdptrica |

Optica Cenografia

Astronomia matematica

i

Astronomia de observagao
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GRAVURA DE Matthaeus Merian, publicada em Historische

Herddoto fazendo uma leitura publica de trechos de sua ob

ciativa privada dos sabios e dos recursos
financeiros de seus pais. No entanto, os
didlogos de Platao devem ser tomados
pelo que sio: ficgdes literarias, onde o au-
tor talvez se permita certos anacronismos.

De qualquer modo, na primeira meta-
de do século IV, a geometria adquiriu o es-
tatuto pleno de disciplina. Trés autores da
época, todos atenienses, ddo testemunho
de um debate sobre o lugar imputave] a

- certas especialidades matemticas na for-

magcdo geral. Esses trés autores sao Isécra-
tes, mestre da retérica, o ex-mercenario
Xenéfones e Platio. Os dois tiltimos se de-
claravam discipulos legitimos e veridicos de
Sécrates. Alids, Isécrates e Platao inaugu-
raram cada qual sua escola, tornando-se ri-
vais. Asdisciplinas mais mencionadas nes-
se debate eram a geometria, a astronomia e
os célculos. Para Isécrates e Xendfones, as
matematicas deveriam ser estudadas pelos
jovens. O primeiro chegou a louvar sua vir-
tude pedagégica, comparando-a a uma es-
pécie de gindstica intelectual; contudo, cul-
tivé-las seria algo indigno de um cidadio
adulto responsavel. Xen6fones foi ainda
mais categérico: das matematicas sé basta-
ria ensinar o necessério para a vida cotidia-
na, ou seja, muito pouco. Tal seria, paraele,
o ensinamento de Sécrates.
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ronica (Crdnica histérica), de Johann Ludwig Gottfried, de 1630, mostra o historiador

ra Histdrias, em 445 a,C.

A opgio de Platio foi outra. Ele que-
ria que as matematicas, consideradas in-
dispensaveis estudos preparatérios para
afilosofia, tivessem um lugar importante
na formagao elitista proposta por ele. Os
membros de sua escola — a Academia —
debateram sobre a maneira de descrever
e hierarquizar as disciplinas matemdticas.

Quadrivium Pitagérico
Assim, Platdo promoveu um sistema or-
ganizado segundo quatro especialidades:
aritmética, geometria, astronomia e harmé-
nica (teoria dos intervalos musicais). Os
autores de Antigiiidade tardia atribuirio a
paternidade desse esquema 4 escola pita-
gorica, quando ndo ao proprio Pitagoras,
dai 0 nome “quadrivium pitagérico”, pelo
qual ele seria conhecido na Idade Média.
Quertenha retomado seus predecessores,
quer tenha ele mesmo procedido 4 sua
elaboragdo, Platio se serviu desse esque-
ma para descrever as atividades de certos
matematicos (ndo pitagéricos) e, sobre-
tudo, para organizar o programa de estu-
do dos futuros reis-filésofos da cidade
ideal, exposto no livro VII da Repiiblica.
Aescolha platdnica implicava a exclu-
sdo de estudos de 6ptica e mecanica. Ou-
tros recortes foram propostos, e sem diivi-

=
.

dajé noseio da Academia, segundo a clas-
sificagdo dita “de Geminus”, este o nome
de um filésofo estdico posterior (possivel-
mente do séc. I a.C.) que o retomou e o
enriqueceu. Essa classificacio se funda na
0posi¢ao platdnica entre os seres percepti-
veis pelos sentidos e os seres inteligiveis ou
idéias (ver quadro na pdg. ao lado). O pré-
prio Aristételes criticou tal sistema que ad-
mitia a existéncia de ciéncias mateméticas
cujo objeto seria sensivel, e portanto cot-
ruptivel. Nao obstante, ele descreveu prati-
camente o mesmo conjunto de disciplinas:
aritmeética, geometria, estereometria, geodé-
sia, astronomia, harménica, éptica, meci-
nica, mas com énfase em suas relagoes.
Tais consideragdes, conduzidas em um
quadro filoséfico geral relativo ao conjunto

das atividades humanas, s6 teriam sentido -

se essas disciplinas estivessem bem desen-
volvidas. Aristételes reconheceu que em seu
tempo nenhum conhecimento progrediu
tanto quanto as matematicas. Nao ha diivi-
da de que, nos anos 330-320, a geometria
dispunha do pleno estatuto de disciplina, e
isso querdizer, umaespecialidade matemé-
tica por exceléncia. ]

—_— -
Bernard Vitrac

é pesquisador do Centro Nacional

de Pesquisa Cientifica da Franga
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Determinar a quadratura do circulo por régua e compasso

foi um problema explorado desde o século Va.C, por
geometras como Hipécrates de Chios. Sua impossibilidade
$6 foi confirmada no século XVIII

0CLASSICO PROBLEMA
da quadratura do
efrculo em manuscrito
de Leonardo da Vinci

m um concurso realizado durante as festas dionisiacas de 414
a.C., oteatr6logo Aristofanes apresentou uma comédia repleta
de fantasia, As aves, que lhe valeria o segundo prémio. O tema
da peca era a fundagio de uma cidade nova por péssaros. A
construcdo de novas cidades ndo tinha nada de excepcional para os gregos.
Elas tinham como objetivo a regulagao demogrifica, a resolugdo de alguns
problemas sociais e a instalacio de “colnias” em zonas propicias. Arist6-
fanes gostava de zombar dos novos intelectuais que freqiientavam Atenas
naquela época, com roupas excéntricas e fazendo prospecgdes dificeis de
entender. Sécrates tinha sido a vitima da chacota em As nuvens, e em As
aves era a vez do gedmetra e astrénomo Metdo de Atenas,
Ele era conhecido por ter determinado o solsticio de verdo em 432 a.C.
e pela proposta de reforma do calendario que, segundo Aristéfanes, tinha
indisposto a prépria Lua. Na Peca, o gedmetra propode partilhar o ar em
lotes — afinal era uma cidade de passaros — com a ajuda de instrumentos
classicos como régua e compasso. Na época, as comédias carregavam nas
tintas, e Metdo foi retratado usando “réguas curvas” e “circulo quadrado”.
Seria uma alusdo enigmatica ao célebre problema da quadratura do
circulo? A questao mobilizava os filésofos da época e se tratava de determi-
nar se existe um quadrado com a mesma 4rea de um circulo. J4 que existem
quadrados de drea menor e outros de drea maior que a de um circulo dado,
por que nio haveria um quadrado com a mesma drea do circulo? A ques-
t30 parece ingénua, mas, se raciocinarmos em termos filosoficos, “quadra-
do” e “circulo” pertencem a generos diferentes, e nada garante que a drea
possa ter um valor qualquer independentemente da sua forma. Num re-
gistro comparavel, no século IV antes de nossa era, Aristételes, em sua
Fisica, afirmava que a circunferéncia do circulo eareta(osegmento da reta) (- I
Nn3o tém comprimentos comparaveis. LSA
A maneira pela qual os gedmetras colocam o problema é mais limitada: ~ SABI0 DO SECULOXVI na busca d

SEESS. € | VIR

2 quadratura do circulo (gravura de 1830)
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dado um circulo, trata-se de fornecer um
procedimento para construir o quadrado
— ou seu lado — equivalente, em 4rea, a0
circulo. E claro que é preciso saber quais
dados relativos ao circulo devemos ter para
determinar esse quadrado equivalente. Se
o didmetro e a circunferéncia sdo dados, a
questdo ¢ simples, mas, se apenas o dié-
metro (ou oraio) sdo conhecidos, ela é mais
complicada (ver texto na pdg. 70). Assim,
o circulo, figura simples quanto a forma e
tracado, levanta um problema de uma di-
ficuldade proverbial. A impossibilidade da
quadraturadocirculo por régua e compas-
50 56 seria demonstrada no século XIX.

Redugdo de um Problema
Para exprimir a igualdade das areas, utili-
zava-se o termo “quadratura’, literalmen-
te “tornar quadrado”. Realizar a quadra-
tura de uma 4rea é um problema tedrico,
que nadamais é quea transposi¢do de uma
questdo pritica fundamental: “Qual é a
area de tal propriedade?”. Transposi¢ao
abstrata, pois os gedmetras nao se preocu-
pavam nem com as unidades de medida
utilizadas (na Antigiiidade, elas variavam
de uma cidade a outra), nem em saber se
poderiam exprimir numericamente a late-
ral do quadrado equivalente. O que, alids,
n3o era evidente, haja vista a escala nu-
mérica utilizada na Antigiiidade (inteiros
e fracdes de inteiros). A formulagao em ter-
mos de quadratura — de cubatura, para os

VASO GREGD com cena de As aves, comédia em que
Arist6fanes satiriza os gedbmetras da época
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A ESCOLA DE ARISTOTELES, afresco pintado entre 1883 e 1888 por Gustav Adolph Spangenberg, no prédio

principal da Universidade de Halle, Alemanha

volumes — transformava o problema de
medida numa questao de construgdo.

E facil mostrar, por triangulacdo, que
toda figura retilinea (retangulos, trapézios
e poligonos) é equivalente, em drea, aum
determinado quadrado — ou seja, € qua-
drével. Por outro lado, a questdo se com-
plica quando a figura possui elementos
curvos. Hipdcrates de Chios foi autor de
uma facanha: de uma parte, realizou a
quadratura de trés lanulas, ou meias-luas
(ver quadro na pdg. 39); de outra, a de
certa lanula e de certo circulo, considera-
dos juntos.

Essaartimanhaéoque
Aristételes explicou, em
Primeiros analiticos, como
sendo a reducdo de um pro-

blema: apesar de ndo atingir a so-
lugdo, permite aproximar-se dela.
Substancialmente, sendo toda figura
retilinea quadrével e se, entre o circulo
e uma figuraretilinea (portanto
quadrével), encontramos um
“intermedidrio” quadravel —
por exemplo, a soma de um
circulo e de uma linula —, nos
aproximaremos da solugao da
quadratura do circulo.

] —r w oy -
el

R T

= | - e

Indo mais longe: Hipécrates quadrou
um circulo e certa lanula; se essa linula
fizesse parte das trés de que ele fez a qua-
dratura, entdo o circulo seria quadrével,
pois a diferenca de duas éreas quadraveis
era evidentemente quadrével. Infelizmen-

te, ndo é o caso. Sendo assim, como dizia .

Aristételes, reconhecemos que Hipdcra-
tes se aproximou da solugao: ele foi o pri-
meiro gedmetra grego a conseguir obter 4
quadratura de dreas ndo poligonais.

Acusacdo de Aristételes

O filésofo Jodo Filopono inseriu uma ane-
dota sobre Hipdcrates no comentario que
fez sobre a Fisica de Aristoteles. No inicio
de seu tratado, Aristoteles explica que €
inatil rebater os autores que nao respeitam
os principios fundamentais do dominio
estudado: por exemplo, no adianta nada
ir contra as argumentagdes dos eleatas (fi-
16sofos da escola de Zenao de Eléia) sobre
fisica. Por outrolado, a “quadratura do cir-

culo com a ajuda de segmentos”, fiel aos -

principios da geometria, merece atencao,
mesmo se for para rebaté-la. Assim, Aris-
tételes acusa um gedmetra de ter divulga-
do uma prova inexata dela.

Como sempre, Aristételes ndo dd de-
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talhes, o que abre uma brecha a seus co-
mentaristas. Filopono pensa que Hipo-
crates de Chios é o gedmetra criticado em
Fisica. Ele admite assim que a quadratura
com a ajuda de segmentos é a mesma da-
quela feita “com a ajuda da linula” (sic).
Ele tem razdo em relacio a este segundo
ponto, pois Hipdcrates utiliza a seu bel-
prazer a nogao de segmento de circulo em
suas construgdes. Quanto 4 idéia de que
Hipécrates pretendia ter obtido a quadra-
tura do circulo, fazendo crer que ele tinha
quadrado todas as linulas, F ilopono a tra-
zia de seus predecesores — até o proprio
Atistételes. Este, em Dos argumentos so-
fisticos, cita, de fato, na mesma frase, um
paralogismo de Hipécrates e a quadratura
pelas lanulas como exemplos de falsas pro-
vas que, contrariamente aos sofismas do
filésofo, estao de acordo com os principios
da geometria, mas nem por isso sdo me-
nos falsas.
A acusagio de Aristételes é legitima?

A sutileza dos argumentos de Hipécrates

ndo exclui essa possibilidade. E preciso,

entdo, supor que o primeiro gedmetra que

conhecemos nio eraum ingénuo, masum

trapaceiro? Ou que Aristételes estaria mal

informado enquanto seu discipulo Eudé-

WWW.SCIAM.COM.BR
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As trés limulas de | lipoerdtes

Para quadrar suas ldnulas, Hipécrates demonstrou que elas sao iguais a poligonos
(quadréveis por triangulagao). Contudo, nio so quaisquer ltnulas. Um segmento de circulo é
a area limitada pelo arco do circulo e a corda, tendo eles as mesmas extremidades. Cada
Ilinula é a diferenga entre uma porgao de 4rea do circulo circunscrito a um poligono e um
segmento de circulo construido sobre a mesma base do poligono. 0 argumento de Hipécrates
baseia-se no que chamaremos de principio H: “As 4reas de dois segmentos de circulo
semelhantes tém a mesma relagdo que os quadrados descritos sobre sua base”.

Se & natural dizer que dois setores de circulo s30 semelhantes quando representam a mesma
fatia do bolo (ou seja, quando os angulos com centros AKB e ELF sio iguais, figura a), 0 que dizer dos
segmentos de circulo? Demonstra-se que, se forem tomados dois pontos quaisquer, C e D, dos arcos
complementares AB, os dngulos ACB e ADB nao dependem das posigdes de C e D de seus arcos
respectivos. Eles sdo caracteristicos, um do segmento ACB, outro do segmentoADB (figuraa).

Conseqientemente, os angulos nos segmentos ACB e EPF s3o iguais apenas se os
angulos AKB e ELF também forem. Assim, dois segmentos sao semelhantes se seus

angulos s&o iguais (definigao lll-11 dos Elementos de Euclides). Hipdcrates utilizava,
certamente, essa mesma definigao.

Voltemos ao principio H: ele significa, na figura a, que a relagdo das 4reas dos segmentos
semelhantes ACB e EPF & igual a relagdo AB/EF2,

Na construgao de suas linulas, Hipdcrates combina o principio H com relagdes métricas
simples e deduz delas igualdades entre segmentos de circulos. Dessas igualdades, ele conclui
que algumas ltinulas sao quadréveis.

Linula 1 (figura b]: ABC & um semiquadrado inscrito no semicirculo de didmetro BC. Sobre
BC, Hipécrates constréi um segmento S semelhante aos segmentos s, e s, descritos sobre AB e
AC pelo semicirculo (4ngulos BDC e BEA iguais). Como o &ngulo em A é reto, temos: BC? = AB? + AC2
(teorema de Pitdgoras, verpdg. 60]. Assim, a partir do principio H temos S = s,+s,.Se,do
tridngulo ABC, se separa o segmento S e acrescentam-se 0ssegmentos s, es,, obtém-se a
linula 1. Como o que se acrescenta é igual ao que se retira, a ltnula 1 & igual ao tridngulo ABC.

Ldnula 2 (figura cJ: ABCD é um trapézio em que BA=AD = DC e BC? = 3AB2. Sobre BC,
Hipécrates constréi um segmento S semelhante aos segmentos S;;'S, €5, descritos sobre BA,
AD e DC. Como BC? = 3AB? = BA2+ AD? + DC2 ,temos: S=s + S,+S,. Se, do trapézio ABCD, for
separado o segmento S e forem acrescentados os segmentoss,, s, e s,, obtém-se a ldnula 2.
Pela mesma razao que anteriormente, a linula 2 igual a0 trapézio ABCD.

Lunula 3 (figura d}: EKBH é um trapézio em que EK=KB=BH. Hipcrates impde EZ2 = (3/2) KB2.
Sobre EH, ele constr6ium segmento de circulo S passando por Z. As retas EZ e ZH cortam os
segmentost, et, de forma quet, =t,=(3/2) s,=(3/2)s,,apartirda condi¢do imposta a EZ (s,s,e
S, S80 0s segmentos descritos sobre EK, KB e BH). Temos ent3o: Y= &5+ s,.Se, dareunido
dos trés triangulos EKZ, 7KB e BZH, se Separarem os segmentos t, e t, e acrescentarem os
Seégmentos s, s, e s, obtém-se a linula 3. Portanto esta & igual a reunido dos trés triangulos.

@) Uma secante AB de um

segmento circulo de centro K corta
decirculo base dois segmentos de
circulo de tamanhas

desiguais (se AB ndo &~
didmetro): um, ACB, &
menor que um
semicirculo; 0 outro, ADB,
€ maior. Aqui, os
segmentos EPFe ACB
sio semelhantes; b)
Lunula 1; ¢] Linula 2;

d) Linuka 3
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A duplicagdo do cubo

Segundo Eratdstenes, Proclo e Eutécio, Hipdcrates foi o primeiro a
reduzir o problema da duplicagéo do cubo ao da insergao de duas
médias proporcionais entre dois segmentos. Quando quatro
segmentos AB, CD, EF e GH sdo continuamente proporcionais [ou
seja, quando AB/CD = CD/EF = EF/GH), os sabios da Antigliidade

_ diziam que a relag3o AB/GH é a relagao triplicada de AB/CD. Como

escreverfamos, em termos modernos: (AB/GH) = (AB/CD)°.

Imaginemos que o segmento GH seja o dobro do segmento AB.
Se inserirmos entre eles duas médias proporcionais, CD e EF, a
relago do cubo de aresta AB ao de aresta CD sera a mesma de AB
e GH: o cubo de aresta CD seré o dobro do cubo de aresta AB.

Pode-se generalizar o problema para qualquer relagao imposta
entre AB e GH. Para arquitetos e outros especialistas em
montagens e construcoes, o interesse é evidente: ele permite que
se construam templos ou reproduzam maquinas de guerra em
diferentes escalas, com a condi¢ao, no entanto, de que a insercao
dessas duas médias seja efetivamente realizavel.

Entre as solugdes compiladas por Eutdcio, distinguem-se dois
grupos: as solugdes de Arquitas, Menecme, Didcles e certamente Eudéxio
(puramente tedricas). Afora as de Didcles, essas sdo as mais antigas; e
as solugdes de Filon de Bizéncio, Eratéstenes, Nicomedes, Apolonio,
Heron, Sporus, Pappus e aquela atribuida a Plat3o. Todas utilizam um
dispositivo instrumental mais ou menos complexo. Filon, Heron e Pappus

apresentavam, alids, suas solugGes em Introdugéeé a mecdnica.

0 instrumento mais ambicioso era 0 mesolabio de Eratéstenes
que, teoricamente, permitia tomar tantos meios quantos se quisesse
entre dois segmentos. Um exemplar foi consagrado num templo,
acompanhado por um epigrama dedicado ao rei Ptolomeu |ll. Eutdcio
o copiou. Eratéstenes criticou as solugdes anteriores (de Arquitas,
Menecme e Didcles), segundo ele muito trabalhosas, enquanto a sua
era tao simples. Depois, Nicomedes, em seu tratado sobre as
conchdides, fez Ihe a mesma critica.

G E C A K

B AB/GH=(AB/CD)’

H J

0 MESOLABIO DE ERATOSTENES, segundo Pappus: trés triangulos retangulos
idénticos deslizantes num quadra GHJK. O primeiro é fixado em H, os dois
outros correm. Para encontrar duas médias proporcionais entre AB e GH,
sendo B um ponte qualquer de AL, alinham-se sobre HB as intersecgoes Fe
D, deslocando os tridngulos. A partir do teorema dito de Tales, AB, CD, EF e GH
Sao proporcionais

mio de Rodes escrevia uma histéria da
geometria? Ou ainda que, sendo o pri-
meiro a elaborar uma teoria da demons-
tracdo, nao tinha compreendido o que
Hipdcrates fazia?

Essas explicacdes sdo pouco plausi-

veis. O que quer que seja, o cardter alu-
sivo das afirmacoes de Aristételes teve
uma feliz conseqiiéncia: no século VI,
seu comentador Simplicius, constatan-
do o desacordo das interpretacdes ante-
riores, se reporta a histéria da geometria
de Eudémio. Ele afirma que a citara fiel-
mente pois é um testemunho préximo da
época dos fatos.

O fragmento assim transmitido — um
dos mais importantes testemunhos que
chegou até n6s sobre a geometria pré-eu-
clidiana — é precioso. Ele confirma que
Hipdcrates no tinha perdido a esperan-
¢a de resolver a quadratura do circulo pe-
las lanulas. Ele havia, efetivamente, con-
seguido, insiste Eudémio, quadrar trés
lanulas cujos arcos exteriores eram,
respectivamente: igual a um semicircu-
lo; maior que um semicirculo; menor.

40 SCIENTIFIC AMERICAN BRASIL

O fato de uma lnula ser quadrével tem,
portanto, uma certa forma de universali-
dade: ele ndo esta reservado s linulas
menores ou iguais a um semicirculo, por
exemplo. Mas isso nio significa que se
tenha conseguido, como sugere Eudémio
(ou Simplicius?), a quadratura de qual-
quer lanula. Na verdade, existem apenas
cinco ltnulas quadraveis, mas isso seria
estabelecido s6 em 1766, pelo matema-
tico finlandés Martin Wallenius.

O que dizer sobre a acusagio de pa-
ralogismo? Arrisquemos uma conjectu-
ra. Em seu comentirio, antes de citar a
autoridade de Eudémio, Simplicius rela-
ta as explicacdes de seu predecessor Ale-
xandre de Afrodisia (séc. IT d.C.), que
dispunha de outra fonte muito simplifi-
cada dos trabalhos de Hipdcrates:
1 — A quadratura (solitiria) de uma tnica
lanula (a mais simples). 2 — Uma versdo
(simples) da quadratura da combinagaode
um semicirculo e uma outra linula. Ale-
xandre afirmava que o circulo seria, por-
tanto, quadravel por subtragdo.

Existiriam assim duas versoes do

trabalho de Hipécrates. Aristoteles teria
lido a ruim? Nao sejamos tao categoricos
antes de examinar dois outros pontos. Por
um lado, quando menciona o paralogis- .
mo de Hipdcrates, Aristoteles se refere as
pseudographemata, “falsas provas”; por
outro, no século V, Proclo explica que
Euclides (século III a.C.) tinha escrito
uma coletdnea de “pegadinhas” geomé-
tricas para completar os Elementos, desti-
nada a deixar os aprendizes alertas contra
possiveis erros. Essa obra era intitulada
Pseudaria, mas outros autores a chamavam
de pseudographemata.

Minha hipétese é a de que essa duali-
dade pedagégica — coletanea de‘elemen-
tos veridicos/antologia de pegadinhas é
mais antiga que Euclides. Talvez remonte
até mesmo a Hipdcrates. A partir de seu
estudo rigoroso das ltinulas (que se inscre-
via na temética da redugao dos problemas,
e cujo eco aparece nos Primeiros analiti-
cos), Hipécrates, ou um de seus sucesso-
res, tinha formulado uma falsa quadratura
do circulo pela via das lanulas — “pseudo-
graphema”, ao qual Dos argumentos sofisti-
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c0s de Aristoteles fazem alusio. Nao ha
12230 para supor que Aristoteles tenha
seenganado: ele e seus auditores distin-
 guiam os dois tratamentos. Por outrolado,
* 0s comentadores — ndo vamos esquecer
que meio milénio separa Aristételes e Ale-
xandre — ndo tém mais os meios de fazera
diferenca: Alexandre e Filopono sdo pe-
05 pela armadilha; Simplicius, perplexo,
compila os principais pontos divergentes.
O objetivo de Hipo-
crates, como vimos, era
obter uma reduggo, apro-
ximar-se da solugdo. Isso
pode ser confirmado por
meio de outro célebre pro-
blema da geometria grega,
o da duplicagdo do cubo:
“Construirum cubo duplo
apartirde um cubodado”.
Duas histérias (pelo me-
nos) pretendem restituir a
origem desse problema:
uma coloca em cena Mi-
nos, querendo dobrar o
timulo cabico projetado
por Glauco; a outra figu-
ravanas Platonicas de Era-
tostenes. Os habitantes da
ilha de Delos, acometidos
por uma pestiléncia,
consultam o oriculo de
Apolénio, que os ordena
aduplicar seu altar. Seus
arquitetos, incapazes de
resolver o problema, diri-
gem-se entdo a Platdo.
Este lhes diz que Deus os
repreende por negligen-
ciarem a geometria.
Virios autores contam essas histérias,
principalmente Proclo e Eutécio, que,
seguindo Eratéstenes, afirmam que Hi-
pdcrates fora o primeiro a reduzir esse pro-
blema ao da insercao de duas médias pro-
porcionais entre um segmento de retae seu
dobro. E sobessaforma generalizada —“in-
serir duas médias proporcionais entre duas
retas dadas” (e entre uma reta e seu dobro)
— que a questdo seria estudada.

WWW.SCIAM.COM.BR

Hipdcrates ndo a resolveu, mas Euté-
cio relata uma diizia de solugdes (ver qua-
dro na pag. 40), entre as quais uma, ins-
trumental, € atribuida a Platdo. A reducio
de um problema por outro, primeira for-
ma de realizagzo analitica, era entdo uma
caracteristica da geometria de Hipécrates:

Além de todas essas incertezas, o frag-
mento de Hipdcrates-Eudémio transmi-
tido por Simplicius ¢ interessante princi-

EUCLIDES REPRESENTANDO SUA geometria em detalhe da pinturaA Escola de Atenas, de Rafael

palmente porque mostra que, desde aquela
época, o estilo da exposicao geométrica é
proximo daquele que encontraremos em
seguida nos Elementos de Euclides e en-
tre os gedmetras alexandrinos. Dois tragos,
principalmente, s30 comuns as duas épo-
cas: aacao de Hipécrates é demonstrativa
e articula um texto justificativo e um dia-
grama com letras (ndo um croqui mudo
sugetindo simplesmente formas como al-
guns motivos decorativos, mas uma figu-

ra cujos elementos — extremidades, late-

rais, arcos de circulo — sdo designados por
letras). Ela desvenda o estado final de uma
construgdo cujas etapas foram descritas (e
justificadas) no texto, prec1samente gragas
ao uso das letras.

Esse procedimento, t3o simples e fa-
miliar aos estudantes de hoje, é caracteris-
tico da geometria grega antiga. Ele estava
provavelmente ligado 4 vontade de espa-
Ihar o resultado matemati-
co por escrito. Em uma
apresentagdo oral, mostra-
se tal linha, aponta-se tal
angulo com o dedo, fala-se
do ponto “abaixo”, do cir-
culo “a esquerda”, da “reta
principal”. Ora, um texto
geométrico redigido ape-
nas com a ajuda de tais
indicagdes é pouco com-
preensivel fora de uma tro-
ca verbal, e as construcdes
estudadas seriam limitadas.
A das ltinulas ja nao € mais
totalmente elementar (ver
quadro na pdg. 39).

Como a progressio de
Hipdcrates erademonstra-

principio inicial. Segundo
Eudémio, ele seenunciada
seguinte maneira: “Os seg-
mentos de circulo seme-
lhantes tém, um e outro, a
mesma relagao que os dos
quadrados descritos sobre
suas bases.” Eudémio
acrescenta que esse princi-
pio, por sua vez, se demonstrava (talvez no
conjunto de elementos que se atribuem a
Hipécrates) a partir de um teorema: “Os
circulos tém, um e outro, a mesma rela-
¢do que os quadrados descritos sobre seus
diametros”. Dito de outra forma, se o di4-
metro de um circulo é o dobro de outro,
sua drea serd o quidruplo da do outro; se
ele € trés vezes menor, a drea serd nove
vezes menor. Esses exemplos numéricos
sao faceis de compreender, mas o resul-
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tado geral ndo é facil de comprovar. Bas-
taler a Proposigdo 2 do 12°livro de Ele-
mentos de Euclides, que faz essa demons-
tracdo. Infelizmente, ndo conhecemos a
prova de Hipocrates.

Outro fato interessante sugerido pelo
fragmento de Eudémio: o objeto funda-

_mental da geometria de Hipdcrates € a

figura, seus elementos constitutivos (ex-
tremidades, dngulos, laterais, faces ou
ireas delimitadoras, no caso dos sélidos)
e suas propriedades — e ndo 0 espaco de
suas transformagdes, como para 0s mo-
dernos. Na linguagem de Aristoteles —
criticada na Antigiiidade —, a geometria
é uma espécie de “fisica” abstrata: 0 geo-
metra antigo examina as coisas “isolan-

do-as”, considerando-as em si, abstrain-
do algumas caracteristicas (cor, peso;
matéria que as compde...), para feter
apenas trés propriedades: forma, tama-
nho (os gedmetras dizem “grandeza”) e
posicdo. Em geral, ele’prevé figuras imo-
veis. Utilizar €, para jsso, geometrizar o
movimento foi um dos grandes proble-
mas epistemolégicos afrontados na An-
tigilidade, sem éxito.

Claro que o gedmetra ndo se con-
tenta com esse ponto de vista substan-
cial. Ele compara também as figuras,
por exemplo, quanto 2 forma (elas sao
parecidas?), quanto a grandeza (com-
paragao das dreas, dos comprimentos
etc.), ou ainda quanto  posico (tal reta
é tangente a tal circulo, tal poligono estd
inscrito ou circunscrito a tal circulo

particular em suas exposigoes sistema-
ticas tais como os Elementos de Euchi-
des, manterdo essa dualidade entre ca-
racteristicas geométricas dos objetos e
as relacoes entre eles.

Grandes Questoes

Essa maneira de abordar os seres geomé-
tricos determina também o tipo de ques-
to que se coloca a respeito desse assunto.
Como vimos, Hipécrates se empenhouem
resolver, ou pelo menos reduzir, os pro-
blemas. A resolucio ¢ a atividade funda-
mental do gedmetra e, mais geralmente, do
matematico da Antigiiidade. Assim, o as-
trénomo d4 conta dos fendmenos celestes:
deslocamento do nascer e do por-do-sol
sobre o horizonte entre os tropicos, fases

dalua, eclipses, variagao da duragaodo dia

SEGUNDOALENDA,0 . K . )
problema da duplicagao do etc.). A geometria da Antigiiidade, em € da noite de acordo com a época do ano
cubo teria sido proposto por ou a latitude do lugar, movimento com-
Apolo, no ordculo de Delfos. g
Uma delegacio teria plexo dos planetas (principalmente suas es-

tagoes e retrogradagdes aparentes) etc. O
mecanico explica por que e como move-
mos um objeto pesado usando uma peque-
na forca. A questdo fundamental do har-
monico é que alguns intervalos musicais, -

| consultado sobre o que fazer
\ para livrar Atenas da peste
“ {que ocorreu cerca de

[ 430a.C.—naGuerrado

{ Peloponeso), € ele teria

| pedido que seu altar,em

i forma de cubo, fosse

| duplicado

ERIC E DAVID HOSKING/CORBIS

COmO as oitavas, s30 consonantes e Outros,
como o tom, ndo sdo. A partir dai, como
construir uma escala? ‘o

Os grandes problemas induziam uma
ligacao intelectual que ia além das rela-
¢Oes entre mateméticos contemporaneos.
Um grande problema afetava o desenvol-
vimento de vérios dominios, mesmo se
apenas uma parte da comunidade dos sé-
bios se interessasse por ele: ele sugeria pis-
tas de pesquisa, ocultava outras, era a
oportunidade para testar métodos para
outras questdes. Sua resolugao necessi-
tava, as vezes, de longas pesquisas, uma
paciente acumulagao de resultados inter-
mediérios que, no caso da geometria,
constituiriam varios teoremas consigna-
dos em conjuntos de elementos.

Na geometria, uma das categorias fun-
damentais de problemas é a constru¢ao de
figuras que satisfagam condigdes. Algumas
s30 bem simples: encontrar um quadrado
duplo a partir de um quadrado dado.

ESPECIAL ANTIGUIDADE



Maquina de Nicomedes ¥4

genéricas desse tipo. 0 ponto E da régua KZ fica

Outras s3o bem mais dificeis, tais como as
evocadas a propésito de Hipécrates: en-
contrar um cubo que seja o dobro de um
cubo dado, construir duas retas médias pro-
porcionais entre duas retas dadas. De fato,
os gedmetras devem refletir
sobre os meios de que dis-
poem para resolvé-los. Dai,
as conseqiiéncias globais
sobre a organizacdo da geo-
metria, e quais s3o as cons-
trucdes elementares apro-
veitdveis? Como deduzir
quais s3o as manipulagdes
possiveis sobre as figuras?

O caso mais conhecido
€ aquele dos primeiros li-
vros de Elementos: ao intro-
duzir trés postulados, Eu-
clides se baseia em tracar
uma reta de qualquer pon-
to a qualquer ponto, prolongi-la e tracar
um circulo de centro dado passando por
outro ponto dado. A partir dai, ele cons-
trdi figuras simples — tridngulo, quadrado
— eindica como tragar uma perpendicular
a uma reta dada, como dividir em duas
partes iguais um segmento etc. Isso cons-
titui a “caixa de ferramentas” do gedme-
tra. Dizemos que a geometria plana de
Euclides utiliza-se de “régua e compasso”,
apesar de nenhum instrumento ser men-
cionado em seus postulados.

E pouco provavel que os efeitos de tal
limitagao fossem sentidos por Hipocrates.
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Fara construir sua terceira ldnula, Hipécrates busca o segmento de comprimento EZ, de forma que E esteja sobre
um circulo dado (o circulo de centro K e raio KB); que Z esteja sobre uma reta dada (a mediatriz A de KBJ;e,
finalmente, que o prolongamento de EZ passe pelo ponto fixo B. Essa construgao, chamada neusis, é realizavel
pelo método “régua e compasso”, mas Nicomedes, na passagem do século lll para ll a.C,, introduz uma familia de
curvas, as conchdides — assim como um instrumento paratraga-las (a dir. ] —, que permitem construgoes mais

esquadro desliza sobre a incisdo HO da régua. Qualquer que seja sua inclinagao, o segmento EK, de comprimento

restrito a ranhura AB do esquadro, assim como o ponto A do

fixo, é tal que seu prolongamento passe sempre por A. Alinha
AMN descrita por K é chamada de “conchéide principal” por
Nicomedes, que a utilizava para inserir duas médias
proporcionais entre duas retas dadas [obtém-se as outras
conchéides variando a relagdo AE/EK).

Na construgio da terceira linula, ele colo-
caosegmento EZ, de comprimento dado,
de tal maneira que o ponto E esteja sobre a
circunferéncia de didmetro AB, o ponto Z
sobre a reta KH e que EZ, prolongado,

PAGINAS DO LIVRO X! dos Elementos, de Euclides, com as proposi¢des 31 a 33,
sobre o volume dos paralelepipedos. Manuscrito em grego do século IX

passe por B (ver quadro acima). Os get-
metras da Antigiiidade chamam esse tipo
de construgao de neusis (“inclinagao”). Hi-
pocrates nao da explicagoes.

Pode-se mostrar que essa construcao
preliminar é realizével “pela régua e com-
passo”, mas pode-se também imaginar
que Hipécrates se apoiava no uso de ou-
tro instrumento: uma espécie de régua
graduada, deslizante, onde teria marca-
do o comprimento EF para, em seguida,
colocd-lo de acordo com as condicdes ne-
cessdrias. A idéia seria retomada por ou-
tros matematicos, principalmente Nico-

medes, em seu estudo das conchéides.

Os gedmetras da Antigiiidade enten-
diam — sem poder demonstrar — que a
complexidade dos problemas varia segun-
do os meios utilizados para sua resolucio.
Noséculo IV, Pappus de Ale-
xandria relatou uma classifi-
cacdo dos problemas segun-
do trés espécies, em funcdo
das linhas utilizadas para re-
solvé-los. Ele distinguiu os
problemas “planos”, solucio-
ndveis por combinagdes de
retas e circulos (comona geo-
metria plana de Euclides); os
“solidos”, que requerem a uti-
lizagdo de uma ou mais coni-
cas (ver artigo na pdg. 80); e
0s problemas “lineares”, cuja
resolugao apela para curvas
ainda mais complexas (o que
implica saber construi-las).

Essa reparticdo, fundada na pratica
geométrica, remonta certamente época
helénica (talvez devido a Apolonio de Per-
ga). Hipécrates, primeiro autor ao qual se

BIBLIOTECA DO VATICANO

. atribuem os Elementos, langou-se 3 reso-

lugao de problemas como a duplicagio do
cubo e a quadratura do circulo, nio solu-
cionaveis “pela régua e compasso”: é im-
pressionante constatar que ele teria exer-
cido seus talentos nas trés categorias da
classificagio dos problemas (plano, sélido
elinear), s6 mais tarde elaborada pelos geo-
metras alexandrinos. (BV)
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Tradicdao em

exandria

No século 111 a.C., a cidade fervia de intelectuais e de matematicos,
que tomaram conhecimento dos trabalhos dos colegas enquanto ali
estavam e trocaram correspondéncia durante a produgdo de suas obras

MAPA DE ALEXANDRIA publicado no livro Civitates
orbis terrarum, de Braun e Hogenberg, ca.1572




m 246 a.C., Ptolomeu III
Evergetes partiu para Antio-
quia. Era o inicio da terceira
guerra da Siria. Ele acabara
de subir ao trono e de se casar com Bere-
nice, filha de Magos de Cirene. Na sua
partida, ela fez uma promessa caso Pto-
lomeu retornasse vitorioso, o que ocor-
reu. Ela deu um cacho de cabelo ao tem-
plo de Afrodite, porém, no dia seguinte,
a mecha sumiu. O astrénomo Cono de
Samos — querendo favores do rei — disse
ter encontrado o cacho no céu. Mostrou
sete estrelas (entre as constelages de Ledo
e Virgem) que, disse ele, pertenceriam a
cabeleira de Berenice.

Esse é o relato feito por varios autores
gregos e latinos inspirados na elegia com-
posta por Calimaco de Cirene — autor dos
catdlogos da Biblioteca de Alexandria —
paracelebrar o acontecimento “astrondémi-
co-capilar”. E possivel que Calimaco te-
nha apoiado seu compatriota Eratostenes
para que este obtivesse o posto de biblio-
tecario, ocupado até entdo por seu rival, o
poeta Apolénio de Rodes. Talvez por gra-
tidao, Eratostenes, quando compds sua
antologia de mitos astrais, assinalou a lo-
calizacdo da cabeleira, embora mais sobria-
mente que Cono, mencionando porém,
que se via ali a Coroa de Ariana.

Cortesaos ou simplesmente amigos
da familia real, Erat6stenes e Cono bri-
lhavam em matemdtica. Ambos troca-
vam correspondéncia com Arquimedes
de Siracusa. Este demonstrava toda sua
admiragio pela capacidade excepcional
de Cono em geometria. Eratostenes foi,
a0 mesmo tempo, poeta, mitdgrafo, his-

toriador e matemético. Ele mesmo se de-
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A SUPOSTA CUNSTELAI;AD Cabeleira de Beremce, em mapa cnieste de Hevehus, 1690

signava como “filologo”. Suas conquis-
tas foram muitas, como a cronologia da
hist6ria grega (que inicia com a guerra
de Tr6ia) e o método para determinar na-
meros primos. A mais famosa diz respei-
to a geografia matemdtica: as conquis-
tas de Alexandre e as recentes viagens
de exploragao tinham ampliado os li-
mites do mundo e, na sua Geografia,
Eratéstenes retificou o mapa. E propés
o cdlculo da circunferéncia da Terra,
considerado seu principal trabalho (ver
quadro na pag. 46).

Gléria Através dos Livros

As condicdes politicas tinham mudado
bastante: as cidades-estado estavam em-
pobrecidas com os constantes conflitos.
Alexandre arrastara os gregos na sua

> noon: \0

Y o \\ e

conquista do Império Persa e precisou
helenizar o imenso territério conquista-
do e desorganizado. A unidade do Im-
pétio foi mantida por um tempo, mas era
uma ilusao. Generais de Alexandre go-
vernaram vastos territorios em seu nome.
Durante 40 anos, alguns tentaram, em

vao, reconstituir o Império, outros que- _

riam transformar em reino o territério
que administravam.

Ptolomeu, filho de Lagos, fundador
da dinastia dos Ptolomeus, governava o
Egito e proclamou-se rei em 306 a.C.
Mudou-se para Alexandria, regido que,
dizia-se, havia sido escolhida pelo pré-
prio Alexandre, pois permitiria a implan-
tacdo de um porto maritimo. No decorrer
do século I a.C., Alexandria tornou-se
amaior cidade do Mediterrdneo. Em 297,
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Ptolomeu, conhecido como Soter (o sal-
vador), acolheu Demétrios de Phalere,
cassado de Atenas, onde fora governador
(imposto pelos macedénios) por dez anos.
Ele era discipulo de Teofrasto, primeiro
sucessor de Aristételes a frente do Liceu.

Conta-se que Demétrios aconselhou
oreia fundar um museu, instituicdo eru-
dita concebida segundo o modelo das es-
colas filoséficas atenienses: uma confra-
ria voltada para o culto das musas. Os
santudrios consagrados a elas eram as-
sociados a um culto funerario ou acolhiam

A medida da circunferéncia terrestre por Eratostenes

Eratstenes observou a sambra do Sol para ealcular a circunferéncia do planeta. Em um diado
solsticio de verdo na cidade de Cirene [representado pelo ponto C na figura ao lada], quando o Sol

estava no meridiane [meio-dia), ele notou que o fundo de um poga vertical era iluminado sem
nenhuma sombra. Ele deduziu dafque Cirene estava sobre o trépico de verao. No mesmo dia e na
mesma hora, ém Alexandria [A], 3 sombra medida com a ajuda de um gndmon [haste AG] ajustada
numa semi-esfera (escafa) representavaa 50%parte da circunferéncia da dita esfera.

Como o Sal estava muito distante da Terra, Eratdstenes supds que seus raios eram paralelos.
Ele imaginou também que as duas cidades estao na mesma meridiano, o que ndo ¢ verdade.
Deduziu (pela proposicao |-29 de Euclides) que os angulos RGA e ADS eram iguais. 0 arco ACé,
portanto, a 50* parte da circunferéncia da esfera terrestre, Sabendo que a distancia Alexandria —
Cirene fora medida e equivalia a 5.000 estadijos, Eratastenes obteve uma circunferéncia terrestre
de 250 mil estadios. Como ele dividia o circulo em 60 partes [e nao em 360, ele aumentou seu

resultado, adotando 252 mil estadios.

templo. E nao ha descri¢do detalhada do
museu no petiodo ptolomaico.

Ha poucas evidéncias para resolver a
questdo. Vejamos dois exemplos: em 48
a.C., César ficou sitiado no palacio de
Alexandria, que incluia o museu. Ele
ateou fogo na frota inimiga e o incéndio
passou para um bairro vizinho ao porto,
onde um depésito de livros (e de trigo)
foi destruido. Alguns historiadores con-
sideram que nesse episodio ocorreu a des-
trui¢do da grande biblioteca — mas isso
s6 teria ocorrido se ela se localizasse per-

-to do porto e ndo no museu. Segundo:

ERIKA ONODERA

se beneficiaram do mecenato ptolomaico
no museu. Nenhuma grande figura cien-
tifica do periodo helenistico ficou conhe-
cida por ter sido membro do museu, es-
tudando ou ensinando, entre os séculos
III e I a.C. Entretanto, se a biblioteca
pertencia a0 museu, entdo Eratostenes,
que o dirigiu por muitas décadas, foi
membro dela.

As instituicoes eruditas fundadas
pelos Ptolomeus trabalharam na con-
servagdo de livros e na edigdo critica de
textos — confrontar copias divergentes
de uma mesma obra (conseqiiéncia da

concursos literarios para honrara memo-
‘ ria de um grande poeta. '

O museu de Alexandria tinha outra
amplitude. Era destinado a acolher e en-
| corajar o trabalho de vérios intelectuais
' protegidos do rei. Demétrios teria tam-
‘ bém preconizado a constituicdo daquilo
| que se tornaria a maior biblioteca da An-

tigiiidade. A época de Alexandre havia
[ terminado e as grandes conquistas mili-
|

n3o sabemos nada sobre mateméticosque  produg¢do manuscrita); escolher uma

tares seriam dificeis naquela regiao. Pto-
lomeu percebeu que havia conquistado
um outro tipo de gléria com o museu e as
| colecoes de livros.
Abiblioteca era uma institui¢do inde-
i pendente ou tratava-se apenas de uma
! ‘ parte do museu? Historiadores modernos
i‘ divergem sobre esse ponto. A palavra
\ “biblioteca”, em grego, designa tanto um
I local que abriga livros como uma prate-
leira instalada, por exemplo, dentro de um

PINTURA DE 1813, de Vicenzo Camuctini, retrata o rei egipcio Ptolomeu |l visitando a Biblioteca de Alexandria
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variante como auténtica sem desapare-
cer com as outras etc. Essas operagdes
importantes foram feitas por editores
alexandrinos, precursores dos fillogos
modernos. Baseavam-se principalmen-
te em textos poéticos, mas é possivel
que alguns, como Eratostenes, tenham
editado textos cientificos.

E muito provavel que algumas cién-
cias matemiticas tenham despertado o
interesse dos Ptolomeus. No preficio
de seu tratado sobre o termoscépio
(aparelho sensivel a variagio térmica),
0 matematico e mecdnico Filon de Bi-
zancio afirma que elas foram aprimora-
das pelos engenheiros alexandrinos
gragas ao apoio do rei, apaixonado pela
técnica. O aperfeicoamento das maqui-
nas de guerra ou do mapa-mindi inte-
ressava o poder publico. Entretanto,
n3o havia o mesmo entusiasmo pela
pesquisa fundamental.

Diferentes relatos contam o apetite
de Ptolomeu III pelos livros e os proce-
dimentos pouco ortodoxos empregados
para obté-los. Ele ordenou que todos os
livros de viajantes que desembarcassem
em Alexandria fossem copiados. Deta-
lhe: quem ficava com as cépias eram os
antigos donos.
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0 MAPA-MUNDI de Eratéstenes. Seus eixos principais s3o o paralelo e o meridiano de Rodes

O rei ainda pediu aos atenienses li-
vros de Séfocles, Euripides e Esquilo para
copid-los. Provavelmente eram exempla-
res oficiais, organizados no fim do século
IV a.C. por iniciativa do orador Licurgo,
para preservar os textos das modificagdes
que os autores ficavam tentados a intro-
duzir. Os atenienses pediram um depési-
to de 15 talentos de prata (cerca de 400
kg) como garantia. Ptolomeu guardou os
originais (sacrificando sua caucio) e de-
volveu as copias. Em todos os relatos eram
mencionadas obras de medicina, dos tra-
gicos atenienses, da Biblia, de Aristételes,
mas nunca de aritmética ou geometria.

Prefacios Preciosos

A atmosfera intelectual e as oportunida-
des oferecidas pela grande cidade cosmo-
polita atraiam aventureiros, traficantes de
livros, sbios e estudantes de toda parte.
Os matemiticos ndo escapavam desse
entusiasmo: a atragdo exercida por Ale-
xandria, principalmente entre os anos
300-1504a.C., manifestou-se de duas ma-
neiras. Primeiro, pelos textos dos prefa-
cios que os tratados mateméticos conti-
nham e, segundo, pelo fato de uma obra
matematica ser conservada quando seu
autor estava associado a cidade.

Ignoramos a origem da pratica do pre-
facio cientifico. Os tratados mais antigos
conservados, os de Autélico de Pitane, de
Aristarco de Samos ou os Elementos de
Euclides, ndo os continham. Os primei-
ros que conhecemos sdo dos seis tratados
de Arquimedes. Eram cartas que acom-
panhavam o envio dos tratados a corres-
pondentes alexandrinos: Dositéia de Pe-
lusium e Erat6stenes (ver quadro na pag.
48). Esses prefacios foram preciosos para
a compreensao das mateméticas do perio-
do helenistico.

Desse periodo, dispomos de 15 pre-
facios de cinco autores: Arquimedes, Fi-
lon de Bizancio, Diocles, Apolénio e
Hipsicles de Alexandria. Esses textos
mostram que os mateméticos nao estavam
concentrados em Alexandria, mas espa-
lhados pela bacia mediterrinea: a Grécia,
asilhas, Asia Menor, Egito, Libiae Mag-
na Grécia (o conjunto que formava o
mundo grego da época). Além da cidade
de Arcadia, onde morou Diocles, sio
mencionadas Bizincio, Tasos, Samos,
Perga, Pérgamo, Efeso, Tiro, Rodes, Ale-
xandria, Cirene e Siracusa. .

Os matematicos mantinham contato
uns com os outros, trocando obras ou fa-
zendo visitas. No século I a.C., Basilide
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de Tiro foi a Alexandria e encontrou o pai
de Hipsicles; o gedbmetra Néucrates foi
héspede de Apolonio de Perga em Ale-
xandria e incitou-o a redigir seu tratado
sobre as secdes conicas; tratado esse que
enviou em seguida para Eudemo, que
havia encontrado em Pérgamo e, parece
também, em Efeso, com o gedmetra Fi-
lonides. Apolénio mandou o filho levaro
segundo livro do tratado das se¢oes coni-
cas a Eudemo, que foi encarregado de
transmiti-lo a Filonides, caso ele estives-
se de passagem por Pérgamo. No século
111 a.C., Arquimedes enviou seus proble-
mas a Cono e a Dositéia e Eratostenes.
Herclito teria sido o intermedirio.

Geometras se Desafiavam

Seria exagerado falar em controvérsias na
geometria, principalmente se comparar-
mos com as disputas em filosofia ou em
medicina antigas. Entretanto, os autores
desse periodo cultivavam o desafio. Os
preficios eram uma maneira de apresen-
tar problemas aos colegas, resolver os que
eles haviam proposto e até criticar solugdes
imperfeitas sugeridas pelos outros.
Arquimedes enviou a virios corres-
pondentes apenas enunciados sem de-

monstragao e convidou-os a resolvé-los.

DALMAGESTO EUMA das obras cientificas originais surgidas
no século 1l d.C., quando os pensadores dedicavam-se
sobretudo a reeditar e comentar obras consideradas
cléssicas. Na gravura, Ptolomeu e a Astronomia
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Prefacios dos gedmetras

“Apolonio a Eudemo, salve... Como eu
havia notado, em nosso encontro em
Pérgamo, que tu tinhas pressa em ver
meus trabalhos sobre as se¢oes conicas,
fago chegar a ti o primeire livro que corrigi,
e te enviarei os outros quando estiver
satisfeito com eles.

Acredito que tu n3o tenhas esquecido,
pois soubestes por mim, que foi pela
insisténcia do geémetra Naucrates, que foi
meu héspede quando esteve em Alexandria,
que me engajéi no estudo dessas matérias e,
quando ele estava prestes a embarcar,
apressei-me a coloca-loa par do que euja
havia elaborado, em oito livros, sem
preccupar-me com as correctes, mas
anotando tudo que me vinha & mente, com a
intengao de fazer uma revisao
posteriormente. Hoje que pude colocar uma
ordem nas coisas, eu os publico. [...)

Enviei-te meu filho Apoldnio para que
ele te entregue o segundo livro que
escrevi sobre as segbes conicas. Leia-0
com atengao e divulgue-o aqueles que
sejam dignos de [é-lo. Mostre-o também
ao gedometra Filonides, o qual
recomendei-te em Efeso, caso ele esteja
de passagem por Pérgamo.”

Trechos do prefdcio do Livro |
das Conicas de Apoldnio

O teste incluia até problemas falsos para
desmistificar aqueles que pensavam sa-
ber resolver tudo. Alguns matematicos
adquitiram uma autoridade reconhecida:
Cono de Samos, segundo Didcles e Ar-
quimedes, assim como Eudemo de Pér-
gamo, segundo Apolénio. As vezes,
eram-lhes submetidas publicagdes  fica-
vam encarregados de transmiti-las aque-
les que julgassem dignos.

Nesse regime de desafios, as vezes era
necessério publicar rapidamente, deixan-
do a revisao para depois. Um caso que
ocorreu com Apolénio foi significativo:
ele préprio mencionou o aperfeicoamen-
to da sua redacdo do tratado das secoes
cOnicas. Em outro caso, caiu nas maos do
pai de Hipsicles uma versao com incor-

“Arquimedes a Dositéia, alegria! Da maioria
dos teoremas, dos quais eu havia enviado 0s
enunciados a Cono e dos quais tu meincentivas
sempre a redigir as demonstracges, tu possuis
as demonstragdes escritas nos fivros que
Heraclide te devolveu [...). Nao te surpreendas
por eu ter demorado tanto para publicar as
demonstrages dessas proposicoes. 0 motivo é
gue eu quis submeté-las antes a homens que,
praticando @ matemdtica, preferem se dedicar a
pesquisa (...

Cono morreu antes de ter tido 0 tempa
necessario para 0 estudo dessas questoes.
Senaoele teria tornado evidentes as solucoes
para a descoberta de todas essas propriedades
e muitas outras e teria feito progredir
geometria; pais sabemos que ele possuiauma
inteligéncia pouco comum e desenvolvia uma
atividade sem igual. Mas, embora tenham
decorrido muitos anos da sua morte, verifico
que nenhum gedmetra se langou nesses
prablemas. Também eu quero propé-los a cada
um (...) desse modo, aqueles que pretendem
encontré-los, sem produzir nenhuma
demonstragao, ficardo confuses no esforgo de
achar solugdes impossiveis (...). Eisqual erao
primeiro problema [...] quanto aqueles que
estavam colocados separadamente na sua
seqliéncia, eles sao falsos.”

Extrato do prefdcio do livro A esfera
e o cilindro, de Arquimedes

recoes do gedmetra sobre a comparagao
do dodecaedro e do icosaedro. O erro foi
corrigido em outra versdo que o proprio
Hipsicles divulgou.

Aatracdo exercida por Alexandria era
evidente: os cinco autores de preficios
dos séculos ITI-I1 a.C. finham uma rela-
¢do estreita com a cidade dos Ptolomeus.
Hipsicles era alexandrino. Foi o primei-
ro matematico designado como tal, ape-
sarde a cidade ter sido fundada 150 anos
antes. Isso era plausivel: em uma cidade
nova, mas poderosa, os primeiros inte-
lectuais vinham de fora, de cidades na 6r-
bita politica de Alexandria como Cés, Sa-
mos, Cirenaica, Panfilia. Apol6nio de
Perga e Filon de Bizancio moraram em
Alexandria. Nao sabemos se foi o caso

ESPECIAL ANTIGUIDADE




MARGARITA PHILOSOPHICA, GREGOR REISCH, 1504
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“Basilide de Tiro, 6 Protarco, quando veio a
Alexandria e foi colocado em contato com meu
pai devido a afinidade com o estudo,
conversou com ele durante quase todo o
tempo de sua estadia. Um dia, estudando o
escrito de Apol6nio, Sobre a comparagdo do
dodecaedro e do icosaedro inscritos na
mesma esfera, procurando qual era sua
relagao muitua, foram da opiniao que Apolénio
nao havia tratado disso corretamente e
redigiram eles mesmos uma versaa corrigida,
como eu ouvi da boca do meupai. Mas, eu
mesmo, mais tarde, peguei um outro livro
publicado porApol6nio, contendo uma
demonstracao sobre a guestao proposta e me
regozijo bastante pela sua abordagem do
problema; Assim; portanto, esté ao alcance de
todos; cada um que examine o escrito

publicado porApoldnio, j& que ele parece, de
fato, ter colocado em circulagao apds té-lo
retomado, posteriormente, com cuidado.”
Trecho do preficio ao Livro XIV
dos Elementos, de Hipsicles
“Enviei-te anteriormente alguns
teoremas gue eu descobrira, limitando-me
aredigir os enunciados e convidando-te a
encontrar as demonstragoes que eu ainda
nao tinha indicado. Os enunciados'dos
teoremas enviados eram os seguintes ...).”
Trecho do prefdcio de Método para
Eratostenes, de Arquimedes

de Arquimedes, mas alguns de seus cor-
respondentes passaram uma parte da
vida na cidade. O caso de Diocles é me-
nos claro, mas ele conhecia o circulo de
alexandrinos pois se referiu também a
Cono e Dositéia.

Forca de Alexandria

Nenhum tratado anterior ao periodo he-
lenistico (323-322 a.C.) chegou até nés.
Distinguimos dois periodos de atividade
para as instituigdes eruditas de Alexan-
dria: o primeiro, de 300 a cerca de 150
a.C.; e o segundo, de 30 a.C. 2400 d.C.
O museu nio foi mencionado a partir do
século V d.C. Além disso, em 145-144
a.C., por causa de uma disputa de suces-
sao, Ptolomeu VIII expulsou os sibios
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ERATOSTENES ENSINANDO EM ALEXANDRIA (1635), pintura de Bernardo Strozzi. Entre 235 e 195 a.C, ele foi o

bibliotecario-chefe da grande biblioteca

do museu. Por conseqiiéncia, o nivel dos
trabalhos em Alexandria baixou e s6 vol-
tou a sua plenitude no inicio do periodo
imperial (séc. 1d.C.).

Nossos cinco autores faziam parte
do primeiro periodo, cujas obras foram
conservadas e os lagos com Alexandria
eram evidentes. Dessa época subsistem
também um tratado de Aristarco de
Samos e alguns escritos de Euclides. O
primeiro foi ouvinte de Estratio de
Lampsaco, preceptor de Ptolomeu II.
E provivel que Euclides esteve em Ale-
xandria, mas ndo sabemos a data nem
o tempo de permanéncia. Em contra-
partida, entre 150 e 30 a.C., somente
alguns tratados foram conservados, dos
quais nenhum pode ser qualificado
como alexandrino. Mas, a pesquisa ma-
temdtica ndo parou nesse periodo. Um
exemplo sdo os trabalhos de um dos

maijores astronomos da Antigiiidade:
Hiparco de Nicéia. Infelizmente, sua
obra foi quase toda perdida.

O periodo que corresponde 2 domi-
nagdo romana (30a.C. - 400d.C.) ofe-
rece um retorno. A partir dai, todos os
escritos cientificos tinham preficio.
Acrescentaram-no até em textos anti-
gos. Entretanto, os gedmetras nao es-
tavam mais espalhados pela bacia me-

diterrdnea e os seis principais autores
de obras conservadas do periodo — He-
ron, Menelau, Ptolomeu, Diofanto,
Papus e Theon — eram alexandrinos.
Dificil nao chegar a conclusio de que
as obras cientificas redigidas e conserva-
das nesse periodo (300 a.C. 2 400 d.C.)
foram aquelas cujos autores tiveram li-
gacoes com a capital dos Ptolomeus.
Contudo, em nenhum caso essas con-
sideracdes mostraram a existéncia de’
uma escola de matemdtica em Alexan-
dria, ou seja, de um estabelecimento de
pesquisa e de ensino, obedecendo a um
programa ou a uma doutrina definida, e
onde os sdbios citados teriam trabalhado.
O matematico Theon de Alexandria foi,
que se saiba, 0 inico membro do museu.
O fato é que as institui¢oes eruditas de
Alexandria tiveram um papel fundamental
na conservagao e transmissao do conheci-
mento matematico. Muitas vezes os textos
conservados ndo provieram das grandes
bibliotecas implantadas nos centros politi-
cos (Alexandria, Roma, Constantinopla),
expostas as vicissitudes dessas capitais (in-
céndios, saques etc.). Mas elas seleciona-
ram e reproduziram os textos. Os tratados
matemdticos que as instituices de Alexan-
dria preservaram sdo os que as outras bibli-
otecas procuravam. (BV)
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No século I11 a.C., 0 gedmetra extraiu do saber grego as mais

fundamentais proposicbes matemdticas e organizou-as em uma

obra rigorosa fundada na dedugdo: os Elementos

m seu comentério ao primeiro livro dos Elemen-

tos de Euclides, Proclo de Constantinopla (séc.

V d.C.) faz alusdo a uma época em que seu au-

tor vivia: “Conta-se que certo dia Ptolomeu pet-
guntou a Euclides se ndo haveria alguma via mais curta que
a dos Elementos para aprender a geometria. Ao que Eucli-
des lhe respondeu que em geometria ndo havia ponto de
vista real”.

Certos exegetas, otimistas, deduziram que o autor apre-
sentou sua obra ao monarca para lhe pedir favores ou para
agradecer. Concluiram que Ptolomeu havia recebido Eucli-
des em seu museu ou que teria fundado a escola matema-
tica de Alexandria. A histéria seduz, mas é pouco digna de

UM DOS MAIS antigos fragmentos dos

Elementos de Euclides, encontrado

em 1897 no Egito. Contém a
proposigao Sdolivroll
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crédito. Conhece-se outra versao, nos mesmos termos, cu-
jos protagonistas sio Alexandre, o Grande e Menecmo de
Proconese, discipulo de Eudoxo de Cnido. A existéncia
de outra versdo da anedota indica a finalidade: nao se tem
registros do ensinamento de algum encontro memorével
entre dois personagens que se tornaram bem conhecidos,
mas do estabelecimento de uma cronologia fundada na
contemporaneidade dos sibios com os homens ilustres
(soberanos). Nao ha davida de que Alexandre e Menec-
mo foram contemporaneos, € 0 mesmo pode se admitir para -
Euclides e Ptolomeu, o Soter. Mas nada sabemos sobre a
vida de Euclides, sua familia, sua formagao ou quem fo-
ram seus mestres. '

Nio conhecemos nem mesmo sua cidade de origem.
Os historiadores modernos nio raro o chamam de Eucli-
des de Alexandria, sugerindo que a capital dos ptolomeus
tenha sido sua pétria de adogao. Fiam-se na anedota de
Proclo, como também em um segundo testemunho, trans-
mitido pelo livro VII da Colegdo matemdtica

de Pappus (séc. IV). Em seu livro, Pappus
apresenta o Tratado das conicas de Apoldnio,
do qual comenta o preficio. Apolénio de
Perga ali descreve, com orgulho, o plano de
sua obra e observa, com relacdo ao livro ITI,
que em Euclides o lugar relativo a trés e qua-
"8 tro angulos nao se deixa construir nem cor-
' reta, nem completamente (ver quadro na pag.
52). A mengdo mais antiga feita a Euclides -
tem contetdo critico.
Pappus vé uma certa auséncia de fairplay
que caracteriza a ingratidao: ele diz que se
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h
Apoldnio foi mais longe que o autor dos Elementos, tal se | !
deve a ter estudado mais tempo em Alexandria com os f :
discipulos de Euclides. Costuma-se deduzir que o pré- t |

prio Euclides teria lecionado na capital dos ptolomeus.

Enciclopédia Matematica
Ao confrontar diferentes testemunhos, pode-
mos esbogar uma lista das obras de Eucli-
des. A mais conhecida é sua compilacio
' dos Elementos em 13 livros, dedicada so-
bretudo 4 geometria, mas que inclui trés
livros de aritmética (teoria dos niime-
. 10s). Ja evocamos aqui a compilagio
(perdida) das Pseudographemata (falsas
provas). Em geometria possuimos tam-
bém um breve tratado intitulado Dados
e parte (conservada apenas nas tradu-
¢oes medievais) da obra Sobre a divisdo

das figuras. Euclides redigiu também

Opticas, Elementos de miisica e Fend-
menos (breve tratado sobre astronomia

EUCLIDES APRESENTA seus Elementos )
ao rei Ptolomeu, o Soter, em desenho gl e
de Alexandre de Bar (fim do séc. |
XIX). A gravura ilustra a anedota
relatada por Proclo: “Nao hd via £
real em geometria”, teria
afirmado Euclides




‘mecanicos. Quanto a divisio

fisica). Fragmentos conserva-
dos em suas tradugdes medie-
vais lhe atribuem um estudodo
equilibrio e uma prova (rudi-
mentar) da alavanca. Algumas
atribuicdes sdo duvidosas, no-
tadamente as dos fragmentos

A poEA L IS

do canone, que foi transmitida
com seu nome, ndo sabemos
em que medida ela se relacio-
na com a obra musical que a
Antigiiidade Ihe atribui.

No entanto, 0 conjunto s€
constitui em uma espécie de
“enciclopédia” matematica,
composta de obras que versam
sobre diferentes disciplinas re-
conhecidas nas classificagdes
das ciéncias. Em alguns decé-
nios, platonicos e aristotélicos
elaboraram diferentes siste-
mas de classificagdo das cién-
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FRONTISPICIO DE UMA das primeiras edi¢oes de Euclides em lingua vernécula (o
inglés) por H. Billingley (1520). Euclides é aqui erroneamente designado como
o filésofo de Megara, o que era freqiente na Idade Média

ziu um conjunto de tratados

que reorganizam e sintetizam os conhecimentos anteriores.

Para alguns historiadores modernos, a reputacdo de Eucli-
des é exagerada. A seu ver, o matematico seria, na melhor das
hipéteses, um redator de manuais.ou um editor cientifico, e na
pior, um mero compilador de trabalhos alheios. Se Euclides
fosse s6 um compilador, seria possivel esquadrinhar os Ele-

ressado na forma
¢do de obras de referéncia..

rO problema em

No prefécio de seu tratado das conicas, Apold-
nio critica a solug3o de Euclides para o proble-
ma em trés ou quatro retas, que é o seguinte:
sejam quatro segmentos quaisquer AB, BC, CD,
DA e um ponto M. A partir de M conduzem-se as
perpendiculares ME, MF, MG, MH sobre esses
quatro segmentos ou seus prolongamentos. 0
lugar em quatro retas € 0 conjunto dos pontos
M de tal modo que a relagao (ME.MG)/(MF.MH)
seja dada, ME, MF, MG, MH representando as dis-
tancias do ponto M em relagdo asretas. 0Os geo-
metras gregos nao falam do produto das distan-
cias, mas dos retangulos formados ou contidos
por (ME, MG) e (MF, MH).

trés ou quatro retas

Damesma forma, 0 espagoemtrés retas, por
exemplo AB, BC e CD € o conjunto dos pontos M
de tal modo que seja dada arelagao doretangulo
(ME, MG) com o quadrado descrito sobre MF. Es-
ses dois lugares so conicas. Cinco séculos de-
pois de Apolnio, Pappus generalizou o problema
de diferentes maneiras: de inicio ele supds que
os angulos ME, MF, MG, MH n3o sao perpendicu-
Jares, mas cortam as retas nos angulos dados.
|sso nao altera a natureza dos lugares. Em se-
guida, ele considerou preferencialmente asretas:
jé no serdio conicas 0s lugares entdo obtidos.

E o primeiro grande problema que Descar-
tes examinou € resolveu por seu método anali-

mentos para encontrar as contri-
buigdes originais. Mas a forna
dos escritos légico-dedutivos
torna esse empreendimento
quase impossivel, e a cacofonia
dos estudos que pretendem pro-
ceder dessa maneira vem a ser
aqui um testemunho.

Esse juizo de modo algum €
objetivo. Ele ignora os testemu-
nhos de Apolénio e de Pappus,
as indicacoes sobre as obras per-
didas, notadamente os Porismos,
em trés livros, os Lugares na su-
perficie, em dois livros e possi-
velmente os Elementos das
comicas, em quatro livros. Em
particular, Pappus afirma que a
colegdo dita Do lugar analisado
constituiu-se, em esséncia, por
trés autores: Aristeu, Euclides e
Apoléonio. Essa disciplina versa-
va sobre o lugar dos pontos sub-
metidos a condicdes e incluia,
entre outras, a teoria das conicas,
o importante € inovador campo
de pesquisas do século I1Ta.C.

bk Aot b.

3 s i B34

A critica de Apolénio confirma que Euclides trabalhou
nas conicas. Portanto, ha nuances no retrato do autor de
Elementos. Ele era um gedmetra competente, ativo em cet-
tos dominios “de vanguarda”, mas igualmente bem inte-
¢ao das exposigoes cientificas e na reda-

tico no livro | de sua Geometria (1537). Quanto
aApolénio, que tao abertamente criticava a so-
lugdo de Euclides, nao sabemos se 0 resolveu.
Certo é que o tratado das conicas nao traz refe-
réncias a esse respeito.
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No entanto, nio ha davida: a gléria de Euclides se deve aos
Elementos, e isso por duas razdes, uma boa e outra ruim. A
primeira € a receptividade que seu trabalho obteve por causa
do titulo. Esse género tinha em vista dois objetivos: propor-
cionar uma sintese de conhecimentos “elementares” erh dado
imbito, requeridos para uma “primeira” aprendizagem, e en-
camar um modelo de raciocinio dedutivo e demonstrativo.
A colecao ndo é uma simples compilagio de resultados; ela
confere uma representacdo arquitetonica da disciplina.

A segunda razdo do éxito de Euclides é o plano singular
por ele seguido, e que seria julgado com severidade na Ida-
de Média e na Renascenca. Em diversos aspectos, ao estu-
darmos o tratado na ordem de sucessdo dos livros, a pro-
gressao euclidiana parece bastante desastrosa de um ponto
de vista pedagogico.

A palavra grega stoicheion (“elemento”) remete antes de
mais nada 2 idéia de “classe”, “filo”, de ordem por alinha-
mento. A escrita alfabética marcou os filésofos gregos: com-
ponentes em nimero limitado (menos de 30) bastam para
constituir o conjunto das silabas, das palavras e dos discur-
s0s. A lingua grega chama esses componentes de “elemen-
tos” (stoicheta), sem definir se eles sdo fonemas ou letras. E
os filésofos projetaram sobre os seres naturais e as produ-
¢oes humanas esse modo de composi¢do de um todo a par-
tir de constituintes elementares.

Segundo Platdo, o mundo se constitui de quatro elemen-
tos: fogo, ar, dgua e terra. Da mesma forma, explica Aristo-
teles, em geometria certas proposi¢des se encontram na de-
monstracao de muitas outras, denominadas “elementos”, e
ha que se aprendé-las. A nogao parece completamente re-
lativa: tal teorema ¢ elemento de outro. De fato, s6 ¢ ele-
mento o que intervém nas numerosas provas. Portanto, s3o
excluidas certas proposigoes elementares, simples e elegan-
tes, porém ndo mobilizadas em muitas demonstragoes. Pro-
clo, comentando Euclides, d4 como exemplo de proposi-
cao excluida o fato de as trés alturas de um tridngulo serem
concorrentes.

A constituicio de uma colegdo de elementos liga-se,
pois, a certo estado-da-arte no 4mbito considerado. Ela re-
quer o acimulo de resultados significativos que sejam sufi-
cientemente numerosos e a indica¢do das propriedades ou
das construcdes que intervém na maioria dos casos. Sua es-
colha pressupde uma anilise prévia — no sentido quase
quimico do termo — que determine os ingredientes essen-
ciais, ndo s6 para o uso em uma problematica determinada,
mas na 6ptica de uma arquitetura dedutiva global cujas qua-
lidades principais serdo a concisdo e a clareza.

Esse trabalho de investigacdo prévia nio é apresentado.
A exposicio € sintética: ela procede por deducao das hipé-
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EDIGAO IMPRESSA dos Elementos, por Erhard Ratdolt, Veneza, 1482. Contém os
13 livros genuinos, e os livros XIV e XV, comprovadamente espurios. A tradugao
em latim do 4rabe é de Abelardo de Bath [séc. XII)

teses até as conclusdes. Ademais, por ter sido bastante ne-
cessario interromper o trabalho de decomposi¢ao em dado
instante, principios ou pontos de partida ndo demonstra-
dos foram postos no inicio da obra: sdo os mais elementa-
res dentre os elementos. Assim, o género “Elementos de...”
expde uma parte da ciéncia ja feita e nao um método de
pesquisa. Os matematicos gregos o apreenderam de ma-
neira bem particular. Além do trabalho de Euclides, conhe-
cem-se os Elementos das conicas atribuidos a Aristeu e a
Apoldnio, que descreve com esse titulo os quatro primeiros
livros dessas Cénicas, e a Arquimedes, que se refere aos
Elementos de mecanica. '

O éxito do modo de proceder em geometria e, de modo
mais geral, nas matemiticas, deve-se a possibilidade que
proporcionam essas.disciplinas, de remontar aos principios
indemonstréveis. Pela simplicidade de seus pontos de par-
tida, pelo rigor de seu modo de procedimento, pela irrefu-
tabilidade (a0 menos aparente) das conclusoes a que ele
chega, a argumentagdo geométrica exerceu poderoso fasci-
nio: assim, desde a Antigiiidade, muitos intelectuais redi-
giram Elementos de ética, de fisica, de teologia.

O prego a pagar é por vezes elevado. A apresentacdo
sintética é, por definicdo, opaca. A de Euclides é as vezes
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artificial. A situacdo j4 nio é tio grave quando se estuda
sob a direcio de um mestre competente, que forneca as
explicagdes complementares necessarias. E possivel que
o gedbmetra tenha concebido sua compilagao nao como um
manual de ensino, mas como obra de referéncia a consul-
tar de maneira inteligivel. No entanto, ele se tornou um
texto escolar, submetido ao trabalho de professores e co-
mentadores. Uma de suas tarefas era libertar o leitor da
linearidade dedutiva, permitir-lhe antecipar, remontar a
origem dos problemas. Justamente aqui cabe uma critica a
progressdo euclidiana.

Plano Singular

O tratado de Euclides é tao volumoso que necessita de uma
divisao de matérias por outros critérios além da estrutura
dedutiva que se exerce localmente. Uma das idéias foi rea-
grupar os resultados conforme os temas abordados. Dis-
tinguem-se entdo trés grandes subconjuntos de livros: “pla-
nos”, “aritméticos” e “estereométricos” (ver figura na pag.
57), cujos objetos sdo, respectivamente, a figura plana, o
niimero e a figura solida.

A reducdo em elementos privilegia as figuras mais sim-
ples: tridngulos, quadrados, retingulos, paralelogramos e
trapézio nos livros I e IT; circulo e seus segmentos no livro
I11; alguns poligonos regulares inscritos em uma esfera no
livro IV. Da mesma forma, as figuras s6lidas de base sao os

TEMPLO DE HEFAISTOS, na dgora de Atenas, cujas proporcdes foram
determinadas por um pardmetro Gnico

cinco sélidos regulares circunscritos por uma esfera (livro
XI1I), os paralelepipedos e os prismas (livro XI), as pird-
mides,.os cones e os cilindros (livro XII).

Apbs essa divisao, trés ou quatro aspectos surpreendem:
1. a obra comega pela geometria, enquanto a aritmética ge-
ralmente é considerada a primeira ciéncia matematica, e seus
objetos, desprovidos de posicdo, mais simples. 2. A expo-
sicdo de geometria plana ¢ interrompida por um livro de
outro género, o quinto, que trata de relagdo e proporciona-
lidade entre objetos. Além disso, esse livro é de um nivel de
abstragdo incrivelmente elevado se comparado aos anterio-
res. 3. Outro livro peculiar é o X. Nem mesmo € possivel
descrevé-lo quanto a seus objetos: ele mescla linhas, areas
e ntimeros. Como o livro V, ele trata de relagoes: as de co-

I: Arquitetura, a arte das proporgoes

As diferentes ordens arquitetdnicas distinguem-se por
| grande nimero de detalhes de construgao e decoragao.
1 Todavia, sua pratica da arquitetura modular repousa em
| parametros caracteristicos. Em tese, todas as dimensdes de
\ partes do templo se exprimem em funcao de uma unidade,
‘ ou médulo, ou como um mdltiplo, ou como submditiplo — as
" duas categorias mais simples de relagdes numéricas. Na
ordem idnica, 0 mddulo é o didmetro da coluna, na ordem
\ dérica é o raio. Desse modo, 0 arquiteto garantia que todas as.
‘ partes de sua construgao fossem comensuraveis. 0 trabalho
do arquiteto, a “sumetria”, abrange a um s6 tempo esse -
procedimento técnico simples e uma avaliagao estética:na
prética, eles adotam certos modos de dispor nas formase
distancias para dar conta de certas ilusdes de 6ptica. 0
templo de Hefaistos sobre a dgora de Atenas
é um exemplo perfeito de seu
estilo ddrico.
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AESQUERDA, Duodecedron vacuus, desenho de Leonardo da Vinci para a obra De divina proportione (1509), em que Luca Pacioli cita os Elementos de Euclides,

particularmente a proporgao ou razdo surea [que ele chama de divina), e os sélidos regulares e semi-regulares. A direita, manuscrito grego dos Elementos com o fim da
prova da proposicao XlI-12. A partir da Renascenga, os editores modernos passaram a acrescentar entre parénteses os nimeros das proposigdes utilizadas no curso da
demonstragao. Sem essas mindcias, era simultaneamente exercicio de meméria e de légica. Com o tempo, diversas indicagdes para auxiliar o leitor — os "escélios™ —

foram inseridas nas margens dos manuscritos gregos. Aqui, na margem esquerda, um leitor ou um corretor [a letra nao é do copista) acrescentou uma justificagao para
que se remetesse a proposicao Xil- 10, utilizada nessa passagem. Certos escélios se tornaram porgdes do texto por ocasido de suas sucessivas copias. 0 mesmo tipo de

acréscimo aparece em outros manuscritos dos Elementos

mensurabilidade e incomensurabilidade, abordadas de um
ponto de vista geral, e depois aplicadas a retas e dreas reti-
lineas simples. Além disso, a segunda parte do livro é uma
impressionante classificacdo de retas e dreas ditas irracio-
nais — cerca de 90 proposicdes, ou seja, um quinto do tra-
tado. Isso foi considerado indigesto, ainda mais porque nada
o justificana seqiiéncia. 4. A exposi¢do estereométrica se
conclui por uma comparacgdo dos cinco sélidos regulares
que parece incompleta.

Teorias de Proporcoes
Outro fato que recebeu criticas é que a obra contém nao
uma teoria das proporg¢oes, mas duas. A segunda é exposta
nas 22 primeiras proposi¢oes do livro VII. Como conse-
qiiéncia, certos resultados sdo demonstrados duas vezes.
Assim, a proposicio V-16 estabelece que “se quatro
grandezas estdo em propor¢do, de maneira alternada elas
estardo também em proporcio”, enquanto VII-13 prova que
“se quatro nimeros estdo em propor¢io, de maneira alter-
nada também eles estardo em propor¢io”. Em notagdes
modernas: “se A/B = C/D entio A/C = B/D”, pois “(A, B,
C, D) estao em propor¢do” ndo significa nada mais que “(A,
B) estdo na mesma relagio que (C, D), isto é, A/B = C/D”.

WWW.SCIAM.COM.BR

A transcricao apaga as diferencas: em nossa escrita sim-
bélica, as letras A, B, C e D designam ndo importa qual
tipo de objetos suscetiveis de entrar em uma proporcio.
Todavia, se o leitor retomar os enunciados antigos, vai cons-
tatar sem nenhum esforco que a diferenga entre V-16 e VII-
13 é que a primeira versa sobre grandezas (megethos em
grego), a segunda sobre niimeros (arithmos em grego).

A nogao de “niimero” é definida como uma pluralidade
determinada de unidades, isto é, do que é usado para fazer
uma enumeracdo (2, 3, 4, 5... os inteiros naturais). Nem
fracdes nem nimeros irracionais tém lugar na aritmética

grega. J4 a nogao de grandeza é menos clara. Trata-se, ori-

ginalmente, de uma das propriedades fundamentais da fi-
gura geométrica: seu formato. Euclides ndo o define, mas
se vé, na continuidade do tratado, que ele considera sob
esse termo as linhas, as superficies, os volumes e os 4ngu-
los retilineos. Isso quer dizer que ele tem em vista um obje-
to geométrico abstrato, independentemente das dimensdes.
Aristoteles o aplica ao tempo, ao peso e a outras grandezas
fisicas. Para ele, a diferenca entre “niimero” e “grandeza” é
constitutiva: a segunda é indefinidamente divisivel, enquan-
to a divisdo do primeiro se detém na unidade.

O mistério das duas teorias das propor¢oes poderia en-
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t30 estancar ai: uma vez que ha dois tipos de objetos distin-
tos — o nlimero e a grandeza — é natural que haja duas teo-
rias das propor¢des. Mas hi um porém: no inicio de seu
segundo livro, Euclides “demonstra” que se duas grande-
zas, A, B tém uma medida comum, sua relacdo A/B serd a
de certo nimero M com outro niimero N.

Por exemplo, se A e B sdo dois comprimentos, A medin-
do 3 metros e B, 5, a relacdo entre A e B serd a relagao dos
niimeros 3 e 5. Os gedmetras antigos diziam que A é para B
o que 3 é para 5. Ou seja, as relagoes de grandezas comensu-
raveis identificam-se com as de niimeros. E as relagoes entre
nlimeros servem para exprimir as relagoes entre certos tipos
de grandezas. No exemplo acima, os comprimentos tém uma
relacdo exprimivel de 3 para 5. Em compensagdo, o lado e a
diagonal de um quadrado tém uma relagao que nao se pode
exprimir com a ajuda dos niimeros (inteiros). Para nés, a re-
lagdo corresponde ao niimero irracional V2.

De uma perspectiva moderna, o fato de que uma rela-
¢ao entre grandezas comensuréveis identifica-se a uma en-
tre niimeros corresponde, grosso modo, ao fato de que os
nlimeros racionais positivos (fragdes) constituem um sub-
conjunto de nimeros reais positivos. Dai a considerar que
a teoria de proporgdes do livro VII ndo passa de um caso
particular, redundante, da primeira. Desde o século XVI,
autores como Francisco Maurolyco e Gilles-Personne de
Roberval propdem a unificagdo dessas teorias.

Crise dos Fundamentos .
No final do século XIX, alguns historiadores, mobilizados
por essas singularidades, elaboraram uma grade de leitura
dos Elementos. Na época, os mateméticos atravessavam uma
crise de fundamentos, ligada aos paradoxos surgidos com a
entio recente formalizacdo da teoria dos conjuntos.

Os historiadores perceberam que a descoberta de gran-
dezas incomensuréveis havia engendrado o mesmo tipo de
“crise” na Grécia Antiga. Antes, os gedmetras antigos, pres-
supondo que todas as grandezas fossem comensuraveis, ha-
viam utilizado uma teoria das proporcdes simples, aquela
cujo trago apareceria depois no livro VII. Com a descober-
ta de segmentos incomensuraveis (como a diagonal de um
quadrado que tenha por lado a unidade), que revelaram as
falhas da teoria, ela foi posta de lado durante algum tempo.
Depois surgiu uma nova teoria, a registrada no livro V, ge-
ralmente atribuida a Eudoxo de Cnidos (contemporaneo
de Aristételes), que se aplicava as grandezas comensura-
veis e incomensuraveis, ainda que a distingdo entre elas s6

ACIMA, RETRATO DE Euclides por Juste de Gand (século XV). Ao lado, manuscrito
dos Fendmenos de Euclides, obra de astronomia dedicada as ascensoes e
declinios de algumas estrelas e a variagao da duragao do dia em fung@o da
época do ano e da latitude
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GEOMETRIA PLANA

ARITMETICA ;
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ESTRUTURA GLOBAL dos £lementos de Euclides.
As flechas indicam os elos dedutivos: em linha fina,
de livro a livro, e nas linhas mais grossas, de
subconjunto a subconjunto

fosse introduzida no livro X. Essa distingao justifica a pos-
teriori o tratamento elaborado no livro V. Euclides teria apli-
cado a teoria eudoxiana 2s figuras planas no livro VI e aos
sélidos nos livros XI a XIII. No entanto, ele teria mantido
parte da antiga teoria em seu livro VIIL.

Quanto 2s singularidades do plano euclidiano, pode-
mos explici-las de outra forma. Vimos ji que tal se dava
pelo duplo tratamento da proporcionalidade: os antigos
privilegiam os objetos sobre as relagdes entre eles. E uma
vez que hé dois tipos de objetos, € legitimo ter duas teo-
rias de proporgdes, ainda que o objetivo, na seqiiéncia,
seja o de ver quando podem ser coordenadas (caso das
grandezas comensuréveis) e quando isso nao é possivel
(incomensurdveis).

Além disso, a leitura atenta do tratado mostra que a in-
ser¢dao de uma proposicao se faz o mais préximo possivel
do local onde ela serd utilizada. Por exemplo, como os ir-
racionais s6 aparecem no livro XIII, parte dedicada aos
solidos, Euclides inseriu a nogdo de incomensurabilidade
no livro X, justamente antes do tratamento dos sélidos. Essa
é, pois, a razdo, pela qual a introdugao da distingao “co-
mensuraveis/incomensuraveis” até ali se diferencia. Da
mesma forma, as nogdes aritméticas s6 aparecem no livro
X, e os livros aritméticos sdo inseridos imediatamente an-
tes: ainda que haja um interesse especifico pelo assunto
em Elementos, a razdo da existéncia dos livros VII a [X é
seu uso instrumental no estudo da irracionalidade.

WWW.SCIAM.COM.BR

Enfim, Euclides se conforma com uma atitude que, segundo
Aristételes, é prépria aos matematicos: em uma ciéncia demons-
trativa, os principios ndo demonstrados devem ser tao pouco
numerosos quanto possivel. Ou seja, se nao é necessario usar a
teoria das proporgdes entre grandezas e suas dificeis definicoes
para estabelecer certos resultados, entao é melhor dispensa-las.

Assim, Euclides reagrupa nos livros de I a IV todos os
resultados que ndo necessitam dessa teoria, enquanto o sex-
to livro se ocupa de nogdes, como a da semelhanga de figu-
ras, pelas quais é inevitavel o recurso 4 teoria das propor-
¢oes. Euclides leva bem longe essa atitude ao reagrupar, nas
28 primeiras proposicdes de seu livro I, as que nao depen-
dem de sua quinta demanda ou postulado de paralelos (tem-
se, em substancia, que duas retas de um mesmo plano se en-
contram em um ponto se ndo formarem, com uma terceira
reta, ngulos cuja soma valha dois angulos retos).

Essa atitude explicaria também por que a estereometria -

euclidiana é tio mal fundada. Muitas das primeiras proposi-
¢des do livro XI (1, 2, 3, 7) apresentam provas pouco convin-
centes: ao que parece, Euclides estava persuadido de poder
reduzir logicamente a estereometria 4 geometria plana sem a
introdugao de novos postulados. A exposi¢ao de Euclides estd
longe de ser perfeita. No entanto, as singularidades de sua es-
trutura ndo se explicam, ou pouco se explicam, pela histéria
das matematicas pré-euclidianas, como créem os partidarios
da leitura arqueolégica; elas resultam das escolhas matemati-
cas e epistemoldgicas dos Elementos. (BV)
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Medlr e

No primeiro livro de seus Elementos, Euclides posiciona
as bases tedricas do cdlculo das dreas poligonais. Estaria
interessado nos problemas prdticos dos agrimensores?

LAVRADOR COLHENDO milho,
em amuleto da cultura greco-
egipcia, século 1a.C-1d.C.

(TR



udemo de Rodes (século IV a.C.) afirma que a

igualdade de dois tridngulos detentores de um lado

igual e de dois angulos iguais — objeto da proposi-

cdo 1-26 dos Elementos de Euclides — ja era co-
thecida por Tales de Mileto. Pois Tales, escreve Eudemo, deve
-l utilizado no método que elaborara com o intuito de deter-
minar, a partir da margem de um lago ou de um rio, a distancia
de um bote que dela se aproxima.

Transmitido por Proclo, esse testemunho nos ensina duas
coisas: 1) Eudemo — como também muitos historiadores mo-
dernos — procedia por reconstrugdo racional: se Tales tivesse

| inventado algum método, ele deveria conhecer todos os resulta-
dos geométricos que esse método pressupde. Tal dedugao é evi-
dentemente incerta. 2) Para Eudemo, isto ¢, para a tradi¢do
(pseudo) histérica, o interesse da geometria residia na possibili-
dade de determinar a distancia de pontos.

O historiador Herédoto sugeriu que a geometria havia se
originado com a agrimensura dos egipcios, isto ¢, coma medida
das superficies. De fato, eles usavam procedimentos por vezes
sumarios e aproximativos. Para avaliar a drea de um quadrilate-
ro qualquer ABCD, em vez de dividi-loem dois tridngulos, eles
se contentavam em medir os lados e multiplicar as metades das
somas dos lados opostos: (AB+CD)/2 x (BC+DA)/2 (o que re-
dundava em assimilar o quadrildtero a um retangulo que tivesse
como lados as metades dessas somas).

Isso quer dizer que havia um meio de combinar a agrimen-
sura e a geometria teérica. Uma das tarefas da geometria aplica-
da é precisamente a de medir certas grandezas de maneira indi-
reta: a profundidade de um canal, a altura de uma montanha, o
afastamento entre o observador e um ponto inacessivel. Heron

de Alexandria desenvolveria sistematicamente esse ponto de vista
no século I d.C., em seu tratado da Dioptria. Assim como Eu-
clides, ele primeiro explicava os procedimentos elementares para
em seguida combind-los para resolver questoes complexas.
Heron utilizou tanto instrumentos (o dioptro e diferentes tipos
de réguas) quanto a proporcionalidade dos lados entre triangu-
los semelhantes, propriedade que, no ensino bésico € chamado
hoje como “teorema de Tales™.

Evolucio da Medida

Boa parte da obra de Heron ¢ dedicada a uma série de questoes
cujo objetivo é conduzir a dgua de um ponto A a um ponto B,
havendo a necessidade de cavar um canal através de uma mon-
tanha, em linha reta a partir das duas entradas dadas, e das em-
bocaduras de aeracdo. Isso faz mencdo de uma bela realizagao
técnica da época arcaica, o tinel de Eupalinos de Megara, cava-
do na ilha de Samos, cerca de 530 a.C. Destinado ao abasteci-
mento de 4gua da cidade, chegou ao comprimento de 1 km. A
escavacio foi empreendida simultaneamente por duas equipes,
de ambos os lados da montanha.

E facil compreender que engenheiros, mecanicos ou arquite-
tos déem conta de suas praticas mostrando como elas se apoiam
em certos resultados de geometria tebrica; € o meio de aumentar o
seu prestigio, de fazer reconhecer a um s6 tempo a utilidade e a
tecnicidade de seus saberes. Mas também estariam os gedmetras
inquietos quanto as possibilidades de aplicagao de seus resulta-
dos? J4 acompanhamos a sua op¢ao por formulagdes abstratas:
mais do que da medida de uma drea, falam em “quadratura”. No
entanto, um passar de olhos sobre o primeiro livro dos Elementos-
mostra que Euclides desejou estabelecer um lugar constitutivo

c a) A 4rea do paralelogramo ABCD
é duas vezes a do tridngulo BCE.

[

b) Os paralelogramos ABCD e
EBCF sdo iguais. c) Demanda n®5
de Euclides: se a soma dos
4ngulos BEF e DFE é inferior a

D 180°, as retas AB e CD seccionar-
c se-dodoladodeBeD
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ACIMA, 0 TUNEL DE Eupalinos, em Samos. A escavagao, empreendida de ambos
os lados da montanha, pressupde habilidade para manter um alinhamento dos
dois buracos e um declive destinado a facilitar 0 escoamento da dgua. Alguns
viram af'uma ilustragao do ensinamento de Pitagoras, nativo de Samos. De
fato, Pitdgoras deixou sua cidade, fugindo da tirania de Policrates. E o arquiteto
Eupalinos era de Megara, ndo de Samos. Os procedimentos descritos por Heron
mobilizam poucos conhecimentos geométricos. Embaixo, dois métodos
euclidianos para tornar quadrada uma figura retilinea: a) a proposigéo |-45 d&
o retangulo R equivalente em rea a uma figura retilinea A, em seguida a
proposicdo Il-14 fornece o quadrado C equivalente a R. b) Um poligono P é
divisivel em triangulos T.. Se conhecemos os quadrados C, equivalentes a
esses tridngulos e o quadrado equivalente a soma de dois quadrados,
obteremos o quadrado equivalente ao poligono P
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entre a quadratura dos poligonos e o modo dedutivo de proceder.
Sua intencdo era sistematizar a geometria aplicada, conferir-lhe
bases tedricas. Sigamos Euclides passo a passo.

Na proposicao I1-14, o autor de Elementos resolve o proble-
ma da quadratura dos poligonos: “Construirum quadrado igual
a uma figura retilinea [A] dada”. Para fazé-lo, ele procede em
dois tempos: supde ter encontrado um retangulo R igual a figu-
ra A, — ele explicou como proceder na proposigao [-45 — e de-
pois demonstra como encontrar um quadrado C de drea igual a
do retangulo R, que termina a quadratura (ver figura “a”no qua-
dro ao lado, abaixo).

Com I-45, a quadratura de quaisquer figuras retilineas é re-
conduzida a um caso particular: a quadratura dos retangulos. E
possivel considerar as coisas de outra maneira. Toda figura reti-
linea pode ser decomposta em tridngulos — por exemplo, um
pentégono é composto de (no minimo) trés tridngulos (ver figu-
ra “b” ao lado).

Supde-se que se saiba encontrar um quadrado equivalente
em 4rea aum tridngulo. Para resolver o problema da quadratura
das éreas retilineas, basta determinar como obter um quadrado
equivalente 3 soma de dois (trés, quatro, cinco...) outros qua-
drados. Por associagdo, basta saber fazé-los para dois quadra-
dos e o problema se reduz a questao: “Como encontrar um qua-
drado equivalente 2 soma de dois dados quadrados?™.

A resposta se encontra em uma das mais célebres proposi-
¢oes de Euclides, o teorema dito da hipotenusa (I-47, ver qua-
dro na pdg. 61): “Nos tridngulos retingulos, o quadrado sobre o
lado oposto ao dngulo reto é igual aos quadrados sobre os lados
contendo o angulo reto”. Euclides estabelece ndo so esse teore-
ma, mas a sua reciproca. A propriedade é, portanto, caracteristi-
ca da espécie “tridngulo retdngulo”.

Do ponto de vista pritico, hd interesse nessa reciproca. Como
diz o arquiteto romano Vitrtvio, tomando trés réguas de 90,
120 e 150 cm, é possivel construir um esquadro exato, desco-
berta bastante ttil para a construgdo de graus de uma escala. A
determinacdo de tais trincas de nimeros (a, b, ¢) tais que a*'b*=
c*j4 era conhecida dos babilénios.

Eudemo havia tentado determinar os teoremas geométricos
que Tales, segundo ele, nio podia ignorar. Outros fizeram o mes-
mo por Pitgoras e lhe atribuem a descoberta do teorema que ain-
da hoje leva o seu nome. Associava-se a pretensa descoberta de
Pitdgoras a um sacrificio de sangue (segundo a lenda, ele teria
sacrificado cem bois para celebrar seu teorema). Mas, essa pratica
era proibida pelos preceptores da seita pitagorica.

Segundo as fontes cldssicas (Herodoto, Platao e Atristoteles),-
Pitagoras tinha inventado um “modo de vida” fundado em malti-
plas prescricdes religiosas e praticas de rituais, na crenga na trans-
migracao das almas, na recusa de certos cultos civicos, mas tam-
bém na vontade de influenciar o regime politico de certas cidades
da Magna Grécia (sul da Italia, Sicilia). Nada indica que Pitgo-
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s tenha se dedicado a geometria. Mesmo Proclo ndo esconde
seu ceticismo e insiste na perfeicdo da prova de Euclides.

O estilo do gedmetra possui certas caracteristicas passiveis
de ser encontradas ja nos fragmentos de Hipdcrates: exposi¢ao
sintética, forma dedutiva, combinagio de um texto e de um dia-
grama letrado tornando um e outro indispenséveis 4 demons-
tracdo. As letras sao as tnicas partes do discurso matematico
que ndo pertencem 2 lingua natural. Euclides ndo faz uso de
simbolos, e seu discurso recorre apenas a uma reduzida parcela
da lingua grega, pelo uso que faz de frases estereotipadas. Ele
designa as figuras de modo econdmico. Por exemplo, fala do
quadrado BDEC (ver quadro acima), pois todos esses vértices
sio mencionados no texto, porém designa os quadrados sobre
AB e sobre AC por somente dois vértices opostos, respectiva-
mente BG e HC, e isso lhe basta. '

O Teorema por Euclides

O cerne da demonstragdo consiste em estabelecer que o re-
tangulo BL e o quadrado ABFG sdo iguais, jd que a drea de
cada um é o dobro da 4rea de tridngulos iguais, ABD e FBC.
Euclides estabelece a igualdade prévia dos dois gracas a uma
proposicao sobre a igualdade dos tridngulos (I-4): nossos dois
tridngulos tém dois lados iguais a dois lados, os quais con-
tém 4ngulos iguais. Ele j4 havia provado a igualdade desses
angulos ao mostrar que se tratava das somas de dois angulos
iguais dois a dois. De uma perspectiva moderna, a igualdade
dos tridngulos decorre do fato de que eles se deduzem um do
outro por uma rotagao de 90 graus. A seqiiéncia da demons-
tracdo de Euclides é simples: o retingulo CL chega mesmoa
ser igual ao quadrado ACKH (detalhes ndo sao contempla-
dos por Euclides). A reunido dos retingulos BL e CL cons-
tituindo o grande quadrado BDEC, este haverd de ser, pois,
igual aos dois quadrados BG e HC.
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A proposicao I-47 de Euclides

“Seja o triangulo retangulo ABC tendo o £
anguloreto BAC. Digoque oquadrado  F '
sobre BC é igual aos quadrados sobre BA,
AC. Com eféito, se por um lado o quadrado
BDEC é descrito sobre BC, por outro os quadrados
(B, HC 0 s30 sobre BA, AC; e digo que pela ponta A
seja conduzida AL, paralela aBD e CE. EqueAD e
FC sejam cruzadas.”

Euclides demonstra entdo que os retangulos BL e
CL sao respectivamente iguais aos quadrados
ABFG e ACKH. A soma dos dois retangulos sendo 0
quadrado BDEC, este ser4 ent3o igual 2 soma dos quadrados ABFG e ACKH.

AD LADO,MANUSCRITO grego dos Elementos de Euclides: a prova
do teorema da hipotenusa [1-47)

Mas de que modo Euclides justifica que o retangulo BL (res-
pectivamente o quadrado BG) seja duplo do tridngulo ABD
(FBC)? Tal é estabelecido em um teorema anterior mais geral que
combina tridngulos e paralelogramos, a proposi¢ao I-41: sejam
um paralelogramo ABCD e um tridgngulo BCE (que tém a mes-
ma base BC) “situados nos mesmos paralelos BC e AE” (ou seja,
A, D e E estao alinhados sobre uma reta paralelaa BC, (ver figura
“a” na pag. 59), enquanto ABCD é o duplo do tridngulo BCE.

Antes de seguir adiante na prova de I-41, é preciso verificar
que ela se aplica em I-47, por exemplo, para o quadrado BG e
para o triangulo FBC (ver o enquadrado em sentido contrdrio).
Dois pontos sio evidentes: o quadrado BG é um paralelogra-
mo, isto é, uma figura “de linhas paralelas”. Idem para o retan-
gulo BL. Além disso, FBC e BG possuem a mesma base, BE.
Resta verificar que eles estdo nas mesmas paralelas. '

As retas FB e GA sao paralelas (por construgao BFGA é um
quadrado). Basta entdo mostrar que o vértice C esta sobre o pro-
longamento da reta GA. As retas GA e AC, com efeito, teriam
podido constituir uma linha quebrada (em A) — ndo € o caso.
Euclides observa: “Uma vez que cada um dos angulos sob BAC,
BAG é reto entio relativamente a certa reta: BA, e em um ponto
A que esti sobre ela, as duas retas [segmentos] AC, AG, ndo
posicionadas do mesmo lado, formam angulos adjacentes iguais -
a dois retos. Portanto, CA est4 alinhado com AG. Entao, pela
mesma razo, BA também est4 alinhado com AH”.

Nada mais impede que utilizemos o resultado contidoem I-
41 para estabelecer o teorema da hipotenusa. Gragas a esse teo-
rema — a proposi¢ao I-47 de Euclides — saberemos encontrar a
“soma” de dois quadrados dados sob a forma de um quadrado
— bastar4 construir o tridngulo retdngulo no qual os lados do
angulo reto sio os lados de cada um dos dois quadrados a so-
mar: a hipotenusa do tridngulo serd entdo o lado do quadrado
“soma’”. Da mesma forma, para calcular sua diferenca, poremos
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0 lado do quadrado maior como hipotenusa de um tridngulo
retangulo, e 0 lado do menor como um dos lados do angulo reto;
o lado que restar sera o do quadrado equivalendo a diferenca
dos dois quadrados dados.
Voltemos & prova de I-41. Euclides junta a diagonal AC (ver
figura a na pag. 59). Assim, ele constr6i o trizngulo ABC que
também tem BC por base e se situa nos mesmos paralelos. Feito
isso, enuncia duas assercoes das quais advém o resultado. a) Os
triangulos ABC e EBC, por terem a mesma base e estarem nas
mesmas paralelas, sdo iguais. b) O tridngulo ABC é a metade do
paralelogramo ABCD, porque AC é a diagonal e porque a dia-
gonal de um paralelogramo o secciona em duas partes iguais.
Essa segunda propriedade ¢ bastante simples e advém da
igualdade dos trizngulos ABC e ADC. Ela tem uma conseqii-
éncia interessante: seja, sobre a figura “a” (pdg. 59), o ponto F
de modo que EF = BC. O quadrilitero BCEF é um paralelo-
gramo, também ele sobre a mesma base e nas mesmas parale-
las que ABCD, ABC e ADC; BE ¢ a sua diagonal. Segundo
(b), o tridngulo EBC, portanto, é a metade do paralelogramo
BCEF. Assim, se a afirmacio (a) for verdadeira, a asser¢do (c):

" Postulado das Paralelas

Tendo chegado a proposicao I-35, ¢ facil generalizé-la em”

duas direcdes: 1) Se paralelogramos ou tridngulos tém bases
iguais e se estdo nas mesmas paralelas, eles sao iguais entre
si. 2) Se paralelogramos ou tridngulos tém bases desiguais e
se est3o nas mesmas paralelas, eles serdo desiguais, e o maior
serd o de base maior. '

A primeira generahzagao éfeitanas proposu;oes 1-36e1-38;a
segunda é pressuposta na proposicao VI-1: “Os paralelogra-
mos ou tridngulos situados nas mesmas paralelas estao entre si
como sua base”, a qual, por sua vez, ¢ o elemento essencial de
toda a teoria das proporcdes entre figuras semelhantes, exposta
nos livros VI (figuras planas) e XI (sélidos). Isso confirma o ca-
rater elementar de I-35, pedra fundamental do ultimo tergo do
livro I. Sua prova compde uma das principais etapas do livro I.

Essa proposicao enuncia-se da seguinte forma: “Sejam
ABCD e EBCF paralelogramos sobre a mesma base BC, e nas
mesmas paralelas AF, BC (ver figura b na pag. 59). Digo que o
paralelogramo ABCD é igual ao paralelogramo EBCE.”

Distinguem-se diferentes elementos em sua demonstracdo,

recorrendo a diversos resultados anteriores:

1-33: para afirmar que, uma vez que ABCD

ax  BOOKFL PROP.L THEOR. e EBCF sio paralelogramos, tem-se: AD = BC
TANGLES e BC = EF;
BOOK VL ol e 1-29: para estabelecer a igualdade dos 4n-
DEFINITIONS. r‘.‘:’;“‘
N o e e TR gulos FDC e EAB, porque as retas AB e CD
PIgECTILINEAR A ‘ ‘ sdo paralelas;
Sgures are faid © \ >
B T T e s iR [-4: para mostrar que os tridngulos EAB e .
el sagles il cach oeach, . ; gmE===a=l  DEC sioiguais.
i the fides sbout lhqul’ in the fume fcaight Biac.
e 3 o e e L Poderiamos dar seqiiéncia a nosso percur-
s produccd lines cqual  it; 38d 0N ———— pro-

Tiwo ides of oae Bgure arc Gid to be reciprocally propor-
Sl 10 twe Ses of another figure whea onc of the fdec
of the firdk is 2o the feoond, 25 the remining fide of the
Sovad is w the remaining fide of the firfl.

.
A staamar lae is £id w becut in extreme 3ad mean
atis, whea the whole it to the greater fcgment, 2 the
grester fegment is to the lefs.

(LA
Tee shivade of 2wy figure i the straight fine drvwn from
“mxpwd-ﬂt-mhﬁwﬂ:hﬁpahcﬂ.

duced Enes succeflively equal @ it; 2nd draw Enes from
the common vertex 8o their cxtremitics.

The wrisngles A thus formed are all equal

5 one anather, fince theic baiés are equal. (B. 1. pe. 38)

.-.ﬂu-..uqus

moakiples d“hkh&—.

0S ELEMENTUS, em edig3o de 1842, feita pelo matemdtico Oliver Byme. Retine os seis primeiros livros,
que tratam de geometria plana e da teoria das proporgoes

so regressivo buscando os elementos mobili-
zados nessas proposicdes. Sem entrar em de-
talhes, contentemo-nos com uma observagao
sobre a proposicao I-29, que afirma: “Se uma
linha reta cai sobre retas paralelas, ela faz (i)
angulos alternos iguais e também (ii) o angu-
lo exterior igual ao dngulo interior e oposto e
(iii) os angulos interiores e do mesmo lado
iguais a dois retos [180°]”. E 29(ii) que é uti-
lizado em I-35 para estabelecer nossa igual-
dade angular; a proposicdo I-29(i) o € em

“Os paralelogramos de mesma base e situados nas mesmas
paralelas sdo iguais entre si”, também o €, e reciprocamente.

Em resumo, “os paralelogramos ou tridngulos de mesma base
e situados nas mesmas paralelas sdo iguais entre si”. Euclides
trata os casos “tridngulos” (a) e “paralelogramos” (c) separada-
mente, nas proposicdes I-37 e I-35. Quanto a assergio (b), é
demonstrada em I-34. Os teoremas 1-34 e I-35 sdo os funda-
mentos da teoria da equivaléncia em érea, notadamente contida
nas proposicdes 1-37, 41, 42, 47 e I1-14.
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1-34 para o mesmo género de inferéncia. A proposicao I-29
de fato quase equivale ao célebre postulado dito das parale-
las (Demanda n°5 de Euclides, ver figura ¢ da pdg. 59): “Se
uma reta caindo sobre duas retas faz angulos interiores e do
mesmo lado menores que dois retos, as duas retas, indefini-
damente prolongadas, encontram-se do lado onde estdo os
angulos menores que dois retos”.

Esse postulado intervém na prova de 1-29(i) e ndo é mais
que seu contraposto (em uma proposicdo “se X entao Y,
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ucontraposto € “se ndo Y,
tio ndo X”). Com efeito,
pomos que os angulos al-
ternos, AEF e EFD ndo sao
iguais, que AEF é o maior.
Entdo, a soma dos dngulos
AEF e BEF (dois retos) sera
maior que a soma dos dn-
gulos BEF ¢ EFD. Em
conseqiiéncia, segundo o
postulado das paralelas, as
retas AB e CD se reencon-
trardo. Mas na hipétese de
I-29 elas sao paralelas.

E provével que Euclides
tenha escolhido sua formula-
¢d0 — bem mais complexa —
do postulado das paralelas ten-
do em vista sua utilizacio na
demonstraciode I-29. E esse,
alids, o primeiro uso: as 28 pri-
meiras proposicoes do livro I
ndo dependem do que por ve-

com a adjungio posicionada
na No¢io Comum 2, ndo
mais para linhas, mas desta
feita para areas.

Assim, a proposi¢ao I-35
requer as trés Nogoes Co-
muns (ou axiomas) que go-
vernam as manipulacdes da
relacdo de igualdade. Vimos
que a prova utilizava tam-
bém o postulado das para-
lelas. Ela pressupde entdo os
principais principios (pos-
tulados e axiomas) do livro
I de Euclides.

O desdobramento de to-
das essas sutilezas logicas
pode parecer uma inutilida-
de. As equivaléncias em
area que fazem o objeto das
proposicdes [-35 e I-41 sdo
triviais se recordarmos as
formulas de célculo que

zes se denomina geometria

aprendemos na escola: 1) A

“absoluta”, mas pertencem a  EUCLIDES, em gravura de 1661

ela. Se Euclides tivesse esco-

Ihido uma formulagéo mais simples (“por um ponto nio situado
em uma reta passa uma paralela, e uma so, a essa reta”), ndo é
certo que tantos gedmetras, desde a Antigiiidade, tenham tentado
demonstrar essa asser¢ao que, como sua contraposta [-29(i), para
eles assumia a feicao de um teorema. _

Mas voltemos a proposi¢ao I-35. Outros ingredientes inter-
vém em sua prova (ver a figura b na pdg. 59): Euclides parte da
igualdade das duas retas AD, EF a uma mesma terceira, BC,
para delas deduzir que sio iguais entre si. Essa transitividade é
posta na Nogao Comum 1: “As coisas iguais a uma mesma coisa
sao também iguais entre si”.

Acrescentando DE a cada uma delas, deduz-se que AE =
DF. Essa compatibilidade da igualdade com a adjun¢ao é posta
na Nogdo Comum 2: “E se, as coisas iguais sao acrescentadas
coisas iguais, os todos sdo iguais”.

Tendo estabelecido (por I-4) que os tridngulos ABE e DCF
sao iguais, ele cerceia sua por¢do comum — o tridngulo DGE —
e dai deduz a igualdade dos quadriliteros ADGB, EGCE. Essa
compatibilidade da igualdade com o cerceamento é posiciona-
da na Nogdo Comum 3: “E se, a partir de coisas iguais, coisas
iguais sdo cerceadas, os restos s3o iguais”.

Enfim, para chegar a igualdade buscada dos paralelogramos
ABCD e EBCE, ele acrescenta o tridngulo BGC a cada um dos
quadriliteros. Utilizou entdo, ainda uma vez, a compatibilidade
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superficie de um paralelo-

gramo € o produto de sua
base por sua altura. 2) A superficie de um tridngulo é a meta-
de desse produto.

Concordo, mas como justificar essas formulas? Para a se-
gunda, é facil: basta mostrar que um tridngulo é a metade de um
paralelogramo de mesmas base e altura. Ora, ¢ o que Euclides
demonstra na segunda parte de I-34. Quanto a primeira igual-
dade, ela é “evidente” para um retngulo; basta entao entendé-
la no caso de quaisquer paralelogramos. De qualquer modo, éo
que estd estabelecido em I-35 e I-36, uma vez que essas propo-
sicoes permitem afirmar que todo paralelogramo é igual a um
retangulo de mesmas base e altura. Portanto, pode-se ler essa
passagem dos Elementos como uma fundagdo teérica dos pro-
cedimentos do cilculo das 4reas planas mais elementares, para-
lelogramos e tridngulos. \

A tabuleta cuneiforme Plimpton 322 (segundo milénio an-
tes de nossa era) comporta trés colunas de niimeros em nota-
¢3o sexagesimal e uma numeragdo das entradas de 1 a 15. Os
niimeros recontados sdo da forma [(b/a)?, b, c] onde (a, b, ¢)
sdo inteiros verificando a igualdade a?+b?=c?. Por que razdo se
teria realizado tal tabela? Ela implica um conhecimento do teo-
rema da hipotenusa (isto é, uma interpretagdo geométrica)?
Uma coisa € certa: as técnicas matematicas dos sabios babil6-
nios, muito antes das dos gregos, nao eram relegadas a simples
aplicagdes praticas. (BV)
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Construir e

comparar

Para os platonicos, a geometria do espago
culmina com o estudo dos cinco poliedros
regulares, aos quais Euclides dedica o
dltimo livro dos seus Elementos

4o sabemos nada a respeito

dos anos de formagio de

Euclides, e ha fortes razoes

para crer que o mesmo se

pode dizer de seus comentaristas da Anti-
giiidade tardia. Mas, Proclo de Constanti-
nopla (morto em 485) nao hesita em afir-
mar, ao redigir seu comentério ao livro
primeiro dos Elementos, que Euclides era
platdnico. A obra termina com a constru-
¢dode figuras “platdnicas”, e issolhe basta.
Devemos reconhecer que Proclo tem
razio em um ponto: hd certamente uma
ligagao entre Platdo e Euclides, mais pre-
cisamente entre a cosmologia platonica e
o final do livro XIII dos Elementos. Em
seu dilogo Timeu, compostoentre s anos
360¢e355a.C., Platdo descreve o demiur-
go que construiu o corpo do mundo. A
cada um dos quatro elementos fundamen-
tais que compdem o mundo (fogo, ar, 4gua
e terra), o demiurgo associou um sélido
regular: tetraedro para o fogo, octaedro para
0 ar, icosaedro para a 4gua e cubo para a
terra. Platao acrescenta que o demiurgo
utilizou uma quinta figura para “represen-
tar 0 Universo em seu conjunto”. Trata-se

dododecaedro, que Plationdonomeia. Em
suas proposigdes XIII-13 a XIII-17, Eu-
clides constréi (e circunscreve com umaes-
fera) todos esses s6lidos. Na tiltima propo-
sicdo do tratado (XIII-18), compara o
comprimento das arestas das cinco figuras.
Eisaligagao entre os dois. A denominagao
tradicional de “figuras platonicas”, que os
cinco poliedros receberam, deve-se a gran-
de fama que obtiveram Platao eseu Timeu.

Contudo, a dedugio feita por Procloa
respeito da filiacao filosofica de Euclides €
incerta por dois motivos. O primeiro € que
independentemente de quaisquer conota-
coes filosoficas, os cinco sélidos regulares
possuem um interesse evidente para todos
0s gedmetras. Como o proprio Proclo afir-
ma, esses poliedros exibem uma proprie-
dade notvel: ao passo que é possivel ins-
crever, dentro de uma circunferéncia, uma
infinidade de poligonos eqiiidngulos e
eqiilateros, ndo existem sendo cinco soli-
dos regulares inscritiveis em uma esfera.

Ela, 20 contrério da circunferéncia, ndo
se deixa dividir de infinitas maneiras em
porgdes iguais, mas somente de cinco ma-
neiras. No entanto, a esfera é o andlogo
tridimensional da circunferéncia.

O segundo é que Proclo ja havia men-
cionado os poliedros regulares ao descre-
ver a genealogia dos Elementos. Ele afir- -
mara: “Pitigoras transformou o estudo da
geomettia em um esquema de educacao
liberal; (...) foi ele quem descobriu o estu-
do dos irracionais e a construgao das figu-
ras csmicas [os cinco solidos regulares]”.
Mas se Pitagoras havia descobertoa cons-
trucdo dos cinco sélidos regulares, Eucli-
des nao seria platénico, mas pitagérico.

De fato, a afirmagio relativa a Pitdgo-
ras, que Proclo reproduz de Iamblico, per-
tence 2 tradicao dos pais fundadores. Seu
objetivo ¢ duplo: a atribuicdo de um “es-
quema de educagio liberal” a Pitagoras
visa associd-lo a formulagdo do sistema
quadripartito de descrigdo das ciéncias ma-

a) Dodecaedroinscrito em umicosaedro, e vice-versa. b)Arelagao

entre a superficie dos dois inscritos em uma mesma esfera é a
mesma que entre seus volumes. Para mostrar isso, decompomos
cada um dos sélidos em piramides (20 para oicosaedro, 12 parao
dodecaedro). 0 volume de uma pirdmide é Ah/3, h éaalturaeA a
4rea da base. A mesma circunferéncia circunscreve as faces do
icosaedro e do dodecaedro; portanto, as piramides dos dois s6li-
dos possuem a mesma altura h. Assim, o volume do icosaedro é
V., =A20h/3 x20,eodododecaedroéV,, =AEW3x 12,emqueA,a
4rea de uma face do sélido comi faces, é igual  superficie total do
sélido (S dividida pori.Assim, asrazdesS,,/S,; eV ,/V,,s30 iguais.




DUADRO JOHANNES NEUDGRFER e seufilho [ 1561), de Nicolas Neufchatel, mostra o matemaético dando uma aula sobreos poliedros regulares. Em suamao esquerda, um dod

temdticas (0 “quadrivium”), elaborado no
comego do século IV a.C.; e as supostas
contribuicdes de Pitagoras ao estudo dos
irracionais e dos poliedros regulares sao
introduzidas para sugerir que grande par-
te dos Elementos, especialmente os resul-
tados presentes nos livros X e XIII, j4 ha-
viam sido esbogadas pelo filosofo.

Pitagoras ou Teeteto?

Deve-se procurar a motivagao para esse
tipo de fabulagdo ndo mais na historia da
geometria, mas da filosofia. Diversos au-
tores da Antigiiidade tardia tentaram mos-
trar que Platdo seria, na verdade, um (fiel)
discipulo de Pitagoras. J4 na época hele-
nistica, alguns autores, menos generosos,
afirmavam que o mestre da Academia era
um plagidrio, e que havia baseado seu céle-
bre Timeu na obra intitulada De la nature,
do pitagérico Filolau. Essas extravagantes
afirmagdes apoiavam-se em um fato: o per-
sonagem principal do didlogo escrito por
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Platdo é um certo Timeu de Locres, apre-
sentado como sdbio da Magna Grécia.
Nada sabemos a respeito dele, nem mes-

.mo se se trata de um pitagérico do século

Va.C. (acenaocorreria em algum momen-
toentre os anos de 430-420) ou de um sim-
ples personagem literario criado por Pla-
tdo. Mas um bom niimero de autores
antigos acreditou que a cosmologia pla-
ténica ndo passaria de uma retomada de
antigas doutrinas pitagéricas. Um falsario
da época helenistica chegou mesmo a re-
digir um tratado, Sobre a natureza do Cos-
mos e da alma, atribuido a esse Timeu de
Locres, e que era simplesmente um resu-
mo do didlogo de Platao. Muitos, entre os
quais Iamblico, ndo perceberam a fraude.

Jamais saberemos ao certo o contexto
das primeiras investigagdes sobre os soli-
dos geométricos. Alguns testemunhos, no
entanto, ainda que somente um pouco
mais confidveis, indicam quem teria lan-
¢ado o programa de estudo dos poliedros.

)

Trata-se de Teeteto de Atenas (morto em
369), amigo de Platdo e discipulo de Teo-
doro. Costuma-se apresenta-lo comoa pri-
meira pessoa a escrever um tratado consa-
grado as cinco figuras solidas regulares.
Essa obra esta perdida, mas foi sem diivida
uma das fontes mateméticas exploradas no
Timeu, ainda que Teeteto nao seja explici-
tamente citado nesse didlogo de Platdo.
Alguns historiadores acreditam que o
trabalho de Teeteto foi retomado também
por Euclides, e que constitui a esséncia do
livro XIII dos Elementos. Isso de fato é
possivel, embora seja dificil confirmar.

. Existem diferentes maneiras de tratar os

poliedros. Mesmo se considerarmos so-
mente o problema de sua construcao,
pode-se conceber no minimo duas abor-
dagens: 1. Constroem-se sucessivamente
cada uma das cinco figuras, para depois
mostrar como elas podem ser circunscri-
tas por uma esfera. Esse € o procedimento
do livro XIII. 2. Toma-se uma esfera e de-
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terminam-se, sobre sua superficie, os pon-
tos que fornecem os vértices de cada polie-
dro. Tal é a via seguida por Pappus, no li-
vro 111 de sua Colegdo matematica.

Do ponto de vista técnico, as duas op-
¢es revelam-se bastante
diferentes — basta compa-

métrico do Universo a partir dos sélidos

platonicos. Tamanho sucesso ajudou, sem -

diwida, a manter constante o interesse pela
teoria matemtica dos sélidos regulares,
para bem além do circulo de especialistas.

s by St e A T A S e tiaerf.

i

rar a construgio dos mes-

citamente suposta pelo autor. Ainda que
esse teorema de limitagio fosse conhecido
antes de Euclides, acredita-se que essa por-
¢ao de texto ndo scja auténtica.

A segunda interpolaco, indiscutivel-
mente apdcrifa, pretende
estabelecer a propor¢ao
entre os lados a, das figu-

i i progBibbiny e ,—.x,...w---p“n-«d' ' "
mos poliedros por Eucli- e e e g ' & ras mencionadas em XIII-
des e Pappus. Mesmo se B e o Secs ot :ET:::E._T:““‘“ 18, ou seja, determinar
admitirmos, hipotetica- f{::::g:::if {;*; B T et sempre que possivel as ra-
e g

-MI--‘——&;—IJ-&\-—-.—.—LJ»‘—& e
br iy it f

-
P Lkl

mente, que Platao inspi-
rou-se em Leeteto, naose-

e —-&-k—“#--"l e i
. f g

nctimdevatet o sainkenalfee e
e iy i el

o g L St o |

1~..._7,. u—»—-&J:.B‘(-(uM.

e G et

it 3 e e (P 8 [
St bl o

T b e Soes peuami haeSambabor  Oporoe. sme fing

zoesa /a_,emquea de-
[ n m K 1
signa a aresta do poliedro

. ‘

ria possivel determinar a e v osari regular com i faces (supde-
oAk i wiul gt ol lidams 4B 45 e )
abordagem desse tltimo. e e ST se que todos os poliedros
T Pt -

" = % T il i ambohaonagedla? L 3 , .
O autor do Timeu nao da o e Tt estejam inscritos em uma
n Y et s RN R by }
nenhum detalhe relativoa ST S S it el : mesma esfera). Em nota-
- e e Vemmn el (40 ot a5 O n ,
construgao dos sélidos. O ...,,_'__.7:_!%_,74 T T y e s i co moderna, eis o que
A‘A,. i bepn
dialogo mostra que Platdao v BTN U enuncia o autor:

P s

tinha uma idéia a respeito e T e T e

da nogio de sélido regu-

. ) I
lar, e sabia que existem so-

i

N Sl .

(a,f = 2(a) (a) = 4/3
(3, (a,) = 3/2(a,f

BIBLIOTECA DO VATICANO

| mente cinco. Ele descre-  MANUSCRITO DE MEADOS do séc. X de Timeu, traduzido e comentado por Calcidio.

; Paraa _ea,elese
R Proclo, em seu comentario dos Elementos, associou Euclides a cultura platénica 20 12

‘ veu a constitui¢ao global

desses solidos (natureza e

ntimeros de faces e de angulos solidos),
COMO Uma exposicao cosmoldgica, naoum
manual de geometria.

Platdo preferiu enfatizar o tratamento
dessas figuras como elementos simples, a
partir dos quais elaborou modelos geomé-
tricos. Platdo acreditava que elas permitem
explicar certas transformagdes fisicas ele-
mentares (ver quadro na pdg. 67).

A influéncia do Timeu, de seus co-
mentadores, mas também de seus criticos,
como Aristoteles, foi formidavel, compa-
ravel 2 influéncia dos Elementos: foi utili-
zado comoum dostextos fundamentais da
escola neoplatonica, na Antigiiidade tar-
dia; na Idade Média, autores cristaos com-
pararam sua cosmologja aos escritos do
Geénesis, para contrapor Platdo a Aristote-
les e sua tese “abominavel” da eternidade
domundo, contréria as Escrituras. Na Re-
nascenca, retoma-sealigao platonica: € ne-
cessario procurar regularidades matema-
ticas para explicar a ordem e a estrutura do
mundo. Johannes Kepler, especificamen-
te, concebeu em 1595 um modelo geo-
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Comparacio dos Sélidos

Os gedmetras ndo ficaram indiferentes a
todo esse entusiasmo, € a teoria dos soli-
dos regulares tornou-se um classico, a
ponto de modificar o fim dos Elementos:
Euclides terminou sua obra com a propo-
sicao X111-18, queestabelece queaordem
decrescente das arestas dos cinco sélidos €
a mesma ordem segundo a qual Euclides
os construiu, nas proposigdes 13a 17. Mas
os estudiosos insistiram em acrescentar, até
a Renascenga, novos resultados.

Na verdade, a coisa é um pouco mais
complicada, pois o texto de XIII-18 sofreu
diversas alteracdes e interpolagdes. Uma
delas, bem no final da demonstragao, es-
pecifica, de maneira um tanto quanto inap-
ta, que, afora os cinco solidos ja estuda-
dos, ndo sera possivel construir nenhum
outro poliedro delimitado por figuras pla-
nas eqiiiliteras e eqiiidngulasidénticas (os
poligonos regulares). Para que seja assim,
é necessario acrescentar uma condigao su-
plementar — a exigéncia de que 0s solidos
possam ser inscritos em uma esfera —, ta-

contenta em lembrar que
se trata de segmentos irra-
cionais no sentido euclidiano (fato esse de-
monstradoem XI11-16e XIII-17): as pro-
porgdas (a,7a, V. (&, P/(a, (2, F/(a)
... ndo podem ser escritas na forma de fra-
cdo. As cinco figuras repartem-se em duas
familias: trés s6lidos “simples” (tetraedro,
cubo e octaedro) e dois mais complexos, 0
icosaedro e o dodecaedro. Essa distingdo,
de resto, poderia ser percebida desde a
construcio das figuras. Por outro lado, a
propria interpolagao necessita ser comple-
mentada, mesmo se limitada apenas aos
trés poliedros “simples”.

Assim, pode-se deduzir, a partir da
igualdade (214)Z =4/3 (a ), queas dreas dos
mridngulos eqiilateros que formam, respec-
tivamente, as faces do tetraedroe do octae-
dro também se encontra em propor¢ao de
3 para 4. Multiplicando-se pelo respecti-
vo niimero de faces (4 e 8), obtém-se que
as 4reas do tetraedro e do octaedro (inscri-
tos em uma mesma esfera) estao na pros
porgdo de 2 para 3. Entdo, por que nao
comparar os solidos regulares por areas e
volumes, e ndo s6 pelas arestas?

ESPECIAL ANTIGUIDADE




latdo e os poliedros

a0 utiliza a associagao entre elementos e poliedros regulares para explicar — por meio
da decomposicao e recomposigao das figuras sélidas a partir de suas faces — as
ransformages mutuas de trés dos quatro elementos [fogo, ar & agua) observaveis no
mundo fisico. De fato, os correspondentes sélidos, por serem todos compostos de triangulos
equilateros, prestam-se particularmente bem a essas operacdes. 0 elemento terra,

representado por um cubo, escapa as transmutaces.

1Ar=2Fogo (B=4+4])

O caso do icosaedro e do dodecaedro,
devido & aparicdo de proporcdes quadra-
blicas irracionais, € ainda mais estimulante.
Hipsiclo de Alexandria (séculoITa.C.) in-
0rma-nos que o matematico Aristeu che-
gou a compor um texto intitulado Sobre a
comparagdo das cinco figuras, infelizmente
perdido. Seu autor, sem davida, era um
ipredecessor imediato ou um contempora-
neo de Euclides, portanto posterior a Tee-
teto. A tinica informagdo precisa diz que
seu estudo continha o seguinte belo resul-
tado: “Uma mesma circunferéncia circun-
creve o pentigono do dodecaedro e o tridn-
gulo doicosaedro, que estejam inscritos em
uma mesma esfera”. Por decomposi¢ioem
tetraedros, deduz-se dai que a relagdo en-
tre as superficies do dodecaedro e do ico-
saedro é igual 4 relacdo entre seus volumes
(ver figurana pdg. 64).

Hipsiclo observa que Apol6nio de Per-
ga, autor das Conicas, havia demonstrado
esse resultado em um tratado dedicado 3
comparagdo dos dois s6lidos complexos.
Deve-se a ele a determinagio da relagio
em termos de segmentos de reta: a pro-
porcao entre a rea (ou volume) do dode-
caedro e do icosaedro é igual A proporgio
entre a aresta do cubo e a do icosaedro.
Temos:S /S =V /V _=afa .
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1 Agua=1Fogo+2Ar(20=4+2x8)

Hipsiclo, por sua vez, retomou a mes-
ma comparagao e propds uma nova des-
cricdo, em termos de divisio em razao mé-
dia e extrema (ver quadro na pag. 68). No
inicio, seu tratado aparecia de maneira in-
dependente. Depois, em alguns manus-
critos gregos, foi copiado na seqiiéncia dos
Elementos, e tornou-se aquilo que se cos-
tuma chamar de livro XIV.

A histéria do final dos Elementos nao
termina por ai. Com efeito, existem outras
maneiras de tomar evidente o fato de que
os cinco solidos regulares constituem uma
familia. Por exemplo, o niimero de vértices
do icosaedro é igual ao ntimero de faces
do dodecaedro, e inversamente. Como
cada um desses poliedros possui fa-
ces iguais, o centro dessas faces é
eqiiidistante do centro da esfera
que os circunscreve. Portanto,
eles ficam situados sobre a su-
perficie da esfera inscrita den-
tro de cada poliedro, a qual di-
videm em porgdes iguais. Ou
seja: se ligarmos os centros das faces
de um icosaedro, obtemos um dodecaedro
inscrito; se ligarmos os centros das faces de
um dodecaedro, obtemos um icosaedro
insctito (ver figura na pdg. 64). Tais polie-
dros apresentam uma relagao de dualida-

de. O mesmo acontece com o cubo € 0 oc-
taedro. J4 o tetraedro é seu proprio dual.

- Sem usar o nome “dual”, os antigos
interessaram-se por essas relagdes de ins-
cri¢do e circunscricao entre os sélidos re-
gulares. Alguns exemplos podem ser en-
contrados na primeira parte de um tratado
composto na Antigiiidade tardia, em meio
a consideragdes a respeito dos poliedros e
seus dngulos sélidos. Esse texto, anénimo,
tormou-se o livro XV dos Elementos. E pos-
sivel seguir essa histéria para além da An-
tigiiidade. Autores 4rabes e depois os da
Renascenca acrescentaram resultados
fascinantes a respeito dessas figuras ao fi-
nal de suas proprias versdes de Elementos.

Oposicoes e Regularidade
Em diversas ocasides, os gregos privilegia-
ram o raciocinio por oposicoes. Aristote-
les j4 indicava uma tabua de opostos, na
qual dez pares aparecem, tais como limi-
tado/ilimitado, impar/par, um/mdltiplo,
luz/escuridao. Mais tarde, outras listas in-
cluiram oposicoes como igual/desigual,
exprimivel/inexprimivel, semelhante/dife-
rente, ordenado/desordenado etc.

Em cada par, um dos termos é “bom”,
ooutro € “ruim”, e hi exemplos matema-
ticos para varios deles. Mas que dizer a

respeito da regularidade? De maneira in- .

génua, pode-se pensar que ela se opde a

ARSI AARLOEECR ROy <0 1R et

SISTEMA PLANETARIO de Johannes Kepler baseado
nos cinco sdlides platonicos
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No século Il a.C., Hipsiclo

enunciou Uma Proposicao
bastante complicada, Sua
interpretagao geometrica,
contudo, é simples, uma

irregularidade. Serd possivel, no entanto,
conferir status mateméticoa essa 0posicao,
particularmente no que diz res-
peito as figuras geométricas?
Qual e por qué? Duas ordens de
consideragdo tiveram papel nes-
B | sadiscussio. -

vez que Se compreenda a
terminologia usada; “Uma
reta [segmento de reta]
qualquer, se esta dividida
em razao média e extrema,

A primeira reside na desco-
berta de outra familia, composta
por 13 sdlidos delimitados por
faces eqiilteras e eqiiiangulas,
mas ndo necessariamente todas

entao a proporcao da reta
que pode produziro guadra-
do da reta inteira, mais
aguele do segmenta maior relativamente areta
que pode produzir o guadrado da reta inteira,
mais aguele sobre o Segmento menor, éames-
ma proporgao da aresta do cubo relativamente

3 arestadoicosaedro”.

Dizer que uma reta AB esta dividida em ra-
730 média e extrema pelo ponto Hsignificague
2 razdo entre os segmentos AH e HB é igual
raz3o0 entre a reta inteira e 0 segmento maiar,
AB/AH. Assim, ABHB = AH?, de maneira que 0
retangulo BOKH é igual ac quadrado AFGH.

Na Renascenga, essa proporgao recebeuo
nome de razao durea”. Considerava-se que ela
possuia virtudes estéticas metafisicas. Mais
tarde, essa razao foiidentificada a um ndmero
real (irracional ), que recebeu o neme de “auren”
e que pode Ser escrito como (1+VE)/2.

Dizer que umaretaD“pode produzir’ adrea

A significa que o quadrado construido sobre D
tem area A. Na figura, devido a0 teorema da hi-
potenusa, temos: AK” = AC" + CK?, em que CK=
AH & 0 segmento maior & AC=AB. Assim, AKéa
reta que pode produzir o quadrado da reta intei-
ra AB mais aquele do segmento maior AH.

De igual maneira, KB é a reta que pode pro-
duzir o quadrado da retainteira AB maisaquele
do segmento HB (pois BK® = KH® + HB? e KH =
AB]. Hipsiclo demonstrou que a razao entre 3
aresta do cubo e a aresta doicosaedroinscritos
em uma mesma esfera & igual a razao AK/KB.

Essa proposi¢aocompletavaum dosresul-
tados dos Elementos [Xill-17], segundo o qual,
a0 dividir a aresta de um cubo emrazéo média
& extrema, 0 Segmento maior € igual 3 aresta
do dodecaedroinscrito na mesmaesferaque o
cubo. Nafigura acima, a propor¢ao entre aares-
ta do cubo e do dodecaedro inscritos na mes-
ma esfera & igual a proporgao AH/HB.A divisao
em razao média e extrema aparece na cons:
trugao do pentagono regular, e na construgao
dos dois solidos regulares complexos, 0 icosae-
dro e o dodecaedro. Diversas proposigdes dos

livros Xlil e XIV s30 dedicadas a essa proporgao.
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D do mesmo tipo (as faces que sao
de um mesmo tipo, porém, de-
vem seriguais). Issosignifica que também
esses solidos so inscritiveis em uma esfe-
ra. O cuboctaedro, por exemplo, € com-
posto por 0ito tridngulos eqiiilateros e seis
quadrados (ver figura na pdg 69). Atual-
mente, tais poliedros sao classificados
como “semi-regulares”. Os raros estudio-
s0s antigos que falam a seu respeito desig-
nam-nos simplesmente pelo nome de seu
inventor: Arquimedes. Surge assim uma
oposico entre duas familias. De um lado,
os 5 solidos de Platio; do outro, os 13 de
Arquimedes. Os primeiros foram explici-
tamente qualificados de “regulares” (a pa-

.

lavra utilizada pelos gregos, tetagmenda, sig-
nifica “ordenados”) porque os de Arqui--
medes sdo ndo-homogéneos (suas faces, e
portantoseus dngulos s6lidos, naosao idén-
ticos). A descoberta de Arquimedes forou
os estudiosos da época a especificar exata-
mente o que caracterizava as cinco figuras
platonicas, e a distinguir, sendo os graus,
20 menos 0 maximo da regularidade.

A outra fonte de interesse pelas figuras
regulares nasceu dos trabalhos do geome-
traZenodoro. Sabemos que ele redigiu um
tratado intitulado Sobre as figuras isoperi-
métricas, que continha (entre outras coi-
sas) dois resultados bastante sugestivos:
1. Entre dois poligonos isoperimétricos
(istoé, deigual perimetro) regulares, aquele
que possui mais lados & maior (em érea).
2. Entre dois poligonos isoperimétricos
com o mesmo nimero de lados, se um ¢
regular e o outro ndo, o regular possui a
maior 4rea. 3.Ele deduziu dai um terceiro
resultado: entre todas as figuras planas com
um mesmo perimetro, aquela que possui
a maior superficie é o circulo.

O resultado 2 justifica o interesse pelas
figuras regulares com base em critérios

puramente matemdticos. O resultado 3 foi-
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FUNDAMENTANDO-SE EM sugs .
observagdes, Ptolomeu afirma,
no inicio do Almagesto, que 0
Cosmos & esférico. Gravura do
livro Claudio Tolomea, principe
degli astrologi e della geografia,
de Giordano Ziletti, 1564
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estendido aos s6lidos (figuras tridimensio-
nais) por analogia, tanto por Zenodoro
como por seus sucessores, gerando um
quarto: entre todas as figuras sélidas com
uma mesma supetficie, aquela que possui
o maior volume é a esfera.

Fundamentar de maneira rigorosa a
propriedade maximal da esfera estava cer-
tamente fora do alcance dos antigos. De
toda maneira, eles compararam o volume
dos sélidos regulares entre si, e depois com
o volume da esfera (considerando sempre
figuras de mesma superficie). Pappus reu-
niu esses trabalhos na tlltima parte do livro
V de sua Colegio. A questdo, provavel-
mente, ja havia sido abordada nos trata-
dos de Aristeu ou Zenodoro. A menos que

vejamos ai uma (outra) contribuicao de Ar-
quimedes. Seja como for, o resultado obti-
do para esses sélidos é o mesmo que para
asfiguras planas. Entre as figuras ditas pla-
tdnicas com uma mesma superficie, a or-
dem crescente dos volumes é a mesma do
namero de faces: tetraedro, cubo, octae-
dro, dodecaedro e icosaedro. A partir dai,
por extrapolacdo, conclui-se pela proprie-
dade maximal da esfera.

Cosmos Perfeito

Uma razdo em particular permitiu que co-
nhecéssemos esses trabalhos em tantos
detalhes. A partir do Timeu de Platdo, e
mesmo antes, atribuiu-se a0 Cosmos uma
forma esférica. Alguns argumentos apare-

Adltima proposigao de Euclides

A tltima proposicao dos Elementos (XIIl-18) estabelecia que a ordem decrescente das arestas
dos solidos regulares inscritos em uma mesma esfera é:

aA>ag>aE_>a,do>aw,

em que a_designa a aresta do poliedro regular com n faces Eis as principais passagens da

demonstragao:

-AB [=AG] & o diametro da esfera, e C o seu centro. 0 ponto D de AB ¢ tal que AD = 2DB.
-Une-se CG. H € aiintersecgao de CG com a esfera, e K a projegao de H sobre AB.
-0 ponto L de AB é construido de tal maneira que CL=CK.

GG

Euclides verifica que o segmento CL € maior que CD.

- As intersecgdes da esfera com as perpendiculares a AB em L, D e C sagp,

respectivamente, M, Fe E.

- Né construfdo sobre BF de tal maneira que BF seja dividida em razao média e extrema
[verquadro na pdg. 68] por N, cam BN como segmento maior.
As proposicges XIll- 13 aXill- 17 permitem afirmar que AF € a aresta
do tetraedro (a ], BF a aresta do cubo (a,), BE a aresta do
octaedro (a ). BM a aresta doiicosaedro (2, ] e BN a aresta
do dodecaedro [3_2].Tem-se portantoquea, >a >a_ >a,
,equea >a ..
0O'resto da demonstragao consiste entao em provar, com
auxilio de relagoes métricas, arelacao: BM >BN(a, >3, ].

OS TREZE poliedros semi-regulares de
Arquimedes tais como apresentados
na Harmonia do mundo, de Johannes
Kepler (1571-1630)

ceram para justificar essa tese. Trata-se, es-
sencialmente, de argumentos de conve-
niéncia: o Cosmos seria esférico porque
essa é a forma que lhe convém. Por exem-
plo: "Ao Ser mais perfeito, o Cosmos, cor-
responde a figura mais perfeita, a esfera”.
No predmbulo do Almagesto, obra que
reuniu e codificou o conhecimento astro-
ndmico dos antigos, Cldudio Ptolomeu
(séculoI1d.C.)explicita os principios cos-
molégicos que admite. Afirma entdo que
0 Cosmos, considerado em seu todo, é es-
férico. Para justificar essa hipotese, ele ofe-
rece diversas explicacdes astrondmicas
fundadas em observacoes e acrescenta cer-
tos argumentos de conveniéncia, entre os
quais o “isoperimétrico : como a esfera,
entre todos os solidos com uma mesma
superficie, ¢ aquele que contém o maior
volume, convém que seja essa a forma do
Cosmos, que contém todas as coisas.
Com o objetivo de comentar essa ob-
servagdo de Ptolomeu, seus exegetas, prin-
cipalmente Pappus e Tedo de Alexandria,
copiaram porgdes importantes de trabalhos
a respeito das figuras que possuem um
mesmo perimetro ou uma mesma area.
Esse tema, por sua vez, contribuiu paraa _
manutencio do interesse pelos poliedros.
Os gedmetras antigos sentiam-se reconfor-

tados com a idéia de que era necessirio

privilegiar o estudo das figuras regulares
(o0s solidos plat6nicos e as principais figu-
ras de revolucdo: esfera, cone, cilindroetc. ).
Eles se interessaram pouco pelos sélidos
em geral, excecdo feita a teoria das propor-
¢des, como no livro V dos Elementos. Po-
rém, a generalidade era obtida pela abstra-
¢do da nogdo de dimensdo. (BV)
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RETRATO DE ARQUIMEDES pintado
em 1620 por Domenico Fetti
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m 264 a.C., sob um pretexto fiitil, os romanos in-

vadiram a Sicilia e confrontaram os cartagineses, ins-

talados na parte oeste da ilha. A guerra que se se-

guiu — a primeira ptinica — durou mais de 20 anos,
e terminou com a derrota de Cartago e 0 dominio romano sobre
grande parte da Sicilia. Do lado leste, porém, ao redor de Sira-
cusa, o rei Hierdo, que havia se aliado aos romanos, aproveitou
as circunstdncias para fazer seu reino prosperar. Ele governou
por 54 anos, até sua morte em 215, aos 92 anos.

Mas os cartagineses desejavam uma revanche e, em 218,
Anibal partiu da Espanha e cruzou os Alpes com seu exéreito.
Comecava a segunda guerra piinica, que terminaria em nova
derrota de Cartago e marcaria o inicio da expansao romana
para fora da peninsula italica. A Sicilia, que ficava a meio ca-
minho entre os dois adversarios, permaneceu fiel a sua alianca
com Roma até a morte de Hierdo. Depois disso, a oposicio fez
um pacto com os cartagineses. Em 214, o consul romano Mar-
celo atacou Siracusa, com a expectativa de ligiiidar a questio
em poucos dias. Porém, teve de recuar devido as maquinas e
estratégias militares de Arquimedes. O cénsul sitiou a cida-
de, que tombou em 212; o gedmetra, ja idoso, morreu du-
rante a pilhagem. Varias obras de arte foram transportadas a
Roma. Costuma-se dizer que ai comegou a admirac¢do roma-
na pela arte grega.

Essas circunstancias dramaticas explicam a abundancia de
testemunhos acerca da morte de Arquimedes, transmitidos por
dezenas de autores de todos os géneros. Em pouco tempo, sua
vida e caréter tornaram-se tema de anedotas fantésticas ou edifi-
cantes. Assim surgiu a lenda de que seria tdo distraido que es-
quecia até de comer ou tomar banho. Absorto em uma demons-
tracdo, ndo teria percebido nem mesmo a queda de Siracusa.

WWW.SCIAM.COM.BR

As numerosas anedotas sobre ele valorizam o
cientista e inventor, mas pouco falam do gedmetra.

Seus trabalhos nessa drea, contudo, representam o
primeiro passo na diregdo do cdlculo integral

Para alguns episédios, dispomos de vérias versoes divergen-
tes: cada autor retém apenas aquilo que serve a seu propésito.
Por exemplo, para o historiador Polibio — nascido uma década
apos os acontecimentos —, a narragao do cerco de Siracusa serviu
para ressaltar o papel decisivo desempenhado por individuos ex-
cepcionais, a0 passo que o escritor e filésofo platonico Plutarco de
Queronéia (46-120) interpretou-o como a oposicio entre a alma
(Arquimedes) e o corpo (os outros siracusanos). J4 Cicero, ora-
dor e homem piiblico, tentou isentar os romanos pela morte do
sdbio, e nada falou sobre a captura de Siracusa.

Ele preferiu evocar dois globos celestes construidos por
Arquimedes (entre os quais um planetdrio mével), e que des-
pertaram grande admira¢do. Mesmo assim, mencionou-os
apenas para observar que esses foram os tinicos prémios que
Marcelo aceitou tomar de Siracusa, com o objetivo de con-
sagré-los ao templo da Virtude. O préprio Cicero, que serviu
como questor (magistrado encarregado da gestao dos bens pu-
blicos) na Sicilia, deu uma espécie de licao aos siracusanos:
para servir a gléria de Arquimedes, reencontrou seu timulo,
neglicenciado pelos compatriotas. '

Engenheiro ou Geémetra?

Arquimedes exercitou seus incomparaveis talentos em ao me-
nos quatro especialidades matematicas: geometria, astronomia,
mecdnica e optica. Contudo, se o siracusano avulta inconteste
na Antigiiidade como o mais célebre dos sibios, é menos como
gedmetra que como “engenheiro”. Poucos autores, uma dezena
no maximo, e quase todos matematicos, referem-se a seus tra-
balhos tedricos, principalmente em geometria. Se ele merece,
aos olhos de quase todos, eterna admiracdo, ¢ por causa das
maquinas cuja invengo e/ou fabricagio costuma ser-lhe atribui-
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STADELSCIJIES KUNSfINSTlTUT, FRANKFURT

ARQUIMEDES E MORTO por soldado romano, em c6pia de um mosaico feito
pela escola de Rafael, no século XVI

da, as vezes de maneira pouco rigorosa: maquinas de guerra
(como catapulta, guindaste e espelhos ardentes), 0 parafuso he-
licoidal, sistemas de polias compostas, a balanca dita “romana’,
o elevador hidraulico, o planetério.

Esse retrato de inventor genial e fecundo ndo agradaatodo
mundo. O biégrafo Plutarco de Queronéia dedicaumade suas
Vidas paralelas a Marcelo, 0 conquistador de Siracusa. Naobra,
pinta um quadro totalmente diferente, de um Arquimedes
puramente gedmetra, que manifesta desdém pelas realiza-
¢oes técnicas e materiais. A narracio de Plutarco é brilhante
e sedutora. Por ser a mais completa, embora ndo a mais pre-
cisa, costuma também ser a mais citada. Esquecem-se, po-
rém, os objetivos que seu autor perseguia: exaltar a matemati-

ca “pura” e desvalorizar a técnica e 0s técnicos. Contudo, Plu-
tarco ndo podia ignorar a historia tradicional, especialmente a”
utilizago das maquinas de guerra que tanto haviam impressio-
nado seus antecessores. A maneira como ele explica a presen-
¢a de numerosas maquinas de guerra em Siracusa merece aten-
¢3o. Ele afirma que, para Arquimedes, isso ndo passava deuma
brincadeira de gedmetra, resultado de uma ordem do rei Hie-
rao que lhe pedia para vulgarizar sua ciéncia em beneficio do
povo. Plutarco fez entdo uma digressao a respeito da origem
da mecanica na época de Arquitas e de Platio. Ele confundiu,
ou quis confundir, as solugdes por meio de curvas geométricas
com instrumentais aproximadas.

Ao retomar o fio de sua narrativa, Plutarco informa que Ar-
quimedes, certa vez, escreveu a0 rei, seu parente € amigo. Na
carta, ele disse: “Dé-me um lugar para me firmar € um ponto de
apoio para minha alavanca, que eu deslocarei a Terra™. Ele su-
punha que uma dada forga poderia mover nao importa qual peso,
por maior que fosse. Era uma maneira, um tanto quanto hiper-
bélica, e contrariar a Fisica de Aristételes, em particular a afir-
magdo de que, a partir de certo limite, as forcas mecdnicas ndo
tém mais efeito.

Maravilhado, o rei teria pedido a Arquimedes que fizesse uma
demonstragio de seu principio. Plutarco aproveita para emendar
outra histéria famosa: a do levantamento do navio. Nessa versdo,
um imenso navio foi colocado em terra com grande esforco de
uma numerosa mao-de-obra. Depois, foi carregado com homens
e mercadorias. Arquimedes, porém, gracas a um sistema com di-
versas polias que multiplicava sua forca, sentado e com um gesto
trangjiiilo de mao, teria conseguido sem esforo puxar 0 navio, -
que deslizou sem solavancos até o lugar onde estava. Tamanho
&xito teria deixado Hierdo boquiaberto, a ponto de pedir ao ami-
go para construir méquinas de guerra. '

Dois famosos resultados em geometria

1) 0 volume docilindro circunscrito 3 esferaS é igualaumaveze meia ode
S, e a superficie lateral & igual a de S, ou seja, quatro vezes a superficie de
um grande circulo [por exemplo, ABCD) da esfera. Essa propriedade seria
usada em cartografia para projetar a esfera sobre um plano, depois de haver
cortado o cilindro ao longo de uma geratriz como EH. 2) A 4rea sob o seg-
mento de parabola ADBEC [superficie compreendida entre a retaACe a pa-
rdbola) é igual a quatro teros do tridngulo ABC. Dessa propriedade deduz-
se a quadratura da parabola [verartigo na pdg. 36].

Arquimedes demonstrou esses dois teoremas pela utilizagao do méto-
do por exaustao: no caso da parabola, 0 método foi aplicado pela divisao de
cada segmento de parabola em dois, depois em mais dois etc. No caso do
cilindro e da esfera, Arquimedes aproximou o cilindro com auxilio de pris-
mmas com um ndmero cada vez maior de faces, € a esfera de maneira seme-
Jhante. A demonstragao demandava 32 proposigoes introdutdrias e ocupa-
va cerca de 60 paginas do tratado A esfera € 0 cilindro.

FRIKA ONODERA
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CICERO DESCOBRE a tumba de Arquimedes, pintura de Martin Knoller, de 1775

A narrativa ndo pode ser aceita sem algumas reservas. Para
todas essas anedotas, h versoes divergentes e é impossivel
saber qual detalhe corresponde ou nao  realidade. Ateneu e
Proclo, por exemplo, contam de outro modo a histéria do
navio: Hierdo teria mania de grandeza e mandou construir o
maior navio da Antigiiidade, que ele desejava enviar ao rei
Ptolomeu, com uma carga de 2 mil toneladas. Todos os sira-
cusanos reunidos nao conseguiram colocar o navio na dgua.
Mas com um mecanismo, Arquimedes teria permitido a
Hiero, sozinho, mové-lo até o porto. Na viagem inaugu-
ral, Hierdo ofereceu seu navio a Ptolomeu: Alexandria era
o tinico porto capaz de abrigé-lo.

Ateneu descreve o mecanismo como um “parafuso sem
fim”, inventado por Arquimedes e movido por “poucas pes-
soas”. Plutarco coloca Arquimedes como parente do rei, en-
quanto outros ressaltam sua condi¢do modesta. Ele afirma
ainda que Arquimedes nada escreveu sobre suas maquinas e
invengdes, mas ai também contradiz outras fontes, entre as
quais Vitravio e Pappus. De qualquer modo, parece bastan-
te provavel que Arquimedes tenha solicitado o patronato do
rei, do mesmo modo como mais tarde fariam os inventores
da Renascenca. Esse fato ndo é nada compativel com o su-
posto desdém pelas técnicas.

O retrato esbogcado por Plutarco estd de acordo com sua po-
sicao no debate que se desenvolveu, na época imperial (séculos
I e II), arespeito do status da mecénica: para ele, era uma degra-
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dagdo da geometria. Ao ressaltar o desdém de Arquimedes pe-
las técnicas e a qualidade incomparavel de seus escritos teri-
cos, Plutarco alinha-o em seu campo.

E surpreendente que os modernos tenham aceito, com ta-
manha confianca, as afirmagdes do filésofo de Queronéia a res-
peito de um dos sdbios mais completos de seu tempo, inventor
e gedmetra. Reconstituir sua biografia a partir dessas anedotas
é uma tarefa iluséria. Apenas uma coisa parece certa: tais his-
térias devem ser entendidas como exercicios de “vulgarizagao”
cientifica dos trabalhos feitos em mecénica pelo siracusano.
Contar que Arquimedes pretendia erguer a Terra, ou que cons-
trufa maquinas que permitiam o deslocamento de um navio
por uma s6 pessoa, serve para ilustrar a universalidade teérica
do principio da alavanca ou a possibilidade de multiplicacao

da forca com o auxilio de engrenagens. A anedota da coroa de _

ouro, com seu final singular em que Arquimedes interrompe
um banho e sai nu pela cidade, aos gritos de “Eureca” (“eu
achei”), relembra seus trabalhos em hidrostatica, e a desco-
berta do famoso principio que ainda hoje leva seu nome (ver
quadro na pdg. 75). A lenda tardia a respeito dos espelhos ar-
dentes, que Ihe teriam permitido incendiar a frota de Marcelo,
refere-se a suas pesquisas em optica. Dositeu de Pelusa, cor-
respondente de Arquimedes, havia tentado construir tal espe-
lho, que, colocado sob o Sol, refletisse os raios para um ponto
de convergéncia (ou seja, um espelho parabélico). Essa carac-
teristica permitiria que ele fosse usado para queimar objetos
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distantes. A tradicdo, certa ou errada, n3o hesitou em atribuir
realizacdes do mesmo género ao siracusano, por conta de seu
génio, sem se preocupar com a verossimilhanca.

Arquimedes em Alexandria?

Plutarco nio detém o monopélio das afirmagdes constesta-
veis ou parciais. Diodoro da Sicilia, historiador do século I
a.C., menciona por duas vezes certa maquina composta por
uma espécie de hélice inserida em um cano cilindrico, desti-
nadaa bombear dgua. Segundo ele, elas eram usadas no Egito
para irrigar as partes do delta do Nilo que as inundagdes do
rio ndo alcangavam e em minas da Espanha, para esgotar a
agua do subterrineo. De acordo com Diodoro, sua forca é
tamanha que seria possivel retirar um rio inteiro das profun- ==
dezas da Terra até a supetficie e que tal méquina teria sido
inventada por Arquimedes. Outros autores, como o cientista
Filo de Bizancio, o arquiteto Vitravio, apaixonado pela his-
toria das técnicas, e o gedgrafo Estrabdo, também mencio-
naram ou descreveram esse aparelho, mas nenhum atribui
sua invengdo a Arquimedes. Para Diodoro, tratava-se de as-
sociar dois elementos, o nome da maquina e o do siracusano.
Ele acrescenta, entdo, que a inven¢do de Arquimedes teria
ocorrido por ocasido de uma viagem ao Egito.

Esse é o tinico testemunho que existe a respeito da suposta
viagem. Contudo, os autores modernos, de maneira geral, aceita-
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SEGUNDO PLUTARCO, Arquimedes teria dito a Hiero, rei de Siracusa: “Dé-me um pontojde aj

Método por exaustio

Para compreender o método por exaustao,
consideremos a primeira proposigao da Medida
do circulo, de Arquimedes [ver figura ao lado).
Seja um circulo Q de centro K e raio AK, um
triangulo retangulo EFG tal que EF = AK e tal -
que o lado EG seja igual a circunferéncia do
circulo. Desejamos mostrar que a area do
circulo é igual a do triangulo EFG.

Suponhamos que o circulo seja maior que
EFG, e chamemos de D a diferenga entre a drea
de 0 e EFG. Seja ABCD um quadrado inscrito no
circulo. A diferenga entre o circulo e o quadrado
é constituida por quatro segmentos de circulo
iguais. Dividamos o arco AB em duas partes
iguais no ponto H, e tracemos os segmentos AH
e HB. Se fizermos 0 mesmo nos outros
segmentos de circulo, iremos obter um
octégono inscrito.

Como o tridingulo AHB € maior que a metade
do segmento de circulo AHB, a diferenga entre o
circulo e o octégono, composta por oito pequenos
segmentos de circulo, € menor que a metade da
diferenca entre o circulo e o quadrado. De acordo

com o principio de continuidade (Euclides, X-1],
se nds repetirmos a mesma operagao de
dicotomia dos arcos, construiremos um poligono
regular P, inscrito no circulo, tal que a diferenca de
&rea entre o circulo e P serd to pequena quanto
se desejar. Suponhamos que nds a tornemos
menor do que a diferenca D. Terfamos ent&o 0 -
EFG >0 - P, ou seja, EFG < P. Dessa forma, a area
do poligono P estaria entre a drea do triangulo
EFG e a do circulo. Para simplificar, suponhamos
que o poligono P seja 0 nosso octégono. Ele se
decompde em (oito) tridngulos isdsceles iguais,
de mesma altura e cujas bases, adicionadas,
constituem o perimetro do octégono. Asua érea
é portanto igual a drea de um triangulo retangulo
em que um dos lados do angulo reto & igual a
altura KL, e 0 outro ao perimetro do octégono (a
4rea de um tridngulo isésceles é o produto de sua
altura pela meia base).

Finalmente: a altura KL é menor do que 0
raio AK, e o perimetro do octégono (ou de
qualquer outro poligono inscrito] é menor do
que a circunferéncia do circulo. Dessa maneira,

o triangulo retangulo igual em &rea ao Nosso
octégono é menor do que EFG, pois cada um
dos lados do &ngulo reto do primeiro é menor
que o lado correspondente do segundo. Assim,
o octégono € menor do que EFG. Pela sua
construgao, porém, ele era maior. Chegamos
assim a uma contradi¢do. De modo semelhante,
com auxilio de poligonos regulares circunscritos
ao circulo, podemos demonstrar que a hipétese
“o circulo é menor do que EFG” conduz a uma
contradigao. Conclui-se dai que o circulo é igual
ao triangulo EFG.

Em termos modernos, o raciocinio é
diferente. A formula S = 1/2(Ph) vale para todos
os poligonos inscritos em um circulo, em que S
designa superficie, P o perfmetro e h a altura. Se
aumentarmos indefinidamente o nimero de
lados, o poligono se aproxima do circulo e, no
limite, seu perimetro coincidird com a
circunferéncia do circulo, e sua altura com o
raio do circulo. Segue dai o resultado desejado.
0 método de Eudoxo-Arquimedes nao recorre a
essa passagem ao limite. Nao se “exaure” o
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Eureca, eureca!

“Uma questao proposta pelo rei Hierdo ocasionou as descobertas
hidrostaticas de Arquimedes. 0 monarca havia enviado a um ourives
certa quéntidade de ouro para fazer uma coroa, mas o artesao, deso-
nesto, ficou com parte do ouro, apds té-lo substituido pelo mesmo peso
de prata. A fraude foi descoberta. Como o rei ndo desejava destruir uma
obra que era extremamente bela, solicitou que Arquimedes descobrisse
a quantidade de ouro subtraida. Ele meditou sobre o assunto e, segundo
se conta, a solugao do problema apareceu-lhe em meio a um banho, e
ele saiu totalmente nu, aos gritos de Eureca! —eu achei— palavra que se

0 ¢ apoio para minha alavanca e eu deslocarei a Terra”

MECHANICS MAGAZINE, 1824 :

tornou célebre desde ent&o.”

Montucla, Histdria das matemdticas, 1758.

Porimersao, Arquimedes conhecia o volume da coroa (igual ao volu-
me de &gua deslocado). Ele o comparou ao volume da quantidade de
ouro, e depois de prata, de mesmo peso. Por propor¢ao, entao, determi-
nou o tamanho da falcatrua.

ram-no e até o reforcaram: Arquimedes teria passado uma tem-
porada em Alexandria para estudar. E possivel mesmo especular
se teria ou ndo encontrado Euclides. Procurou-se uma confirma-
¢do para a estada do siracusano no Egito em sua importante cor-
respondéncia cientifica com trés pessoas, cuja passagem pela ca-
pital dos Légidas é certa: Cono de Samos, Dositeu de Pelusa e
Erat6stenes de Cirene. Mas basta ler essas cartas para ver que
Arquimedes ndo conhecia nem Dositeu nem Eratdstenes antes
do inicio de suas relacdes epistolares. Ele se dirige aos dois por

ter ouvido falar de seu interesse por assuntos matematicos, e de

circulo por meio de poligonos. Utiliza-se o
principio de continuidade para construirum
poligono intermedidrio, o qual permite derivar
uma contradi¢do de cada uma das sub-
hipéteses que se deseja descartar. 0 nome
“método por exaustdo”, portanto, é mal
escolhido, mas indica a proximidade que os
matemaéticos do século XVl viram entre o
procedimento dos antigos e suas investigagoes
infinitesimais.

Axioma de Arquimedes

Para obter um tipo de desigualdade
Arquimedes utiliza um lema comparavel,
segundo ele mesmo afirma, a um de Eudoxo. No

caso 