
Na Grécia, no século IV a.C., época de Platão e Aristóteles,
a geometria desfrutava do estatuto de disciplina.
Nas décaüs anteriores, sua oúgem lú era cho de controvérsias

Por BernardVitrac

toada de Hipócrates de Chiou
o mundo da geometria ocor-
reuquandoeleperdeutodos
os bens por causa de um ata- .

que-surpresa de piratas a seu navio. En-
quanto estava em Atenas para dar
queixa contra os salteadores, ele fre-

qüentou reuniões de filósofos e pas-
sou a investigar a polêmica da quadra-
tura do círculo (uer temo na pág. 36). Não
conseguiu descobri-la, mas ao fazer o en-

quadramento da lúnula, acreditou erro-
neamente que daí pudesse partir para des-
vendaro desafio.

Tal é o relato transmitido por João Fi-

lopono, incansável comentarista de Aris-
tóteles no século VI de nossa era. O epi-

sódio, se for real, deu-se quase mil anos

antes, por Volta de. 440 a.C. O próprio
Aristóteles relatou, no século IV a.C.,
uma versão um pouco diferente: "Hipó-

crates, ainda que tenha sido um eminen-
te geõmetra, ao que tudo indica era ingê-

nuo e estúpido para todo o resto. Em uma
viagem marítima, deixou-se lesar em uma
grande soma pelos receptadores da taxa
do qüinquagésimo em Bizâncio'

Essa história mostra uma situação
bastante comum: a distração ou a inade-

A
boro estranhas, não deixam de ser interes-

santes. Hipócrates teria se tomado geõme-
tra em Atenas graças ao tempo em que lá

permaneceu em virtude de uma pendên-
cia jurídica. Antes, fora mercador(o mes-

mo se dizia de Xales). Havia naquela
época mestres em geometria -- Filo-
pono os chamava de "filósofos" -: na
cidade de Péricles, que se orgulhava

de ser a "escola da Grécia:

Outro traço igualmente curioso, con-
forme o relato de Aristóteles, é que Hi-

pócrates não foi lesado em uma determi-
nada quantia, mas teria perdido todos os
bens. O detalhe não é isento de impor-
tância. No século 111 de nossa era, o neo-

pitagórico Jâmblico escreveu uma suma
sobre o antigo pitagorismo em dez livros,
nos quais tentava mostrar que tudo o que
era bom em filosofia e nas ciências provi-

nha dos pitagóricos, quando não do pró-
prio Pitágoras. Uma vez que Pitágoras
nada escreveu, mas tudo descobriu, so-

bretudo na geometria, era o caso de ex-
plicar como essa ciência, privilégio de um
círculo secreto de discípulos, teria sido
transmitida ao comum dos mortais.

Havia duas suposições: de que um
certo Hipásio havia divulgado de manei-

TALES DE MILHO, ilustração do livro Uetemm et
Recentium Medicorum Philosophomm que Ícones
jíS?4], de Johannes Sambucus

quação social dos matemáticos. Na épo-
ca de Hipócrates -- segunda metade do
século V a.C. -- houve o surgimento de
'especialistas", sobretudo geõmetras: es-
ses homens, ao contrário das figuras al-
çadas à condição de pais fundadores (Xa-

les de Mileto, Anaximandro, Pitágoras. ..),
Íá não eram filósofos universais.

Para o leitor modemo, o relato de Filo-

pono traz uma série de afirmações que, em-

30 SCIENTIFIC AMERtCAN BRASIL ESPECIALANTIGUIDADE



6 W
8

g

$
#

l

!;u=:=!n.;=:==:n:=:'=.:=Jm=a=,R:nz=ml;=;========
ra baudulenta resultados importantes; ou
de que ele havia designado um dos mem-

bros da confraria(de nome não revelado)
- e que aliás perdeu todos os bens -- para
que ganhasse a vida ensinando geome-
tria. Filopono inspirou-se nessa idéia, que
era defendida pelos próprios pitagóricos,
como conta Jâmblico, e propôs que Hi-
pócrates tenha sido tal geâmetra. Para os

dois autores, isso explic?va como a geo-
metria se tornava um composto de ensi-
namentos, compreendendo-se o que era
ministrado pelos sofistas e seus congêne-
res, mediante pagamento.

(seriam eles atenienses?) ou uma tra-
paça qualquer em Bizâncio? Na verda-
de, o acontecimento não é tão inveros-
símil. Em meados do século V a.C., os
gregos viviam sob diferentes formas de
organização política, dentre as quais a
mais célebre foi a cidade-estado. É cer.

to que as oligarquias reservavam os po-
deres a um número bem reduzilio. Ou-

tros procuravam fazer com que o corpo
cívico participasse de diferentes cargos
políticos ou, pelo menos, que tentassem
garantir a igualdade jurídica entre os ci-
dadãos: é o caso das democracias. A
própria Arenas se descreve como uma

meritocracia democrática, na qual eram
combinados eleição (para os cargos que
exigem certas competências, como a da

estratégia, por exemplo) e sorteio (para
funções como a do júri popular).

Sem dúvida, poriniciativa de Péricles.
na época essas definições ocorriam me-
diante pagamento, o que permitia aos ci-
dadãos, mesmo de condição modesta.
participar da vida política. Assembléia do

povo, conselhos e tribunais eram os prin-
cipais locais de exercício da política.

Ocorre que nem tudo era um mar de
rosas, mesmo no rosehal da democracia
ateniense: tais direitos eram cativos de
urna minoria de seus habitantes. Em 43 ]

a.C., em Atenas, a mais importante das
cidades democráticas, os cidadãos -- in-
divíduos do sexo masculino e com 18
anos ou mais, no desfrute de seus direi-
tos cívicos e residentes na Ática - mal

chegavam a representar 1 0% da popula-
ção total do território, possivelmente 400
mil habitantes: enquanto só os cidadãos

participavam da vida política da cidade,

AliançaAteniense
Há que se questionar: por que um na-
tivo da pequena ilha de Chãos teria re-

corrido a um tribunal ateniense para
reclamar sobre um ataque de piratas
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A ACRÓPOLE DE ATENAS, berço grego da geometria. na pintura de 1846 de Leo von Klenze

os estrangeiros ali residentes ou escravos
realizavam as atividades económicas

(como agricultura, por exemplo). Esses
eventualmente eram prisioneiros de guer-
ra, ou pessoas pobres subjugadas à servi-
dão em razão de endividamento. O de-
senvolvimento da escravidão-mercadoria
fez-se assim o correlato da democracia.

As instituições financeiras necessi-.

tavam de importantes meios financei-
ros, tanto que na mesma época os ate-
nienses se lançaram em um programa
de trabalhos de grande porte, como for-

tificações, emadeiramento dos portos
do Pireu, grandes santuários etc. É pos-
sível que Hipócrates tenha visto o esta-
leiro do Partenon: sua construção, ini-
ciada em 447, demandou quase dez
anos. Arenas utilizou os recursos natu-
rais de seu território, sobretudo as ricas

minas de prata. Sua brilhante participa-
ção nas guerras contra o Império Persa
também Ihe rendeu prestígio: após as
vitórias dos anos 480-479 a.C., na se-

qüênciã da retirada de Esparsa e de seus
aliados, os atenienses organizaram uma
aliança, a liga chamada "de Delos", re-
putada como defensora de seus mem-
bros contra 0s persas, que logo, porém,

se tornou o instrumento da hegemonia
marítima ateniense no mar Egeu.

A cidade de Hipócrates, Chãos, foi uma

das principais aliadas de Arenas. Incrus-
tada na ilha de mesmo nome, a alguns qui-
lómetros da costa da atual Turquia, era uma
das cidades mais ricas. Foi também umá

das primeiras a possuir instituições demo-
cráticas e a recorrer à escravidão-mera:a-

dorna. A exemplo de todos os outros, os
cidadãos de Chãos se beneficiavam de um

privilégio jurídico de Atenas: podiam plei-
tear certas causas naquele tribunal. Portan-

to, a diligência de Hipócrates em Atenas
não seria procedimento nem um pouco ab-
surdo. Acresce-se que a própria Bizâncio
pertencia à liga de Delos.

Todavia, em 440 a.C., no momento

em que a cidade de Samos, outro impor-
tante membro da liga, se revoltou contra
a hegemonia ateniense, Bizâncio perfilou-
se junto a ela, enquanto Chios se mante-
ve fiel a sua aliança. A relação entre os ha-
bitantes das duas cidades, entretanto, não

se tornaria muito cordial, o que só coYró-
bora a anedota de Aristóteles.

Nada permite optar entre as versões de
Aristóteles e de Filopono, nem tampouco
completar o retrato de Hipócrates que am-

A CONSTITUIÇÃO de Chãos, uma das primeiras
cidades a estabelecer instituições democráticas.
Foi também uma das primeiras a praticar a
escravidão em grande escala. Esta escrita é
'bostrofédica", isto é, como "o trajeto do boi a arar'
uma linha que vaí da esquerda para a direita, e

depois outra, da direita para a esquerda, e assim
por diante. Não havia espaçamento entre as
palavras, nem pontuação, nem acentuação
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bas só esboçaram. É comum essa desin-

formação. Nenhum autor da Antiguidade
teve o bom senso de reunir a biografia dos
grandes geâmetras, por mais que o tenham

lêitopara os Hlósofos, oradores, so6stas, po-
líticos e grandes estrategistas. Mesmo para
essas categorias, o exercício consistia mui-
to mais em sacramental a memória de um

grande homem retendo os episódios de sua

vida -- ou suas frases lapidares -- do que

em apresentar a obra real do personagem.
Da mesma forma, anedotas que apresen-
tavam geõmetras, para além dos detalhes
inverificáveis nelas contidos, visavam a edi-

ficaçãoou a polêmica.

e longínquas, o que Ihe pemite descrever

os costumes e as instituições dos povoa.
Porvolta do ano 445, Hetódóto fez uma

leitura pública de sua obra em Atenas. Se-

gundo algumas fontes, seu êxito hi tama-

nho que os atenienses o agradaram com

uma recompensa oficial considerável. O li-

mo ll é dedicado ao Egito. Ele traz a mais
antiga menção da palavra grega "geometria

(dita por Heródoto) a ter chegado aos nos-
sos dias. Os sacerdotes egípcios contaram a
Hen3doto que o rei Sesóstüs dividia o solo

entre todos, aüibuindo um lote igual a cada

um e prescrevendo que cada detentor pas-
sada a Ihe dever um tributo anual com base

nessa repartição Contudo, vez poroutra o

Nulo lhes arrancava parte de um lote. O pm-

tras técnicas cuja invenção resulta da
vontade de reduzir as.insuficiências da
condição humana: a gramática teria
surgido para se antepor às mudanças
ocorridas com o passar do tempo na lín-
gua, perfeita em sua origem. Da mes-
ma forma, doenças e ferimentos teriam
tornado necessária a medicina. No casa

da agrimensura egípcia, havia o risco
de injustiça fiscal. A correlação entre

matemáticas, números, equilíbrio e jus-
tiça, entre direito e cálculo era comum
nas sociedades antigas.

A força da descrição de Heródoto é eti-

mológica: "geometria" constitui-se do pre-
fixo "geo': derivando de "gê", a terra, e do

verbo "métrein", "medir". Daí a equação:
Origem da Ciência
No entanto, a história das ciências e das
técnicas -- ou, tanto mais, o relato de seus

começos -- fascinou os antigos, R)usem eles
historiadores, autores trágicos atenienses

(Esquilo e Sófmles, no sécdo Va.C.), mé-
dicos ou sofistas. godos tinham na inven-

ção técnica e nas descobertas científicas
balizas importantes para o desenvolvimen-

to da civilização. Essa maestria das artes e

ciências caracteriza a espécie humana. Se.
tradicionalmente, essas invenções estavam
relacionadas a uma divindade ou a um he-

rói civilizador, o discurso histórico privi-
legiado das explicações de modo algum
fazia apelo ao sobrenatural. Como a Gré-

cia era uma civilização recente cercada de

culturas antigas, há quem defenda que a
maior parte das técnicas e das ciências te-

riam sido descobertas por outros povos,
em especial por egípcios, fenícios e babilâ-

nios, para depois serem emprestadas pe-
los gregos (e evidentemente apeúeiçoadas

por eles). A tomada da escrita(aprendida
com os fenícios) e da tradição astronómi-

ca de origem babilónica, é confirmada pela
pesquisa modems.

No tocante à origem da geometria, a

explicação mais aceita foi proposta pelo
historiador Heródoto de Halicamasso. no

segundo dos nove limos de sua Enqzz e
(século V a.C.). Ele nana as guerras entre

os gregos e os bárbaros(os povos do Impé-
rio Persa) e investiga suas causas próximas
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prietário prejudicado ia então ao encontro

do soberano, que averiguava quanto do ter-
nno diminuíra para então providenciar um
abatimento proporcional no tributo a ser
pago. Ao que tudo indica, concluía Het6-

doto, R)i isso que ensejou o nascimento da

geometHa. Ele acrescenta que os gregos --
sem afirmar quais -- üansmitiam uns aos
outros esse conhecimento.

O mesmo modelo intelectual foi uti-

lizado para descrever a origem de ou-

'geomeMa = medida da terra'l e a idéia de

que ela teria nascido da agtímensura. Bem

entendido, não seria admissível que Heió-

doto omitisse o nome de um ou mais gre-
gos que teriam trazido a geometria para a

Hélade. Mas a tradição se encarregou de
preencher essa 'lacuna": Proclo de Cons-

tanthopla, provavelmente seguindo o ras-
tro de Eudemo de Rodas, af;ma tratar-se
de rales. Ouros autores não ficam ,trás. e

contam de que modo, em Mileto, rales te.
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po a sua implicação nas pesquisas mais es-

peculativas de uma pesquisa da naturàa
estrutura(geométrica) do Cosmo, des-

crição e mapeamento do mundo habita-
do. Esse duplo aspecto do emprego da
geometria, ciência prática ou disciplina in-

dependente, com seus adeptos sendo pra-
ticantes "da arte pela arte", teriam prolon-
gamentos até nossos dias.

O relato em que Filopono faz referên-

cia a Hipócrates pressupõe que um ensi-
no de geometria era ministrado em Atenas

no século V a.C. Ignoramos isso, mas al-
guns diálogos de Platão representam Só-
crates e matemáticos como o sofista Hípi-
as de Elas -- e o retrato não é favorável pois

é apresentado como um tolo vaidoso e
Teodoro de Cirena, geâmetra contempo-

râneo de Hipócrates. Assim, o Zeeteto traz
o nome de um jovem ateniense, principal
interlocutor de Sócrates no diálogo(os dois
homens tentam definir a ciência), aluno de

=eodoro e amigo de Platão.
A esse respeito, a tradição relata que o

próprio Platão teria seguido as lições de
geometria do mestre de Cirena. O acon-

tecimento se passa no ano 399 a.C. e faz
alusão ao curso que Teodoro ministrou a
seus discípulos: trata-se de um círculo.pri-
vado e não de um ensino instituo(mal. E

verdade que as cidades só se encarrega-
vam do ensino elementar. Para além dis-

so, os ensinamentos dependiam da ini-

PINTURA EM vaso ntnta cenas da educação Erga: o estudo da escrita, em que o aluno utiliza tábua de axila ou
cem, e o ensino da música, em que professor e aluno tocam lira

ria medido a altura da grande pirâmide. É
bem hábil a anedota: combina a ideia de que

a geometria é de origem egípcia, como que-
ria Hei6doto, com a afirmação de que ides

seria o primeiro sábio grego, como susten-
tam os aristotélicos, e a sugestiva tese de que

há uma ligação entre geometria e determi-
nação indireta das distâncias inacessíveis.

Há ainda outras explicações da origem

da geometria. Em sua peça Nuoem(da
qual os personagens são Sócrates e seus

discípulos), Aristófanes, o célebre poeta
cómico ateniense -- além de Heródoto, o

único do século V a.C. a chegar até nós
com alguma referência à palavra "geome-
tria" -- confere outra interpretação: ela se-
ria a medida de toda a terra habitada, e não

do pequeno território distribuído em lotes
em uma colónia. A tradição grega antiga

remonta essa "geo-metría" -- outros a cha-

mariam "geo-grafia" -- a Anaximandro de
Mileto (século VI a.C.). A partir dessa
éÊnca, passaram a existir duas maneiras de
se dar conta do desenvolvimento da geo-

metria: ressalta-se a sua modesta origem

empírica, a agrimensura, e ao mesmo tem-

ESOUEMAS DE CLASSIF[CAÇAO das ciências. a] 0 "quadrívfum pitagórico', segundo o

neopitagórico Nicõmaco de Gerase [séc. ]]). Este justifica o sistema de Platão (aritmética.
geometria, astronomia, harmânica] com a ajuda de três oposições polares: discreto/contínuo.
em si/em relação; não movido/movido. b} Grandes articulações da classificação das ciências
matemáticas ditas de Gemínus. c] A descrição aristotélica das ciências matemáticas

Matemáticas

Matemáticas aplicadasMatemáticas aplicadas
aos sensíveisaosinteligívels

Aritmética Geometria

MecânicaLogística
Canónica Astronomia

ópticaGeodésia

Optica Cenografia

Astronomia matemáticaEstereometria

Ast ronomla deMecânicas 0

DISCRETOS

Multiplicidade

em relaçãoemsl

MúsicaAritmética

CONTÍNUOS

Grandeza

não movida movida

Geometria Astronomia
CIÊNC16

BICASl:iências Aritmética

Harmónicas

Geometria

'\
ÓpticasCiências"subordinadas"
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ciativa privada dos sábios e dos recursos
financeiros de seus pais. No entanto, os
diálogos de Platão devem ser tomados
pelo que são: ficções literárias, onde o au-
tor talvez se permita certos anacronismos.

De qualquer modo, na primeira meta-

de do século IV a geometüa adquiHu o es-
tatuto pleno de disciplina. Três autores da
época, todos atenienses, dão testemunho

de um debate sobre o lugar imputável a
certas especialidades matemáticas na ar-

mação geral. Esses três autores são lsócra.
tes, mestre da retórica, o ex-mercenário
Xenólones e Platão. Os dois últimos se de-

claravam discípulos legítimos e verídicos de

Sócrates. Abas, lsócrates e Platão inaugu-
raram cada qual sua escola, tomando-se ri-
vais. As disciplinas mais mencionadas nes-

se debate eram a geomenia, a astronomia e
os cálculos. Para lsócrates e Xenófones. as

matemáticas deveriam ser estudadas pelos
jovens. O primeiro chegou a louvar sua vir-
tude pedagógica, (comparando-a a umã es-
pécie de ginástica intelectual; contudo. cul-

tiva-las seria algo indigno de um cidadão
adulto responsável. Xenófones foi ainda
mais categórico: das matemáticas só basta-

ria ensinar o necessário para a vida cotidia-

na, ou seja, muito pouco. Tal seria, para ele,
o ensinamento de Sócrates.

A opção de Platão foi outra. Ele que-
ria que as matemáticas, consideradas in-

dispensáveis estudos preparatórios para
a fHosofia, tivessem um lugar importante

na formação elitista proposta por ele. Os
membros de sua escola -- a Academia -
debateram sobre a maneira de descrever
e hierarquizar as disciplinas matemáticas.

da já no seio da Academia, segundo a clas-
sificação dita "de Geminus", este o nome

de um Hlósoío estóico posterior(possivel-
mente do séc. l a.C.) que o retomou e o
enriqueceu. Essa classificação se funda na

oposição platónica entre os seres perceptí-
veis pelos sentidos e os seres inteligíveis ou

idéias (ua' qtz(dro ?za pág. ao Za(b9. O pró-
prio Alistóteles criticou tal sistema que ad-
mitia a existência de ciências matemáticas

cujo objeto seria sensível e portanto cot-
ruptível. Não obstante, ele descreveu prati-
camente o mesmo conjunto de disciplinas:
antmêüca, geometüa, estereometüa, geodé-

sia, astronomia, harmónica, óptica, mecâ-
nica, mas com ênfase em suas relações.

Tais considerações, conduzidas em um

quadro Hlosófico geral relativo ao conjunto
das atividades humanas, só teriam sentido
se essas disciplinas estivessem bem desen-

volvidas. Aiístóteles reconheceu que em seu

tempo nenhum conhecimento progrediu
tanto quanto as matemáticas. Não há dúvi-

da de que, nos anos 330-320, a geometúa

dispunha do pleno estatuto de disciplina, e
isso querdizer, uma especialidade matemá-
tica por excelência. M

Assim, Platão promoveu um sistema or-

ganizado segundo quatro especialidades:
aritmética, geometria, astronomia e hannâ-

nica(teoria dos intervalos musicais). Os
autores de Antigüidade tardia atübuirão a

patemidade desse esquema à escola pita-
górica, quando não ao próprio Pitágoras,
daí o nome "qmdHüzzm pitagórico" pelo
qual ele seria conhecido na Idade Média.

Quer tenha retomado seus predecessores,
quer tenha ele mesmo procedido à sua
elaboração, Platão se serviu desse esque-
ma para descrever as atividades de certos

matemáticos(não pitagóricos) e, sobre-
tudo, para organizar o programa de estu-
do dos futuros reis-filósofos da cidade

ideal exposto no livro Vll da RepzZbZica.
A escolha platónica implicava a exclu-

são de estudos de óptica e mecânica. Ou-
tros recortes foram propostos, e sem dúvi-

Z

Bematd Vitral
épaqukadw & CmtroNacioml
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Ddemlina a quadratura do círcak) por régua e compasso
foi am problema acptorado desde o século V a.C. Dor

geõmetrm como Hipócrates de Chiou. Sua impossibilidade
só J:o{ cot$rmada no século )CVlllO CUSSICO PROBLEMA

da quadratun do
chculo em manuscrito
deLeonardo da Venci

anel era a vez do geâmetra e astrónomo Metro de Atenas.

.«:n.::===si nüu :Ü:g
J-" . ".«.:ngenua mas, se raciocinarmos em termos 61osóficos, "quadra-
do" e "círculo" pertencem a gêneros diferentes, e nada garante file a ána
possa ter um valor qualquer independentemente da sua bm)a. Num re-

%Wl$1::: .E:=T==ÉãÜ
nao têm comprimentos comparáveis.

A maneira pela qual os geâmeüas colocam o problema é mais limitada:

b

SÁBIO DO SÉCULO XVI na busca da quadratura do círculo [gravum de 1890)
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dado um círculo, trata-se de fomecer um

procedimento para construir o quadrado
-- ou seu lado -- equivalente, em área, ao

círculo. É claro que é preciso saber quais
dados relativos ao círculo devemos ter para

determinar esse quadrado equivalente. Se
o diâmetro e a circunferência são dados, a

questão é simples, mas, se apenas o diâ-
metro(ou o raio) são conhecidos, ela é mais

complicada(ua'temo na pág. 70). Assim,
o círculo, figura simples quanto a forma e
traçado, levanta um problema de uma di-
ficuldade proverbial. A impossibilidade da

quadratura do círculo por régua e campas'
se só seria demonstrada no século XIX.

Redução de umProblema
Para exprimir a igualdade das áreas, utili-
zava-se o termo "quadratura", literalmen-

te "tomar quadrado". Realizar a quadra-
tura de uma área é um problema teórico,

que nada mais é que a transposição de uma

questão prática fundamental: "Qual é a
área de tal propriedade?". Transposição
abstrata, pois os geõmetras não se preocu'

pavam nem com as unidades de medida
utilizadas(na Antiguidade, elas variavam
de uma cidade a outra), nem em saber se

poderiam exprimir numericamente a late-

ral do quadrado equivalente. O que, aliás,
não era evidente, haja vista a escala nu-
mérica utilizada na Antiguidade(inteiros

e lições de intehos). A formulação em ter-
mos de quadratura de cubatura, para os

,4 ElscOI..A DeÁR/STÓTEI..CS, afresco pintado entre í883 e 1888 por Gustav Adolph Spangenberg, no prédio

principal da Universidade de Halle, Alemanha

volumes -- transformava o problema de

medida numa questão de construção.
É fácil mostrar, por triangulação, que

toda figura retilínea(retângulos, trapézios

e polígonos) é equivalente, em área, a um
determinado quadrado -- ou seja, é qua-
drável. Por outro lado, a questão se com-

plica quando a figura possui elementos
curdos. Hipócrates de Chios foi autor de
uma façanha: de uma parte, realizou a
quadratura de três lúnulas, ou meias-luas
(uer quadro na pág. 39); de outra, a de
certa lúnula e de certo círculo, considera-

dosjuntos.
Essa artimanha é o que

Aristóteles explicou, em
Primeiros analíticos, como

sendo a redução de um pro-
blema: apesar de não atingir a so-

lução, permite aproximar-se dela.
Substancialmente, sendo toda figura

retilínea quadrável e se, entre o círculo
e uma figura retilínea(portanto

quadrável), encontramos um
;intermediário" quadrável

por exemplo, a soma de um
círculo e de uma lúnula --, nos

aproximaremos da solução da
quadratura do círculo.

Indo mais longe: Hipócrates quadrou
um círculo e certa lúnula; se essa lúnula

fizesse parte das três de que ele fez a qua-
dratura, então o círculo seria quadrável,

pois a diferença de duas áreas quadráveis
era evidentemente quadrável. Infelizmen-
te. não é o caso. Sendo assim, como dizia.
Axistóteles, reconhecemos que Hipócra-
tes se aproximou da solução: ele foi o pri-
meiro geâmetra grego a conseguir obter a

quadratura de áreas não poligonais.

Acusação deAristóteles
O Hlósok) Jogo Filopono inseriu uma ane-

dota sobre Hipócrates no comentário que
fez sobre a Faca de Aristóteles. No início

de seu tratado, Aristóteles explica que é
inútil rebater os autores quç não respeitam

os princípios fundamentais do domínio
estudado: por exemplo, não adianta nada
ir contra as argumentações dos eleitas(fi-
lósofos da escola de Zenão de Eléia) sobre

física. Por outro lado, a "quadratura do cír-

culo com a ajuda de segmentos", fiel aos
princípios da geometria, merece atenção,
mesmo se for para rebatê-la. Assim, Aris-
tóteles acusa um geõmetra de ter divulga-

do uma prova inexata dela.
Como sempre, Aristóteles não dá de-

:

!

E

=

VASO GREGO cam cena de Ás aves
Afistófânes satiriza os geâmetms

comédia em que
daépoca
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A.f t@s ZzÍ ?lith de H.ioó

Para quadrar suas lúnulas, Hipócrates demonstrou que elas são iguais a polígonos
[quadráveis por triangulação]. Contudo, não são quaisquer lúnulas. Um segmento de círculo é
a área Hmltada pelo arco do círculo e a caída, tendo eles as mesmas extremidades. Cada

=n=::=H:m==U=:=:=:::::::;mT=;===H;;:='.;
baseia-se no que chamaremos de princípio H: "As áreas de dois segmentos de círculo
semelhantes têm a mesma relação que os quadrados descritos sobre sua base".

Se é natural dizer que dois setores de círculo são semelhantes quando repnsenmm a mesma

latia do bolo [ou ula, quando os ângubs com centros AKB e EIF são iguais, figura a], o que doer dos
segmentos de círcub? Demonstra.se que, se fbnm tomados dois panOS quaísqueç CeD, dos altos
complemenüres AB, os ângulos Al:B e ADB não dependem das posições de C e D de seus altos

respectivos. Eles são camcteristicos, um do segmento Al:B, outra do segmeno ADB Úbum a;.

Conseqiientemente, os ângulos nos segmentos ACB e EPF são iguais apenas se os
ângulos AKB e ELF também forem. Assim, dois segmentos são semelhantes se seus

ângulos são quais [definiçeo Hlçll dos Elementos de Euclides]. Hipócrates utilizava.

Voltemos ao princípio H: ele significa, na figura a, que a relação das áreas dos segmentos
semelhantes ACB e EPF é igual à relação AB/EF:. '' - ----

EUiiillgglF::m: ::=':: : m :::: :
n" - ' nula l (/bufa ÓJ: ABC é um semiquadmdo inscrko no semicírculo de diâmetro BC. Sobre

. ' '

talhes, o que abre uma brecha a seus co-

mentaristas. Filopono pensa que Hipó-
crates de Chios é o geâmetra criticado em

Faca. Ele admite assim que a quadratura
com a ajuda de segmentos é a mesma da-

quela feita "com a ajuda da lúnula" (hc,l.

Ele tem razão em relação a este segundo
ponto, pois Hipócrates utiliza a seu bel-
prazer a noção de segmento de círculo em

suas construções. Quanto à idéia de que
Hipócrates pretendia ter obtido a quadras
fura do círculo, fazendo crer que ele tinha
quadrado todas as lúnulas, Filopono a tra-

zia de seus predecesores -- até o próprio
Atistóteles. Este, em Doi a«ammtoi io-
Jhícos, cita, de fato, na mesma base. um

paralogismo de Hipócrates e a quadratura

pelas lúnulas como exemplos de falsas pro-
vas que, contrariamente aos sofismas do

Hlósofo, estão de acordo com os princípios
da geometria, mas nem por isso são me-
nosfalsas.

A acusação de Aristóteles é legítima?

A sutileza dos argumentos de Hipócrates
não exclui essa possibilidade. É preciso,
então, supor que o primeiro geâmetra que
conhecemos não era um ingênuo, mas um .
trapaceiro? Ou queAristóteles estaria mal g

informado enquantoseu discípuloEudê- g

Ig
E

le

segmento
de círculo base

a) Uma s«anteAB de um
círwlo de centra K corta

dois segmentos de
citwlo de Qmanh«
desiguais tuAB não é-
diâmetno): um.AC& é
rumor qu um
semicírwlo; o wtre.ADB.
é maU.Aqui. os
se8mmtos EPF eACB
sào semelhantes; b)
Lünub 1; c) Lúmla 2;
d] Lüwla 3

d
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A dapZÍcação do cubo

Segundo Eratóstenes, Proclo e Eutócio, Hipócrates foi o primeiro a
reduzir o problema da duplicação do cubo ao da inserção de duas
médias proporcionais entre dois segmentos. Quando quatro
segmentos AB, CD, EF e GH são continuamente proporcionais [ou
seja, quando AB/CD = [D/EF = EF/GH], os sábios da Antiguidade
diziam que a relação AB/GH é a relação triplicada de AB/CD. Como
escreveríamos. em termos modernos: tAB/GH ] = [AB/CD ]:

Imaginemos que o segmento GH seja o dobro do segmento AB.
Se inserirmos entre eles duas médias proporcionais, CD e EF. a
relação do cubo de aresta AB ao de aresta CD será a mesma de AB
e GH: o cubo de aresta CD será o dobro do cubo de aresta AB.

Pode-se generalizar o problema para qualquer relação imposta
entre AB e GH. Para arquitetos e outros especialistas em
montagens e construções, o interesse é evidente: ele permite que
se construam templos ou reproduzam máquinas de guerra em
diferentes escalas, com a condição, no entanto, de que a inserção
dessas duas médias seja efetivamente realizável.

Entre as soluções compiladas por Eutócio, distinguem-se dois

grupos: as soluções de Arquitas, Menecme, Diócles e certamente Eudóxio
jpummente teóricas]. Afora as de Diócles. essas são as mais antigas; e
as soluções de Filon de Bizâncio, Eratóstenes, Nicomedes, Apolânio,
Heron, Sporus, Pappus e aquela atribuída a Platão. Todas utilizam um
dispositivo instrumental mais ou menos complexo. Filon, Heron e Pappus

apresentavam, aliás, suas soluções em Introduções à mecânica.
0 instrumento mais ambicioso era o mesolábio de Eratóstenes

que, teoricamente, permitia tomar tantos meios quantos se quisesse
entre dois segmentos. Um exemplar foi consagrado num templo,
acompanhado por.um epigrama dedicado ao rei Ptolomeu 111. Eutócio
o copiou. Eratóstenes criticou as soluções anteriores tde Arquitas,
Menecme e Dióc]es], segundo ele muito trabalhosas, enquanto a sua
era tão simples. Depois, Nicomedes, em seu tratado sobre as
conchóides, fez Ihe a mesma crítica.

AB/GH:(AB/CD]

o MESOLAB10 DE ERATOSTENES, segundo f)appus: três triângufas retânguios
idênticos deslizantes num quadro GHJK. 0 primeiro é fixado em H, os dois
outros correm. Para encontrar duas médias proporcionais entre AB e GH,
sendo B um ponto qualquer de AL, alinham-se sobre HB as intersecções F e
D, deslocando os triângulos. A partir do teorema dito de Tules, AB, CD, EF e GH
são proporcionais

mio de Rodes escrevia uma história da

geometria? Ou ainda que, sendo o pri-
meiro a elaborar uma teoria da demons-

tração, não tinha compreendido o que
Hipócrates fazia?

Essas explicações são pouco plausí-
veis. O que quer que seja, o caráter alu-
sivo das afirmações de Aristóteles teve
uma feliz conseqüência: no século VI,
seu comentador Simplicius, constatan-
do o desacordo das interpretações ante-
riores, se reporta à história da geometria
de Eudêmio. Ele afirma que a citara fiel-
mente pois é um testemunho próximo da
época dos fatos.

O fragmento assim transmitido um
dos mais importantes testemunhos que
chegou até nós sobre a geometria pré-eu-
clidiana é precioso. Ele Confirma que
Hipócrates não tinha perdido a esperan'
ça de resolver a quadratura do círculo pe-
las lúnulas. Ele havia, efetivamente, con-

seguido, insiste Eudêmio, quadrar três
lúnulas cujos arcos exteriores eram,
respectivamente: igual a um semicírcu-
lo; maior que um semicírculo; menor.

O fato de uma lúnula ser quadrável tem,

portanto, uma cena forma de universali-
dade: ele não está reservado às lúnulas

menores ou iguais a um semicírculo, por
exemplo. Mas isso não significa que se
tenha conseguido, como sugere Eudêmio
(ou Simplicius?), a quadratura de qual-
quer lúnula. Na verdade, existem apenas
cinco lúnulas quadráveis, mas isso seria
estabelecido só em 1766, pelo matemá-
tico finlandês Martin Wallenius.

O que dizer sobre a acusação de pa-
ralogismo? Anisquemos uma conjectu-
ra. Em seu comentário, antes de citar a
autoridade de Eudêmio, Simplicius rela-

ta as explicações de seu predecessor Ale-
xandre de Afrodísia (séc. ll d.C.), que
dispunha de outra fonte muito simplifi-
cada dos trabalhos de Hipócrates:
1 -- A quadratura(solitária) de uma única
lúnula(a mais simples). 2 -- Uma versão
(simples) da quadratura da combinação de
um semicírculo e uma outra lúnula. Ale-

xandre afirmava que o círculo seria, por-
tanto, quadrável por subtração.

Existiriam assim duas versões do

trabalho de Hipócrates. Aristóteles teria
lido a ruim? Não sejamos tão categóricos
antes de examínardoisoutros pontos Por

um lado, quando menciona o paralogis-
mo de Hipócrates, Aristóteles se refere às
pseadographemata, "falsas provas"; por
outro, no século V Proclo explica qué
Euclides (século 111 a.C.) tinha escrito
uma coletânea de "peladinhas" geomé-
tricas para completar os EZemmtoi, desti-
nada a deixar os aprendizes alertas contra
possíveis erros. Essa obra era intitulada
P3m&Ha, mas outros autores a chamavam

depietidogr(phemata .
Minha hipótese é a de que essa duali-

dade pedagógica -- coletânea de'elemen-
tos verídicos/antologia de pegadinhas é

mais antiga que Euclides. Talvez remonte
até mesmo a Hipócrates. A partir de seu
estudo rigoroso das lúnulas(que se inscre-
via na temática da redução dos problemas,

e cujo eco aparece nos PHmeiroi analíti-
cos), Hipócrates, ou um de seus sucesso-
res, tinha formulado uma falsa quadratura

do círculo pela via das lúnulas -- "psm(b-
gr@hema", ao qual Doi algummtossc#üí-
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cos de Aristóteles fazem alusão. Não há
razão para supor que Aristóteles tenha
se enganado: ele e seus auditores distin-
guiam os dois tratamentos. Por outro lado,

nao vamos esquecer
que meio milênio separa Aiistóteles e Ale-
xandre -- não têm mais os meios de fazer a

sao pe-
góÊ pela annadilha; Simplicius, perplexo,
compita os principais pontos divergentes.

Hipócrates não a resolveu, mas Eutó-

cio relata uma dúzia de soluções(tm qm-
dro lza l)ág. 40), entre as quais uma, ins-
trumental, é atribuída a Platão. A redução

de um problema por outro, primeira for-
ma dê realização analítica: era então uma

característica da geometria de Hipócrates.
Além de todas essas incertezas, o frag-

mento de Hipócrates-Eudêmio transmi-
tido por Simplicius é interessante princi-

ra cujos elementos -- exüemidades, late-

rais, arcos de círculo -- são designados por
letras). Ela desvenda o estado final de uma

construção cujas etapas foram descritas(e
justificadas) no texto, precisamente graças
ao uso das letras.

Esse PK)cedimento, tão simples e fa-
miliar aos estudantes de hoje, é caracterís-
tico da geometria grega antiga. Ele estava

provavelmente ligado à vontade de espa-
lhar o resultado matemáti-

co por escrito. Em uma
apresentaçãooml, mostra-
se tal linha, aponta-se tal
ângulo com o dedo, fala-se
doponto"abaixo",docír-
culo "à esquerda", da "nta

principal". Ora, um texto
geométrico redigido ape-
nas com a ajuda de tais
indicações é pouco com-
preensívelfora de uma tro-

ca verbal e as construções
estudadas seriam limitadas.

A das lúnulas já não é mais

totalmente elementar (.«-

qtl'dro napág. 3.9).
Como a progressão de

Hipócrates era demonstra-

tiva, era preciso impor um
princípio inicial. Segundo
Eudêmio, ele se enuncia da

seguinte maneira: "Os seg-
mentos de círculo seme-
lhantes têm, um e outro, a

g mesma relação que os dos
Ê quadrados descritos sobre

suas bases." Eudêmio
acrescenta que esse princí-

pio, por sua vez, se demonstrava(talvez no
conjunto de elementos que se atribuem a
Hipócrates) a partir de um teorema: "Os
círculos têm, um e outro, a mesma rela-
ção que os quadrados descritos sobre seus
diâmetros". Dito de outra forma, se o diâ-

metro de um círculo é o dobro de outro.
sua área será o quádruplo da do outro; se
ele é três vezes menor, a área será nove

vezes menor. Esses exemplos numéricos
são fáceis de compreender, mas o resul-

os comentadores

diferença: Alexandre e Filopono

\-/ v l/ lçti v \J \lç UPU
crates como vimos era

obter uma redução, apro-
ximar-se da solução. Isso
pode ser confirmado por

meio de outro célebrepro-

blema da geometria grega,
odaduplicação docubo:
'Construirum cubo duplo

aparar de um cubo dado'

Duas histórias (pelo me-
nos) pretendem restituir a

origem desse problema:
uma coloca em cena Ma-

nos, querendo dobrar o
túmulo cúbico projetado
por Glauco; a outra figu-
rava nas Phtóníms de Era-
tóstenes. Os habitantes da

ilha de Delos, acometidos
por uma pestilência,
consultam o oráculo de
Apolânio, que os ordena
aduplicarseu altar.Seus
arquitetos, incapazes de
resolver o problema, diri-
gem-se então a Platão.
Este lhes diz que Deus os
repreende por negligen-
ciarem a geometüa.

Vários autores contam essas histórias.

principalmente Proclo e Eutócio, que,
seguindo Eratóstenes, afirmam que Hi-
pocrates fora o prímeiio a reduzir esse pro-

blema ao da inserção de duas médias pro-
porcionais entre um segmento de ret3 e seu

dobro. É sob essa forra generalizada --"in-
serir duas médias proporcionais entre duas

retas dadas"(e entre uma Teta e seu dobro)

EUCUDES REPRESENtANt}0 SUA geometria em detalhe da ldntura.A ebco#ã de Almas, de Rafâet

pdmente porque mostra que, desde aquela
época, o estilo da exposição geométrica é
próximo daquele que encontraremos eM
seguida nos Ekmmtos de Euclides e en-

tre os geâmetras alexandrinos. Dois traços,
principalmente, são comuns às duas épo-
cas: a ação de Hipócrates é demonsaativa

e articula um texto justificativo e um dia-
grama com letras(não um croqui mudo
sugerindo simplesmente formas como al-

guns motivos decorativos, mas uma figu-
-- que a questão seria estudada.
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tado geral não é fácil de comprovar. Bas-
ta ler a Proposição 2 do 12' livro de EZe-
mmtos de Euclides, que faz essa demons-

tração. Infelizmente, não conhecemos a

prova de Hipócrates.
Outro fato interessante sugerido pelo

fragmento de Eudêmio: o objeto funda-
mental da geometria de Hipócrates é a
figura, seus elementos constitutivos(ex-
tremidades, ângulos, laterais, faces ou
áreas delimitadoras, no caso dos sólidos)

e suas propriedades -- e não o espaço de
suas transformações, como para os mo-
dernos. Na linguagem de Aristóteles --
criticada na Antigüidade --, a geometria

é uma espécie de "física" abstrata: o geõ-
metra antigo examina as coisas "isolan-

do-as". considerando-as em si, abstrain-

do algumas características (cor, peso;
matéria que as compõe...), para reter
apenas três propriedades: forma, tama-
nho (os geõmetras dizem "grandeza") e
posição. Em geral, eleprevê figuras imó-
veis. Utilizar é, para isso, geometnzar o
movimento foi um dos grandes proble-
mas epistemológicos aprontados na An-
tigüidade, sem êxito.

Claro que o geõmetra não se con-
tenta com esse ponto de vista substan-
cial. Ele compara também as figuras,
por exemplo, quanto à forma (elas são
parecidas?), quanto à grandeza (com-
paração das áreas, dos comprimentos
etc.), ou ainda quanto à posição (tal rega

é tangente a tal círculo, tal polígono está
inscrito ou circunscrito a tal círculo
etc.). A geometria da Antigüidade, em

particular em suas exposições sistemá-
ticas tais como os EZeme72tos de Eucli-
des, manterão essa.dualidade entre ca-
racterísticas geométricas dos objetos e
asrelações entre eles.

Grandes Questões
Essa maneira de abordar os seres geomé-

tricos detemlina também o tipo de ques-

tão que se coloca a respeito desse assunto.
Como vimos, Hipócrates se empenhou em

resolver, ou pelo menos reduzir, os pro'
blemas. A resolução é a atividade funda-

mental do geõmetra e, mais geralmente, do
matemático da Antigüidade. Assim, o as-
«gnomo dá conta dos fenómenos celestes:

deslocamento do nascer e do põr-do-sol
sobre o horizonte enfie os tópicos, fases

da lua, eclipses, variação da duração do dia
e da noite de acordo com a época do ano
ou a latitude do lugar, movimento com-
plexo dos planetas(principalmente suas es-

tações e retrogradações aparentes) etc. O
mecânico explica por que e como move-
mos um objeto pesado usando uma peque-
na força. A questão fundamental do har-
mónico é que alguns intervalos musicais,
como as oitavas, são consonantes e outros,

como o tom, não são. A partir daí, coma
construir uma escala?

Os grandes problemas induziam uma
ligação intelectual que ia além das rela-
ções entre matemáticos contemporâneos-
Um grande problema afetava o desenvol-
vimento de vários domínios, mesmo se

apenas uma parte da comunidade dos sá-
bios se interessasse por ele: ele sugeria pis-

tas de pesquisa, ocultava outras, era a
oportunidade para tentar métodos para
outras questões. Sua resolução necessi-
tava, às vezes, de longas pesquisas, uma
oaciente acumulação de resultados inter-

mediários que, no caso da geometria,
constituiriam vários teoremas consigna-

dos em conjuntos de elementos.
g Na geometria, uma das categorias fun-
: damentais de problemas é a construção dç

ê figurasquesatisfaçam condições.Algumas
: são bem simples: encontrar urn quadrado

: duplo a partir de um quadrado dado.

SEGUNDOALENDA,o

problema da duplicação do
cuboteriasidopropostopor
Apoio,nooráculode Delfos.
Uma delegação o tema
consultadosobreoquefãzer
pam livnrAtenas da peste
jque occrnu cerca de
430a.C.--naGuerrado
Pdoponeso}, e ele teria
pedido que seu attaç em
romã de cubo, fosse
duplicado

F

©

42 SCIENTIFIC AMERICAN BRASIL
ESPECIALANTIGUIDADE



Máquina de Nicomedes

Eestejasobre
mediatrizl'Â de KB); e,

construção, chamada neusé, é malizável
passagem do século 111 pam ll a.C., introduz uma fãmHia de

dÍEJ -, que pemútem constwções mais
assim como o pontos do

sua inclinação, o segmento EIÇ de comprimento

Outras são bem mais difíceis, tais como as

evocadas a propósito de
centrar um cubo que seja o dobro de um
cubo dado, construir duas tetas médias Dio-

Na construção da terceira lúnula, ele colo-

ca o segmento EZ, de comprimento dado,

de tal maneira que o ponto E esteja sobre a
circunferência de diâmetro AB, o ponto Z

sobre a retâ KH e que EZ, prolongado,

medes, em seu estudo das conchóides.
Os geâmetras da Antigüidade enten-

diam -- sem poder demonstrar -- que a
complexidade dos problemas varia segun-
do os meios utilizados para sua resolução.

No século IV Pappus deAle-
xandria relatou uma classifi-

cação dos problemas segun-
do três especies, em função
das linhas utilizadas para re-

solvê-los. Ele distinguiu os
problemas "planos", solucio-
náveis por combinações de
retase círculos (como na geo-
metriaplana de Euclides); os

"sólidos", que requerem a uti-
lização de uma ou mais cóni-

cas (uer a#ígo na @g. 8a); e
os problemas "lineares", cuja
resolução apela para curvas
ainda mais complexas (o que

implica saber consüuí-las).

Essa repartição, fundada na prática
geomêtnca, remonta certamente à época
helênica(talvez devido a Apolânio de Peú-
ga). Hipócrates, primeiro autor ao qual se
atribuem os EZemmtoi, lançou-se à reso-

lução de problemas como a duplicação do
cubo e a quadratura do círculo, não soou

cionáveis "pela régua e compasso": é im
pressionante constatar que ele teria exer-
cido seus talentos nas três categorias da
classificação dos problemas(plano, sólido

e linear), só mais tarde elaborada pelos geõ.
metros alexandrinos. (BV) M

porcionais entre duas retas dadas. De fato,
os geõmetras devem refletir

sobre os meios de que dis-
põem para resolvo-los. Daí,

as consequências globais
sobrea organização da geo-
metna, e quais são as cons-
truções elementares apro-
veitáveis? Como deduzir

quais são as manipulações

possíveis sobre as figuras?
O caso mais conhecido

é aquele dos primeiros li-
vros de Eb172e7zfoi: ao intro.-

duzir três postulados, Eu-
clides se baseia em traçar
uma reta de qualquerpon-

to a qualquer ponto, prolonga-la e traçar
um círculo de centro dado passando por
outro ponto dado. A partir daí, ele cons-
trói figuras simples -- triângulo,. quadrado
-- e indica como traçar uma perpendicular
a uma neta dada, como dividir em duas
partes iguais um segmento etc. Isso cons-

titui a "caixa de ferramentas" do geâme-
tra. Dizemos que a geometria plana de
Euclides utHiza-se de "régua e compasso
apesar de nenhum instrumento ser men-

cionado em seus postulados.

E pouco provável que os efeitos de tal
limitação fossem sentidos por Hipócrates.

"'Wlflbt-!l#'

!::-e::4H:l!!118;::+::: üà..i....

.fVRO XI dos €1emen(as, de Euclides, com as proposições 31 a 33,
ne dos paralelepípedos. Manuscrito em grego do século fX

passe por B (wr qmdro ac ma). Os geâ-
metras da Antigüidade chamam esse tipo
de construção de tzezzú("inclinação"). Hi-
pócrates não dá explicações.

Pode-se mostrar que essa construção

preliminar é realizável "pela régua e com-

passo", mas pode-se também imaginar
que Hipócrates se apoiava no uso de ou-

tro instrumento: uma espécie de régua
graduada, deslizante, onde teria marca-

do o comprimento EF para, em seguida,
coloca-lo de acordo com as condições ne-
cessárias. A idéia seria retomada por ou-

tros matemáticos, principalmente Nico-

WWW.SAIAM.COM.BR
SCIENTIFIC ÂMERlCAN BRÂSIL 43



H

P

É

No sécdo 111 a.C., a cidadefemia de inteiect b e(h mateMticos,

que tomaram conhecimento dos trabalhos dos co&gas enquanto (ü

estaoam e trocaram conespondência amante a produção de suas obras des
nic(

par
lom

reu

Plo
an
Sau

ter

sete

eV
cab

MAPA DE ALEXANDRIA publicado no livro Cívftates
orbfs termmm, de Braun e Hogenberg, ca.15?2

gre

pos
cat:

par
co-
nh:

pat
tec;

Pa
tida

ant

cala

me

qu-

da

Iha
vai
de

adJ

de
ao
tor

.&

Ç=.
.+.

tl

t



Evergetes partiu para Antió-
quia. Era o início da terceira
guerra da Síria. Ele acabara

ao trono e de se casar com Bere-

çi\ha de Magos de sirene. Na sua
ela ícz uma promessa caso Pto-

lomeu retornasse vitorioso, o que ocor-
reu. Ela deu um cacho de cabelo ao tem-

plo de Afrodite, porém, no dia seguinte,
a mecha sumiu. O astrónomo Cono de

Somos querendo favores do rei -- disse
tcr encontrado o cacho no céu. Mostrou

sete estrelas(entre as constelações de Leão
e Virgem) que, disse ele, pertenceriam à
cabeleira de Berenice.

Esse é o relato feito por vários autores

gregos e latinos inspirados na elegia com-
posta porCalímaco de Cirene autordos
catálogos da Biblioteca de Alexandria
para celebrar o acontecimento "astronómi-

co-capilar". É possível que Calímaco te-
nha apoiado seu compatriota Eratóstenes
para que este obtivesse o posto de biblio-
tecário, ocupado até então por seu rival o

poeta Apolânio de Rodes. Talvez por gra-
tidão, Eratóstenes, quando compôs sua
antologia de mitos astrais, assinalou a lo-
calização da cabeleira, embora mais sobria-

mente que Cono, mencionando porém,
que se via ali a Coroa de Ariana.

Cortesãos ou simplesmente amigos
da família real Eratóstenes e Cono .bri-
lhavam em matemática. Ambos troca-
vam correspondência com Arquimedés
de Siracusa. Este demonstrava toda sua

admiração pela capacidade excepcional
de Cono em geometria. Eratóstenes foi,

ao mesmo tempo, poeta, mitógrafo, his-
toriador e matemático. Ele mesmo se de-

111m 246 a.C Ptolomeu /
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A SUPOSTA CONSTELAÇÃO Cabeleira de Berenice. em mapa celeste de Hevelius, 1690

slgnava como "filólogo". Suas conquis-
tas foram muitas, como a cronologia da
história grega (que inicia com a guerra
de Traia) e o método para determinar nú-

meros primos. A mais famosa diz respei-
to à geografia matemática: as conquis-
tas de Alexandre e as recentes viagens
de exploração tinham ampliado os li-
mites do mundo e, na sua Geografia,
Eratóstenes retificou o mapa. E propôs
o cálculo da circunferência da Terra,
considerado seu principal trabalho roer
quadro na pág. 46)..

conquista do Império Persa e precisou
helenizar o imenso território conquista-
do e desorganizado. A unidade do Im-
pério foi mantida por um tempo, mas era
uma ilusão. Generais de Alexandre go-
vernaram vastos territórios em seu nome.

Durante 40 anos, alguns tentaram, em
vão, reconstituir o Império, outros' que-
riam transformar em reino o território
que administravam.

Ptolomeu, filho de Lagos, fundador
da dinastia dos Ptolomeus, governava o
Egito e proclamou-se rei em 306 a.C.
Mudou-se para Alexandria, região que,
dizia-se, havia sido escolhida pelo pró-
prio Alexandre, pois permitiria a implan-
tação de um porto marítimo. No decorrer
do século 111 a.C., Alexandria tornou-se

a maior cidade do Mediterrâneo. Em 297,

GlóriaAtrav& dos limos
As condições políticas tinham mudado
bastante: as cidades-estado estavam em-

pobrecidas com os constantes conflitos.

Alexandre arrastara os gregos na sua
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tenestte pot EratóstenesA medích ch circal

GNOMOS
Eratóstenes obsewou a sombra do Sol para calcular a circunferência do planeta:IEm um dia do
solstício de verão na cidade de Cisne Ínpnsentada pe/o ponto C najyum ao /adaJ, quando o Sol
estava na meridiano {meio-dias, ele notou que a fundo de um poça vertical era iluminado s©m
nenhuma samba. Ele deduziu daí que sirene estava sobre o trópico de verão. No mesmo dia e na
mesma hora. em Alexandria ÍAJ. a sombra medida CQm a ajuda de um gnâmon fhaste i4Gj ajustada
numa gemi esfen {escafa] repnsentava a 50epaNe da circunferência da din esfera,

Como o Sol estava muito distante da TeRIa, Eratóstenes supôs que seus raios eram paralelos.
Ele imaginou também que as duas cidades estão no mesmo meridiano, Q que não é verdade.
Deduziu trela proposição t-29 de Euclides) que os ângulos RGA e AOS eram iguais. 0 arco AC é
portanto, a 50'parte da circunferênda da esfera terrestre. Sabendo que a distância Alexandria
sirene fam medida e equivalia a 5.800 estádios, Emtóstenes obteve uma circunferência terrestm
de 2S0 mil estádios. Como ele dividia o cínulo em 60 partes [e não em 360'], ele aumentou seu
resultado, aditando 252 mil estádios.

Ptolomeu, conhecido como Soter(o sal-
vador), acolheu Demétrios de Phalêre,
cessado de Atenas, onde fora govemador

(imposto pelos macedónios) por dez anos.
Ele era discípulo de Ueofrasto, primeiro
sucessor de Aristóteles à frente do Liceu.

Conta-se que Demétrios aconselhou
o rei a fundar um museu, instituição eru-

dita concebida segundo o modelo das es-
colas filosóficas atenienses: uma confra-

ria voltada para o culto das musas. Os
santuários consagrados a elas eram as-
sociados a um culto funerário ou acolhiam

concursos literários para honrar a memó-
ria de um grande poeta.

O museu de Alexandria tinha outra

amplitude. Era destinado a acolher e en-
corajar o trabalho de vários intelectuais
protegidos do rei. Demétrios teria tam-
bém preconizado a constituição daquilo
que se tornaria a maior biblioteca da An-
tigüidade. A época de Alexandre havia
terminado e as grandes conquistas mili-
tares seriam.difíceis naquela região. Pto-
lomeu percebeu que havia conquistado
um outro tipo de glória com o museu e as
coleçõesdelivros.

A biblioteca era uma instituição inde-

pendente ou tratava-se apenas de uma
parte do museu? Historiadores modemos
divergem sobre esse ponto A palavra
'biblioteca", em grego, designa tanto um

local que abriga livros como uma prate-
leira instalada, por exemplo, dentro de um

templo. E não há descrição detalhada do

museu no período ptolomaico.
Há poucas evidências para resolver a

questão. Vejamos dois exemplos: em 48
a.C., César ficou situado no palácio de
Alexandria, que incluía o museu. Ele
ateou fogo na frota inimiga e o incêndio
passou para um bairro vizinho ao porto,
onde um depósito de livros(e de trigo)
foi destruído. Alguns historiadores con-
sideram que nesse episódio ocorreu a des-

truição da grande biblioteca -- mas isso
só teria oconido se ela se localizasse per-
to do porto e não no museu. Segundo:
não sabemos nada sobre matemáticos que

se beneficiaram do mecenato ptolomaico
no museu. Nenhuma grande figura cien-
tífica do período helenístico ficou conhe-

cida por ter sido membro do museu, es-
tudando ou ensinando, entre os séculos
111 e l a.C. Entretanto, se a biblioteca

pertencia ao museu, então Eratóstenes,
que o dirigiu por muitas décadas, foi
membro dela.

As instituições eruditas fundadas
pelos Ptolomeus trabalharam na con-;
servação de livros e na edição crítica de
textos -- confrontar cópias divergentes
de uma mesma obra (consequência da
produção manuscrita); escolher uma

PINTURA DE !813, deViümzo Camucdni, ntnta o td egípcio Ptololnleu il 'dstürido a Bibliotua de Atexandtb

46 SCIENTIFIC AMERICAN BRASIL ESPECIALANTIGUIDADE



MAREXTERIOR

J
MAREXTERIOR

0 MAPA-MUNDI de Emtóstenes. Seus eixos principais são o paralelo e o meridiano de Bodes

variante como autêntica sem desapare-
cer com as outras etc. Essas operações
importantes foram feitas por editores
alexandrinos, precursores dos filólogos
modernos. Baseavam-se principalmen-
te em textos poéticos, mas é possível
que alguns, como Eratóstenes, tenham
editado textos científicos.

E muito provável que algumas ciên-
cias matemáticas tenham despertado o
interesse dos Ptolomeus. No prefácio
de seu tratado sobre o termoscópio
(aparelho sensível à variação térmica),
o matemático e mecânico Filon de Bi-

zâncio afirma que elas foram aprimora-
dos pelos engenheiros alexandrinos
graças ao apoio do rei, apaixonado pela

técnica. O aperfeiçoamento das máqui-
nas de guerra ou do mapa-múndi inte-
ressava o poder público.: Entretanto,
não havia o mesmo entusiasmo pela
pesquisa fundamental.

Diferentes relatos contam o apetite
de Ptolomeu 111 pelos livros e os proce-
dimentos pouco ortodoxos empregados
para obtê-los. Ele ordenou que todos os
livros de viajantes que desembarcassem
em Alexandria fossem copiados. Deta-
lhe: quem ficava com as cópias eram os
antigosdonos.

O rei ainda pediu aos atenienses li-
mos de Sófocles, Eurípides e Esquilo para
copia-los. Provavelmente eram exempla-
res oficiais, organizados no fim do século

IV a.C. por iniciativa do orador Licurgo,
para preservar os textos das modificações

que os autores ficavam tentados a intro-
duzir. Os atenienses pediram um depósi-
to de 15 talentos de prata(cerca de 400
kg) como garantia. Ptolomeu guardou os
originais(sacrificando sua caução) e de-
volveu as cópias. Em todos os relatos eram
mencionadas obras de medicina, dos trá-

gicos atenienses, da Bíblia, de Aristóteles,

mas nunca de aritmética ou geometria.

Ignoramos a origem da prática do pre-

fácio científico. Os tratados mais antigos
conservados, os de Autólico de Pitane, de
Aristarco de Somos ou os EZeme?ztos de

Euclides, não os continham. Os primei-
ros que conhecemos são dos seis tratados

de Arquimedes. Eram cartas que acom-
panhavam o envio dos tratados a corres-
pondentes alexandrinos: Dositéia de Pe-
lusium e Eratóstenes (uer qz4adro tza pág.
4ag. Esses prefácios foram preciosos para
a compreensão das matemáticas do perío-
do helenístico.

Desse período, dispomos de 15 pre-
fácios de cinco autores: Arquimedes, Fi-
lon de Bizâncio, Diocles, Apolânio e
Hipsicles de Alexandria. Esses textos
mostram que os matemáticos não estavam

concentrados em Alexandria, mas espa-
lhados pela bacia mediterrânea: a Grécia,

as ilhas, Ária Menor, Egito, Líbia e Mag-
na Grécia (o conjunto que formava o
mundo grego da época). Além da cidade
de Arcádia, onde morou Diocles, são
mencionadas Bizâncio, rasos, Somos,

Peúga, Pérgamo, Efeso, Tiro, Rodes, Ale-
xandria, Cirene e Siracusa.

Os matemáticos mantinham contato

uns com os outros, trocando obras ou fa-
zendo visitas. No século ll a.C., Basilide

Prefácios Preciosos
A atmosfera intelectual e as oportunida-

des oferecidas pela grande cidade cosmo-
polita atraíam aventureiros, traficantes de

livros, sábios e estudantes de toda parte.
Os matemáticos não escapavam desse
entusiasmo: a atração exercida por Ale-
xandria, principalmente entre os anos
300- 150 a.C., manifestou-se de duas ma-

neiras. Primeiro, pelos textos dos prefá-
cios que os tratados matemáticos conti-
nham e, segundo, pelo fato de uma obra

matemática ser conservada quando seu
autor estava associado à cidade.

WWW.SCIAM.COM.BR SCIENTIFIC AMERICAN BRASIL 47



de Tiro foi a Alexandria e encontrou o pai

de Hipsicles; o geâmetra Náucrates foi
hóspede de Apolânio de Perca em Ale-
xandria e incitou-o a redigir seu tratado
sobre as seções cónicas; tratado esse que
enviou em seguida para Eudemo, que
havia encontrado em Pérgamo e, parece
também, em Éfeso, com o geõmetra Fi-
lânides. Apolânio mandou o filho levar o
segundo livro do tratado das seções cóni-
cas a Eudemo, que foi encarregado de
transmiti-lo a Filânides, caso ele estives-

se de passagem por Pérgamo. No século
111 a.C., Arquimedes enviou seus proble-
mas a Cono e a Dositéia e Eratóstenes.
Heráclito teria sido o intermediário.

Prefácios dos ge6metras

'Apolânio a Eudemo, salve-. Como eu
havia notado, em nosso encontro em

Pérgamo, que tu tinhas pressa em ver
meus trabalhos sabre as seções cónicas,
faço chegar a ti o primeiro livro que corrigi
e te enviarem os outros guarda estiver
satisfeito com eles

"Arquimedes a Dositéia, alegria l Da maioria
dos teoremas, dos quais eu havia enviado as

enunciados a Cano e das quais tu me incentivos
tu possuissempre a redigir as di

as demonstrações escaras nos livros que
Heráclide te devolveu [ ..}. Não te surpreendas

por eu ter demanda tanto para publicar as
demonstrações dessas proposições. 0 motiva é
que eu quis submetê-las antes a homens que
praticando a matemática, preferem se dedicar à
pesquisa t-.]

Acredito que tu não tenhas esquecida,
por mim, que foi peiapois

insistência do geâmetra Náucrates, que foi
meu hóspede quando esteve em
que me enganei no estudo dessas matérias e,
quando ele estava prestes a embarcar.

a coloca-to a pardoque eujáa
havia elaborado, em oito livros, $em
preocupar-me com as correçoes, mas
anotando tudo que me vinha à mente, com a
intenção de fazer uma revisão
posteriormente. Hoje que pude colocar uma
ordem nas coisas, eu os publico. [-.]

Cano morreu antes de ter tido o tempo
necessário para o estudo dessas questões-
Senão ete teria tornado evidentes a$ soluções
para a descoberta de todas essas propriedades
e muitas outras e teria feito progredir a
geometria; pais sabemos que ele possuía uma
inteligência pouco comum e desenvolvia uma
atividade sem igual. Mas, embora tenham
decorrido muitos anos da sua morte, verifico

que nenhum geõmetra se lançou nesses
problemas. Também eu quero prapõ'los a cada
um Í-.] desse modo, aqueles que pretendem
encontra-los, sem produzir nenhuma

ição, ficarão confusos no esforço de
achar soluções impossíveis [-.). Eis qual era o

primeira problema [-.} quanto àqueles que
estavam colocados separadamente na sua
seqiiência,eles sãcfãlsos."

Extraía da prefácio do !Nro h esfera
e o cilindro, deÁrqu/medas

Geâmetras se Desafia\ram
Seria exagerado falar em controvérsias na
geometria, principalmente se comparar-
mos com as disputas em Hosofia ou em
medicina antigas. Entretanto, os autores
desse período cultivavam o desafio. Os
prefácios eram uma maneira de apresen-
tar problemas aos colegas, resolver os que
eles haviam proposto e até criticar soluções

imperfeitas sugeridas pelos outros.

Arquimedes enviou a vários corres-
pondentes apenas enunciados sem de-
monstração e convidou-os a resolvê-los.

Enviei.te meu filho Apolênia para que
elege entregue o segundotivro que
escrevi sobre as seções cónicas. Leia-a
com atenção e divulgue-a àqueles que
sejam dignos de lê-lo. Mostre-o também
ao geâmetra Filânides, Q qual
recomendei-te em Éfesa, caso ele esteja
de passagem par Pérgamo.'

Trechos da prefácio da Livros
das Cónicas deApo#ónio

O teste incluía até problemas falsos para
desmistificar aqueles que pensavam sa-
ber resolver tudo. Alguns matemáticos
adquiriram uma autoridade reconhecida:
Cono de Somos, segundo Diócles e Ar-

quimedes, assim como Eudemo de Pér-
gamo, segundo Apolõniõ. As vezes,
eram-lhes submetidas publicações e fica-
vam encarregados de transmiti-las àque-
les que julgassem dignos.

Nesse regime de desafios, às vezes era
necessário publicar rapidamente, deixan-

do a revisão para depois. Um caso que
ocorreu com Apolõnio foi significativo:
ele próprio mencionou o aperfeiçoamen-
to da sua vedação do tratado das seções
cónicas. Em outro caso, caiu nas mãos do

pai de Hipsicles uma versão com incor-

reções do geõmetra sobre a comparação
do dodecaedro e do icosaedro. O erro foi

corrigido em outra versão que o próprio
Hipsicles divulgou.

A atração exercida por Alexandria era
evidente: os cinco autores de prefácios
dos séculos 111-11 a.C. tinham uma rela-

ção estreita com a cidade dos Ptoiomeus.

Hipsicles era alexandrino. Foi o primei-
ro matemático designado como tal, ape-
sar de a cidade ter sido fundada 1 50 anos

antes. Isso era plausível: em uma cidade
nova, mas poderosa, os primeiros inte-
lectuais vinham de fora, de cidades na ór-

bita política de Alexandria como Cós, So-
mos, Cirenaica, Panfilia. Apolõnio de
Perga e Filon de Bizâncio moraram em
Alexandria. Não sabemos se foi o caso

&
@

?

DAUbl4GESIOÉUMAdasobrasdentificasol@naissurgklas

no século ll d.C,. quando o$ pensadores dedicavam-se
sobretudo a reeditar e comentar obras consideradas

dássicm. Na gramo, Ptobmeu e a Astronomia
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"Basilide de nro, â Protarco, quando veio a
Alexandria e foi colocado em contato com meu

pai devido à afinidade com o escudo,

conversou com ele durante quase todo o
tempo de $ua estadia. Um dia, estudando o
escrito de Apolõnio, Sobra a comparação do

e do icosaedm inscritos na

mama es@m, procurando qual era sua

relação mútua, foram da opinião que Apoiaria
não havia tentado disso corretamente e

redigiram eles mesmos uma versão corrigida
como eu ouvi da boca do meu pai. Mas, eu
mesmo, mais tarde, peguei um outro livro
publicado porApolânic, contendo uma
demonstração sobre a questão proposta e me
regozijo bastante peia sua abordagem do
problema. Assim, porünto, está ao alcance de
todos; cada um que examine o escrho
publicado parApolõnio,já que ele parece, de
hto, ter colocado em circulação após tê-lo
retomado, posteriormente, com cuidado."

flecha doprejácio ao LivroXIV

dos Elementos, de f#Ps/c/es

CRHTOSTeNeSfNS/MANDO CM.41.EX4NDRIH (1635}, pintura de Bernarda Strozzi. Entre 235 e 195 a.C, ele foi o
bibliotecário-chefe da grande biblioteca

do museu. Por consequência, o nível dos
trabalhos em Alexandria baixou e só vol-

tou a sua plenitude no início do período
imperial (séc. l d.C.).

Nossos cinco autores faziam parte
do primeiro período, cujas obras foram
conservadas e os laços com Alexandria

eram evidentes. Dessa época subsistem
também um tratado de Aristarco de
Samos e alguns escritos de Euclides. O
primeiro foi ouvinte de Estratão de
Lampsaco, preceptor de Ptolomeu ll.
E provável que Euclides esteve em Ale-
xandria, mas não sabemos a data nem
o tempo de permanência. Em contra-
partida, entre 150 e 30 a.C, somente
alguns tratados foram conservados, dos
quais nenhum pode ser qualificado
como alexandrino. Mas, a pesquisa ma-
temática não parou nesse período. Um
exemplo são os trabalhos de um dos
maiores astrónomos da Antigüidade:
Hiparco de Nicéia. Infelizmente, sua
obra foi quase toda perdida.

O período que corresponde à domi-
nação romana(30 a.C. - 400 d.C.) ofe-
rece um retorno. A partir daí, todos os
escritos científicos tinham prefácio.
Acrescentaram-no até em textos anti-

gos. Entretanto, os geâmetras não es-
tavam mais espalhados pela bacia me-

diterrânea e os seis principais autores
de obras conservadas do período He-
ron, Menelau, Ptolomeu, Diofanto.
Papos e Theon -- eram alexandrinos.

Difícil não chegar à conclusão de que
as obras científicas redigidas e conserva-
das nesse período (300 a.C. a 400 d.C.)
foram aquelas cujos autores tiveram li-
gações com a capital dos Ptolomeus.
Contudo, em nenhum caso essas con-
siderações mostraram a existência de
uma escola de matemática em Alexan-

dria, ou seja, de um estabelecimento de
pesquisa e de ensino, obedecendo a um
programa ou a uma doutrina definida, e
onde os sábios citados teriam trabalhado.

O matemático Theon de Alexandria foi,

que se saiba, o único membro do museu.
O fato é que as instituições eruditas de

Alexandiia tiveram um papel fundamental
na conservação e transmissão do conheci-
mento matemático. Muitas vezes os textos

conservados não provieram das grandes

bibliotecas implantadas nos centros políti-
cos(Alexandlia, Romã, Constantinopla),
expostas às vicissitudes dessas capitais(in-
cêndios, saques etc.). Mas elas seleciona-
ram e reproduziram os textos. Os tratados
matemáticos que as instituições de Alexan-
diia preservaram são os que as outras bibli-
otecas procuravam. (BV) M

"Enviei-te anteriormente alguns
teoremas que eu descobrira, limitando-me
a redigir os enunciados e convidando-te a
encontrar as demonstrações que eu ainda
não tinha indicado. Os enunciados dos

teoremas enviados eram os seguintes [..]."
trecho doprcgácia de Método para

Emtóstenes, de 4rquímedes

de Arquimedes, mas alguns de seus cor-

respondentes passaram uma parte da
vida na cidade. O caso de Diocles é me-
nos claro, mas ele conhecia o círculo de

alexandrinos pois se referiu também a
Cono e Dositéia.

Força de Alexandria
Nenhum tratado anterior ao período he-
lenístico (323-322 a.C.) chegou até nós.
Distinguimos dois períodos de atividade
para as instituições eruditas de Alexan-
dria: o primeiro, de 300 a cerca de 150
a.C.; e o segundo, de 30 a.C. a 400 d.C.

O museu não foi mencionado a partir do
século V d.C. Além disso, em 145-144
a.C« por causa de uma disputa de suces-

são, Ptolomeu Vlll expulsou os sábios
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No sécub 111 a.C., o geõmdra eüraiu do saber grego as m(ü

RndamerlMis proposições wmteMticm e organizou-m em uma

obra 7@orosa.@nclzckz lza chdação; os Elementos

m seu comentário ao primeiro livro dos Elemen-
tos de Euclides, Proclo de Constantinopla (séc.
V d.C.) faz alusão a uma época em que seu au-
tor vivia: "Conta-se que certo dia Ptolomeu per'

juntou a Euclides se não haveria alguma via mais curta que
a dos Elementos para aprender a geometria. Ao que Eucli-
des Ihe respondeu que em geometria não havia ponto de
vista real'

Certos exegetas, otimistas, deduziram que o autor apre'
sentou sua obra ao monarca para Ihe pedir favores ou para
agradecer. Concluíram que Ptolomeu havia recebido Eucli-
des em seu museu ou que teria fundado a escola matemá-
tica de Alexandria. A história seduz, mas é pouco digna de

E
crédito. Conhece-se outra versão, nos mesmos termos, cu-
jos protagonistas são Alexandre, o Grande e Menecmo de
Proconese, discípulo de Eudoxo de Cnido. A existência
de outra versão da anedota indica a finalidade: não se tem

registros do ensinamento de algum encontro memorável
entre dois personagens que se tornaram bem conhecidos,
mas do estabelecimento de uma cronologia fundada na
contemporaneidade dos sábios com os homens ilustres
(soberanos). Não há dúvida de que Alexandre e Meneç-
mo foram contemporâneos, e o mesmo pode se admitir para
Euclides e Ptolomeu, o Soter. Mas nada sabemos sobre a
vida de Euclides, sua família, sua formação ou quem fo-
ram seus mestres.

Não conhecemos nem mesmo sua cidade de origem.
Os historiadores modernos não raro o chamam de Eucli-
des de Alexandria, sugerindo que a capital dos ptolomeus
tenha sido sua pátria de adoção. Fiam-se na anedota de
Proclo, como também em um segundo testemunho, trans-

mitido pelo livro Vll da CoZeção matemática
de Pappus (séc. IV). Em sêu livro, Pappus

o Tratado dai cónicas de Apolõnio,
comenta o prefácio. Apolõnio de

ali descreve, com orgulho, o plano de
sua obra e observa, com relação ao livro lll,

que em Euclides o lugar relativo a três e qua-
tro ângulos não se deixa construir nem cor:
rega, nem completamente (uer qtzadro tza pág.
52). A menção mais antiga feita a Euclides
tem conteúdo crítico.

Pappus vê uma certa ausência de /airpZay
que caracteriza a ingratidão: ele diz que se

UM DOS MAIS anüps fragmentos dos

apresenta
do qual
Peúga
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ros). Já evocamos aqui a compilação
(perdida) das Pieudographemata(falsas
provas). Em geometria possuímos tam-
bém um breve tratado intitulado Dados
e parte (conservada apenas nas tradu-
ções medievais) da obra Sobre a dioÍsão
das .#gtlrai. Euclides redigiu também
OptÍcas, Elementos de mtZsica e Fenó-
menos (breve tratado sobre astronomia

l

d
EUCLIDES APRESENTA seus €7ementos
ao rei Ptolomeu, o Soter. em desenho

de Alexandre de Bar afim do séc.

XIX]. A gravura ilustra a anedota
relatada porProclo:'Não havia
real em geometria", teria
afimlado Euclides
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física). Fragmentos conserva-
dos em suas traduções medie-
vais Ihe atribuem um estudo do

equilíbrio e uma prov' (rudi-
mentar) da alavanca. Algumas
atribuições são duvidosas, no-
tadamente as dos fragmentos
mecânicos. Quanto à divisão

do cânone, que foi transmitida
com seu nome, não sabemos
em que medida ela se relacio-
na com a obra musical que a
Antiguidade Ihe atribui.

No entanto, o conjunto se
constitui em uma espécie de
:enciclopédia" matemática,

composta de obras que versam
sobre diferentes disciplinas re-
conhecidas nas classificações
das ciências. Em alguns decê-

nios, platónicos e aristotélicos
elaboraram diferentes siste-
mas de classificação das ciên-
cias matemáticas, Eudemo de

Rodes redigiu a história de
três delas, e Euclides produ-
ziu um conjunto de tratados

matos para encontrar as conM-
buições originais. Mas a fome
dos escritos lógico-dedutivos
torna esse empreendimento
quase impossível, e a cacofonia
dos estudos quepretendem pro-
ceder dessa maneira vem a ser

aqui um testemunho.
Esse juízo de modo algum é

objetivo. Ele ignora os testemu-
nhos de Apolânio e de Pappus,
as indicações sobre as obras per'
dadas, notadamente os Poremos,
em três limos, os Lugares na m-

pedde, em dois livros e post;i-
velmente os Elementos das
cõtzicw, em quatro livros. Em
particular, Pappus afirma que a
coleção dita Do lagar anaZhacío
constituiu-se, em essência, por
três autores: Aristeu, Euclides e

Apolânio. Essa disciplina vena-
vasobreolugardospontossub
metidos a condições e incluía,
entre outras, a teoria das cónicas,

o importante e inovador campo
de pesquisas do século 111 a.C.

A crítica de Apolânio confirma que Euclides trabalhou
nas cónicas. Portanto, há nuances no retrato do autor de
Elementos. Ele era um geâmetra competente, ativo em cer-
tos domínios "de vanguarda", mas igualmente bem inte-
ressado na formação das exposições científicas e na rela-
ção de obras de referência..

O problema em três oa quatro tetas

No prefácio de seu tratado das cónicas, Apolõ-
nio critica a solução de Euclides para o píoble'
ma em três ou quatro regas. que é o seguinte:
sejam quatro segmentos quaisquer AB. BC. CD,
DA e um ponto M. A partir de M conduzem-se as
perpendiculares ME, MF. MG, MH sobre esses
quatro segmentos ou seus prolongamentos 0

seja dada, ME, MF. MG, MH representando as dis-
tâncias do ponto M em relação às retas. Os geõ-
metms gregos não falam do produto das distân-
cias. mas dos retângulos formados ou contidos
por tME. MG) etMF, MH].

Da mesma forma, o espaço em três retas, por
exemplo AB, BC e CD é o conjunto dos pontos.M
de tal made que seja dada a relação do retâlagulo

lãÉ' iii=Ên=ii=:ui::s::
pois de Apolõnio, Pappus generalizou o problema
de diferentes maneiras: de início ele supôs que
os ângulos ME, MF. MG, MH não são perpeTdlcu-
ares. mas cortam as retas nos ângulos dados.
Isso não altera a natureza dos lugares. Em se-

guida, ele considerou preferencialmente as regas:
já não serão cónicas os lugares então obtidos.
' É o primeiro grande problema que.Descar'
tes examinou e resolveu por seu método analí-

tico no livro l de sua Geometria t 1537]. Quanta
a Apolõnio, que tão abertamente criticava a se'
lução de Euclides, não sabemos se o resolveu
Cena é que o tratado das cónicas não traz refe-
rências a esse respeito.

ESPECIALANTIGüIDADE
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Título
entanto, não há dúvida: a glória de Euclides se deve aos

e isso por duas razões, uma boa e outra ruim. A
é a receptividade que seu trabalho obteve por causa

título. Esse gênero tinha em vista dois objetivos: propor-
uma síntese de conhecimentos "elementares" eM dado

âmbito, requeridos para uma "primeira" aprendizagem, e en-
carnar um modelo de raciocínio dedutivo e demonstrativo.

A coleçãé) não é uma simples compilação de resultados; ela
confere uma representação arquitetânica da disciplina.

A segunda razão do êxito de Euclides é o plano singular
por ele seguido, e que seria julgado com severidade na Ida-
de Média e na Renascença. Em diversos aspectos, ao estu-
darmos o tratado na ordem de sucessão dos livros, a pro-
gressão euclidiana parece bastante desastrosa de um ponto
devasta pedagógico.

A palavra grega stoic;lato?z ("elemento") remete antes de
mais nada à idéia de "classe", "falo", de ordem por alinha-
mento. A escrita alfabética marcou os filósofos gregos: com-
ponentes em número limitado (menos de 30) bastam para
constituir o conjunto das sílabas, das palavras e dos discur-
sos. A língua grega chama esses componentes de "elemen-
tos" (stoic;leia), sem definir se eles são fonemas ou letras. E
os filósofos projetaram sobre os seres naturais e as produ-
ções humanas esse modo de composição de um todo a par-
tir de constituintes elementares.

Segundo Platão, o mundo se constitui de quatro elemen-
tos: fogo, ar, água e terra. Da mesma forma, explica Aristó-
teles, em geometria certas proposições se encontram na de-
monstração de muitas outras, denominadas "elementos", e
há que se aprendo-las. A noção parece completamente re-
lativa: tal teorema é elemento de outro. De fato, só é ele-

mcnto o que intervém nas numerosas provas. Portanto, são
excluídas certas proposições elementares, simples e elegan-
tes, porém não mobilizadas em muitas demonstrações. Pro-
clo, comentando Euclides, dá como exemplo de proposi-
ção excluída o fato de as três alturas de um triângulo serem
concorrentes.

A constituição de uma coleção de elementos liga-se,
pois, a certo estado-da:arte no âmbito considerado. Ela re-
quer o acúmulo de resultados significativos que sejam sufi-
cientemente numerosos e a indicação das propriedades ou
das construções que intervêm na maioria dos casos. Sua es-
colha pressupõe uma análise prévia -- no sentido quase
químico do termo -- que determine os ingredientes essen-
ciais, não só para o uso em uma problemática determinada,
mas na óptica de uma arquitetura dedutiva global cujas qua-
lidades principais serão a concisão e a clareza.

Esse trabalho de investigação prévia não é apresentado.
A exposição é sintética: ela procede por dedução das hipó-

Bom
Nc

Elementos

Z)c p:hdptls 11 fc nott8:t pino ec oi!
rtoittbw carão dcni.

primeira
l

l

.!

EDIÇÃO IMPRESSA dos e/eventos, por Erhard Ratdolt, Veneza, 1482. Contém os
13 livros genuínos, e os livros XIV e XV, comprovadamente espúrios. A tradução
em [atim do árabe é de Abe[ardo de Bath [séc. X]]]

teses até as conclusões. Ademais, por ter sido bastante ne-
cessário interromper o trabalho de decomposição em dado
instante, princípios ou pontos de partida não demonstra-
dos foram postos no início da obra: são os mais elementa-
res dentre os elementos. Assim, o gênero "Elementos de...:

expõe uma parte da ciência já feita e não um método de
pesquisa. Os matemáticos gregos o apreenderam de ma-
neira bem particular. Além do trabalho de Euclides, conhe-
cem-se os Elementos das cõtzícas atribuídos a Aristeu e a
Apolânio, que descreve com esse título os quatro primeiros
livros dessas Cónicas, e a Arquimedes, que se refere aos
EZementoi de mecânica.

O êxito do modo de proceder em geometria e, de modo
mais geral, nas matemáticas, deve-se à possibilidade que
proporcionam essas .disciplinas, de remontar aos princípios
indemonstráveis. Pela simplicidade de seus pontos de par-
tida, pelo rigor de seu modo de procedimento, pela irrefu-
tabilidade (ao menos aparente) das conclusões a que ele
chega, a argumentação geométrica exerceu poderoso fascí-
nio: assim, desde a Antiguidade, muitos intelectuais redi-
giram Elementos de ética, de física, de teologia.

O preço a pagar é por vezes elevado. A apresentação
sintética é, por definição, opaca. A de Euclides é às vezes
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artificial. A situação lá não é tão grave quando se estuda
sob a direção de um mestre competente, que forneça as
explicações complementares necessárias. É possível que
o geâmetra tenha concebido sua compilação não como um
manual de ensino, mas como obra de referência a consul-
tar de maneira inteligível. No entanto, ele se tornou um
texto escolar. submetido ao trabalho de professores e co-
mentadores. Uma de suas tarefas era libertar o leitor da
linearidade dedutiva, permitir-lhe antecipar, remontar à
origem dos problemas. Justamente aqui cabe uma crítica à
progressão euclidiana.

cinco sólidos regulares circunscritos por uma esfera (livro
XIII), os paraleleÉ)ípedos e os prismas (livro XI), as pira:
mides..os cones e os cilindros (livro Xll).

Após essa divisão, três ou quatro aspectos surpreendem:
1 . a obra começa pela geometria, enquanto a aritmética ge-
rãlmenteé considerada a primeira ciência matemática, e seus
çbjetos, desprovidos de posição, mais simples- 2. A expo-
sição de geometria plana é interrompida por um livro de
outro gênero, o quinto, que trata de relação e proporciona-
lidade entre objetos. Além disso, esse livro é de um nível de
abstração incrivelmente elevado se comparado aos anterio-
res. 3. Outro livro peculiar é o X. Nem mesmo é possível
descrevê-lo quanto a seus obletos: ele mescla linhas, áreas
e números. Como o livro V. ele trata de relações: as de co-

PlanoSingular
O tratado de Euclides é tão volumoso que necessita de uma
divisão de matérias por outros critérios além da estrutura
dedutiva que se exerce localmente. Uma das idéias foi rea-
grupar os resultados conforme os temas abordados. Dis-
tinguem-se então três grandes subconjuntos de livros: "pla-
nos". "aritméticos" e "estereométricos" (oer /igura na pág.

57), cujos obÍetos são, respectivamente, a figura plana, o
número e a figura sólida.

A redução em elementos privilegia as figuras mais sim-
ples: triângulos, quadrados, retângulos, paralelogramos e
trapézio nos livros l e 11; círculo e seus segmentos no livro
111; alguns polígonos regulares inscritos em uma esfera no
livro IV. Da mesma forma, as figuras sólidas de base são os

Arquitetura, a are (hs proporções

As diferentes ordens arquitetânicas distinguem-se por

grande número de detalhes de construção e decoração.
Todavia, sua prática da arquitetura modular repousa em

parâmetros característicos. Em tese, todas as dimensões de
partes do templo se exprimem em função de uma unidade.
ou módulo, ou como um múltiplo, ou como submúltiplo -- as

duas categorias mais simples de relações numéricas. Na
ordem iónica, o módulo é o diâmetro da coluna, na ordem
dórica é o raio. Desse modo, o arquiteto garantia que todas as

partes de sua construção fossem comensuráveis. 0 trabalho
do arquiteto, a "sumetria', abrange a um só tempo esse
procedimento técnico simples e uma avaliação estética: na
prática, eles adotam certos modos de dispor nas formas e

distâncias para dar conta de certas ilusões de óptica. 0
templo de Hefaístos sobre a agora de Atenas

é um exemplo perfeito de seu
estilo dórico.

TEMPLO DE HEFAÍSTOS, na agora de Atenas, cujas proporções foram

determinadas por um parâmetro único
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Duodecedlon wcuus, desenho de li:onaído da Vinca para a obm De digna proporcione [ 1509], em que Lula Pacio]i cita os Elementos de Euc]ides,
a proporção ou razão áurea tque ele chama de divina), e os sólidos regulans e gemi-regulares. À direita. manuscrito grego dos Elementos com o fim da

prova da proposição Xl1-12. A partir da Renascença. os editores mudemos passaram a acrescentar entre parênteses os números das proposições utilizadas no curso da
demonstração. Sem essas minúcias, em simultaneamente exercício de memória e de lógica. Com o tempo, diveKas indicações pam auxiliar o leitor - os 'espólios' --

fbmm inseridas nas maiEens dos manuscritos gregos. Aqui, na maiEem esquetüa, um feitor ou um corretor [a [etm não é do copista] acnscentou uma justificação para
que se íemetesse à proposição Xl1-10, utilizada nessa passagem. Certos espólios se tomaram porções do texto por ocasião de suas sucessivas cópias. 0 mesmo tipo de
acréscimo aparece em outros manuscritos dos Elementos

mensurabilidade e incomensurabilidade, abordadas de um
b

ponto de vista geral, e depois.aplicadas a regas e áreas reti-
líneas simples. Além disso, a segunda parte do livro éuma
impressionante classificação de retas e áreas ditas irracio-
nais -- cerca de 90 proposições, ou seja, uM quinto do tra-
tado. Isso foi considerado indigesto, ainda mais porque nada
o lustificana sêqüência. 4. A exposição estereométrica se
conclui por uma comparação dos cinco sólidos regulares
que parece incompleta

A transcrição apaga as diferenças: em nossa escrita sim-
bólica, as letras A, B, C e D designam não importa qual
tipo de objetos suscetíveis de entrar em uma proporção.
Todavia, se o leitor retomar os enunciados antigos, vai cons-
tatar sem nenhum esforço que a diferença entre V- 1 6 e Vll-
13 é que a primeira versa sobre grandezas (meget;zos em
grego), a segunda sobre números (arithmos em grego).

A noção de "número" é definida como uma pluralidade
determinada de unidades, isto é, do que é usado para fazer
uma enumeração (2, 3, 4, 5... os inteiros naturais). Nem
orações nem números irracionais têm lugar na aritmética
grega. Já a noção de grandeza é menos clara. Errata-se,. ori-
ginalmente, de uma das propriedades fundamentais da fi-
gura geométrica: seu formato. Euclides não o define, mas
se vê, na continuidade do tratado, que ele considera sob
esse termo as linhas, as superfícies, os volumes e os ângu-
los retilíneos. Isso quer dizer que ele tcm em vista um obje-
to geométrico abstrato, independentemente das dimensões.
Aristóteles o aplica ao tempo, ao peso e a outras grandezas
físicas. Para ele, a diferença entre "número" e "grandeza" é
constitutiva: a segunda é indefinidamente divisível, enquan-
to a divisão do primeiro se detém na unidade.

O mistério das duas teorias das proporções poderia en-

Teorias de Proporções
Outro fato que recebeu críticas é que a obra contém não
uma teoria das proporções, mas duas. A segunda é exposta
nas 22 primeiras proposições do livro VII. Como conse-
quência, certos resultados são demonstrados duas vezes.

Assim, a proposição V-16 estabelece que "se quatro
grandezas estão em proporção, de maneira alternada elas
estarão também em proporção", enquanto Vl1- 13 prova que
;se quatro números estão em proporção, de maneira alter-

nada também eles estarão em proporção". Em notações
modernas: "se A/B : C/D então A/C ", pois "(A, B,
C, D) estão em proporção" não significa nada mais que "(A,
B) estão na mesma relação que (C, D), isto é, A/B : C/D'
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tão estancar aí: uma vez que há dois tipos de objetos distin-
tos -- o número e a. grandeza -- é natural que haja duas teo-'
rias das proporções. Mas há um porém:. no início de seu
segundo livro, Euclides "demonstra" que se duas grande-
zas, A, B têm uma medida comum, sua relação A/B será a
de certo número M com outro número N.

Por exemplo, se A e B são dois comprimentos, A medin-
do 3 metros e B, 5, a relação entre A e B será a relação dos
números 3 e 5. Os geõmetras antigos diziam que A é para B
o que 3 é para 5. Ou sela, as relações de grandezas comensu-
ráveis identificam-se com as de números. E as relações entre
números servem para exprimir as relações entre certos tipos
de grandezas. No exemplo acima, os comprimentos têm uma
relação exprimível de 3 para 5. Em compensação, o lado e a
diagonal de um quadrado têm uma relação que não se pode
exprimir com a ajuda dos números (inteiros). Para nós, a re-
lação corresponde ao número irracional g2.

De uma perspectiva moderna, o fato de que uma rela-
ção entre grandezas comensuráveis identifica-se a uma en-
tre números corresponde, groSSo modo, ao fato de que os
números racionais positivos (orações) constituem um sub-
conjunto de números reais positivos. Daí a considerar que
a teoria de proporções do livro Vll não passa de um caso
particular, redundante, da primeira. Desde o século XVI,
autores como Francisco Maurolyco e Gilles-Personne de
Roberval propõem a unificação dessas teorias.

Crise dos Fundamentos
No final do século XIX, alguns historiadores, mobilizados
por essas singularidades, elaboraram uma grade de leitura
dos EZemet2tos. Na época, os matemáticos atravessavam uma
crise de fundamentos, ligada aos paradoxos surgidos com a
então recente formalização da teoria dos conjuntos.

Os historiadores perceberam que a descoberta de gran-
dezas incomensuráveis havia engendrado o mesmo tipo de
;crise" na Grécia Antiga. Antes, os geâmetras antigos, pres-

supondo que todas as grandezas fossem comensuráveis, ha-
viam utilizado uma teoria das proporções simples, aquela
cujo traço apareceria depois no livro VII. Com a descober-
ta de segmentos incomensuráveis (como a diagonal de um
quadrado que tenha por lado a unidade), que revelaram as
falhas da teoria, ela foi posta de lado durante algum tempo
Depois surgiu uma nova teoria, a registrada no livro V. ge-
ralmente atribuída a Eudoxo de Cnidos (contemporâneo
de Aristóteles), que se aplicava às grandezas comensurá-
veis e incomensuráveis, ainda que a distinção entre elas só

ACIMA, RETRATO DE Euc]ides por Juste de band [século XV]. Ao lado, manuscrito
dos fenómenos de Euclides. obra de astronomia dedicada às ascensões e

declínios de algumas estrelas e à variação da duração do día em função da
época do ano e dalatitude
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GEOMETRIA PLANA

ESTEREOMETRIA

ESTRUTURA GLOBAL dos e/ementas de Euclídes
As flechas indicam os elos dedutivos: em linha fina
de livro a livra, e nas linhas mais grossas, de
subconjunto a subconjunto

fosse introduzida no livro X. Essa distinção justifica a pos-
teHoH o tratamento elaborado no livro V. Euclides teria apli-
cado a teoria eudoxiana às figuras planas no livro VI e aos
sólidos nos livros XI a XIII. No entanto, ele teria mantido

parte da antiga teoria em seu livro VII.
Quanto às singularidades do plano euclidiano, pode-

mos explica-las de outra forma. Vimos já que tal se dava
pelo duplo tratamento da proporcionalidade: os antigos
privilegiam os objetos sobre as relações entre eles. E uma
vez que há dois tipos de objetos, é legítimo ter duas teo-
rias de proporções, ainda que o objetivo, na sequência,
seja o de ver quando podem ser coordenadas (caso das
grandezas comensuráveis) e quando isso não é possível
l incomensuráveis) .

Além disso, a leitura atenta do tratado mostra que a in-
serção de uma proposição se faz o mais próximo possível
do local onde ela será utilizada. Por exemplo, como os ir-
racionais só aparecem no livro Xlll, parte dedicada aos
sólidos, Euclidês inseriu a noção de incomensurabilidade
no livro X, justamente antes do tratamento dos sólidos. Essa
é, pois, a razão, pela qual a introdução da distinção "co-
mensuráveis/incomensuráveis" até ali se diferencia. Da
mesma forma, as noções aritméticas só aparecem no livro
X, e os livros aritméticos são inseridos imediatamente an-
tes: ainda que haja um interesse específico pelo assunto
em EZemerztos, a razão da existência dos livros Vll a IX é
seu uso instrumental no estudo da irracionalidade.

Enfim, Euclides se conforma com uma atitude que, segundo
Aristóteles, é própria aos matemáticos: em uma ciência demons-
trativa, os princípios não demonstrados devem ser tão pouco
numerosos quanto possível. Ou seja, se não é necessário usar a
teoria das proporções entre grandezas e suas difíceis definições

para estabelecer certos resultados, então é melhor dispensa-las.
Assim, Euclides reagrupa nos livros de l a IV todos os

resultados que não necessitam dessa teoria, enquanto o sex-
to livro se ocupa de noções, como a da semelhança de figu-
ras, pelas quais é inevitável o recurso à teoria das propor-
ções. Euclides leva bem longe essa atitude ao reagrupar, nas
28 primeiras proposições de seu livro 1, as que não depen-
dem de sua quinta demanda ou postulado de paralelos (tem-
se, em substância, que duas Tetas de um mesmo plano se en-
contram em um ponto se não formarem, com uma terceira
teta, ângulos cuja soma valha dois ângulos retos).

Essa atitude explicaria também por que a estereometria
euclidiana é tão mal fundada. Muitas das primeiras proposi-
ções do livro XI (1 , 2, 3, 7) apresentam provas pouco convin-
centes: ao que parece, Euclides estava persuadido de poder
reduzir logicamente a estereometria à geometria plana sem a
introdução de novos postulados. A exposição de Euclides está
longe de ser perfeita. No entanto, as singularidades de sua es-
trutura não se explicam, ou pouco se explicam, pela história
das matemáticas pré-euclidianas, como crêem os partidários
da leitura arqueológica; elas resultam das escolhas matemáti-
cas e epistemológicas dos EZementoi. (BV) M
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l

udemo de Rodes (século IV a.C.) afirma que a
de dois triângulos detentores de um lado

e de dois ângulos iguais -- objeto da proposi-
1-26 dos EZemmtoi de Euclides -- Íá era co-

de Mileto. Pois Xales, escreve Eudemo, deve

no método que elaborara com o intuito de deter-

a partir da margem de um lago ou de um rio, a distância
dela se aproxima.

Proclo, esse testemunho nos ensina duas
-- como também muitos historiadores mo-

reconstrução racional: se Xales tivesse
ele deveria conhecer todos os resu)ta-

esse método pressupõe. Tal dedução é evi-
2) Para Eudemo, isto é, para a tradição

histórica, o interesse da geometria residia na possibili-
de determinar a distância de pontos-

O historiador Heródoto sugeriu que a geometria havia se
com a agrimensura dos egípcios, isto é, com a medida

De fato, eles usavam procedimentos por vezes
Para avaliar a área de um quadriláte-

em vez de dividi-lo em dois triângulos, eles

em medir os lados e multiplicar as metades das

(AB--CD)/2 x (BC--DA)/2 (o que r'-

o quadrilátero a um retângulo que tivesse
lados as metades dessas somas).

havia um meio de combinar a agrimen-

Uma das tarefas da geometria aplica-

a de medir certas grandezas de maneira indi-
de um canal, a altura de uma montanha, o

entre o observador e um ponto inacessível. Heron

de Alexandria desenvolveria sistematicamente esse ponto de vista

no século l d.C., em seu tratado da DioptHa. Assim como Eu-

clides, ele primeiro explicava os procedimentos elementares para
ida combina-los para resolver questões complexas.

Heron utilizou tanto instrumentos(o dioptro e diferentes tipos

de réguas) quanto a proporcionalidade dos lados entre triângu-
los semelhantes, propriedade que, no ensino básico é chamado
hoje como "teorema de Xales'

igualdade
igual
çao

nhecida porTales
tê-la utilizado
muar

de um bote que
Transmitido por

coisas: 1) Eudemo
demos -- procedia por
inventado algum método

dos geométricos que
dentemente incerta

pseudol
dado

Evolução da Medida
Boa parte da obra de Heron é dedicada a uma série de questões
cujo objetivo é conduzir a água de um ponto A a um ponto B,
havendo a necessidade de cavar um canal através de uma mon-
tanha, em linha Teta a partir das duas entradas dadas, e das em-
bocaduras de geração. Isso faz menção de uma bela realização

técnica da época arcaica, o túnel de Eupalinos de Megera, cava-
do na ilha de Somos, cerca de 530 a.C. Destinado ao abasteci-

mento de água da cidade, chegou ao comprimento de l km. A
escavação foi empreendida simultaneamente por duas equipes,
de ambos os lados da montanha.

É fácil compreender que engenheiros, mecânicos ou arquite-
tos dêem conta de suas práticas mostrando como elas se apoiam
em certos resultados de geometria teórica; é o meio de aumentar o

seu prestígio, de fazer reconhecer a um só tempo a utilidade e a
tecnicidade de seus saberes. Mas também estariam os geõmetras

inquietos quanto às possibilidades de aplicação.de seus resu)to-
dos? Já acompanhamos a sua opção por formulações abstratas:
mais do que da medida de uma área, falam em "quadratura". No

um passar de olhos sobre o primeiro livro dos EZemmtos

mostra que Euclides desejou estabelecer um lugar constitutivo

originado

dassuperHcies
sumários e aproximativos
ro qualquerABCD
se contentavam

somas dos lados opostos:
dundava em assimilar
como

lssoquerdizerque
fura e a geometria teórica

da é precisamente
reta: a profundidade
afastamento

a] A área do paralelogramo ABCD
é duasvezes a dotriângulo BCE.

b) Os paralelagramos ABCD e

EBCF são iguais. c] Demanda nç 5
de Euclides: se a soma dos

ângulos BEF e DFE éinferiora
180',asretasAB e CD seccionar-

se-ão dotado de B e D
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entre a quadratura dos polígonos e o modo dedutivo de proceder.
Sua intenção era sistematizar a geometria aplicada, conferir-lhe
bases teóricas. Sigamos Euclides passo a passo-

NÉÍ proposição 11- 1 4, o autor de Elementos resolve o proble-

ma da quadratura dos polígonos: "Construir um quadrado igual
a uma figura reti]íneaIA] dada". Para fazê-lo, ele procede em
dois tempos: supõe ter encontrado um retângulo R igual à figu-
ra A, -- ele explicou como proceder na proposição 1-45 -- e de-

pois demonstra como encontrar um quadrado C de área igual à
do retângulo R, que termina a quadratura (ua#gura "a" no qtza-
dro gozado,abas)ço).

Com 1-45, a quadratura de quaisquer figuras retilíneas é re:
conduzida a um caso particular: a quadratura dos retângulos. E
possível considerar as coisas de outra maneira. Toda figura reti-

línea pode ser decomposta em triângulos por exemplo, um
pentágono é composto de(no mínimo) três triângulos (uer#gu-
ra"b"gozado).

Supõe-se que se saiba encontrar um quadrado equivalente
em área a um triângulo. Para resolver o problema da quadratura
das áreas retilíneas, basta determinar como obter um quadrado

equivalente à soma de dois(três, quatro, cinco...) outros qua-
drados. Por associação, basta saber fazê-los para dois quadra-

dos e o problema se reduz à questão: "Como encontrar um qua-

drado equivalente à soma de dois dados quadrados?"
A resposta se encontra em uma das mais célebres proposi-

ções de Euclides, o teorema dito da hipotenusa (1-4Z uer qzza-
dro tza pág. 67,1: "Nos triângulos retângulos, o quadrado sobre o

lado oposto ao ângulo reco é igual aos quadrados sobre os lados
contendo o ângulo reto". Euclides estabelece não só esse teore-

ma, mas a sua recíproca. A propriedade é, portanto, característi-
ca da espécie "triângulo retângulo

Do ponto de vista prático, há interesse nessa recíproca. Como
diz o arquiteto romano Vitrúvio, tomando três réguas de 90,
120 e 150 cm, é possível construir um esquadro exato, desco-
berta bastante útil para a construção de graus de uma escala. A
determinação de tais trincos de números(a, b, c) tais que a"b: :
c' Íá era conhecida dos babilõnios.

Eudemo havia tentado determinar os teoremas geométricos

que Xales, segundo ele, não podia ignorar. Outros fizeram o mes-
mo por Pitágoras e Ihe atribuem a descoberta do teorema que ain-
da hoje leva o seu nome. Associava-se a pretensa descoberta de

Pitágoras a um sacrifício de sangue(segundo a lenda, ele teria
sacrificado cem bois para celebrar seu teorema). Mas, essa prática

era proibida pelos preceptores da seita pitagórica.
Segundo as fontes clássicas(Heródoto, Platão e Aristóteles),

Pitágoras tinha inventado um "modo de vida" fundado em múlti-

plas prescrições religiosas e práticas de rituais, na crença na àans-
migração das almas, na recusa de certos cultos cívicos, mas tam-
bém na vontade de influenciar o regime político de certas cidades

da Magna Grécia(sul da Itália, Sicília). Nada indica que Pitágo-

ACIMA, 0 TUNEL DE EupalinoÉ, em Somos: A escavação, empreendida de ambos

os lados da montanha, pressupõe habilidade para manter um alinhamento dos
dois buracos e um declive destinado a facilitar o escoamento da água. Alguns

viram aíuma ilustração do ensinamento de Pitágoras, nativo de Sacos. De
lato, Pitágoras deixou sua cidade. fugindo da tirania de Polícrates. E o arquiteta
Eupalinos era de Megara, não de Somos. Os procedimentos descritos por Heron
mobilizam poucos conhecimentos geométricos. Embaixo, dois métodos
euclidianos para tornar quadrada uma figura retilínea: a} a proposição 1-45 dá

Q retângulo R equivalente em área a uma figura retilínea A, em seguida a
proposição 11.14 fornece o quadrado C equiva]ente a R. b] Um polígono P é
divisível em triângulos T.. Se conhecemos os quadrados C. equivalentes a

esses triângulos e o quadrado equivalente à soma de dois quadrados,
obteremos o quadrado equivalente ao polígono P

60 SCIENTIFIC AMERICAN BRASIL ESPECIALANTIGUIDADE



H

A proposkão 1- 47de
Seja o triângulo rêtângulo ÂBC tendo o

ângulo reto BAC. Digo que o quadrado F

sobre BC é igual aos quadrados sobre BA.
At. Com efeito, se por um lado o quadrado
BDEC é descrito sobre BC, por outro os quadrados
GB, HC o são sobre BA, AC; e digo que pela ponta A

seja conduzida AL paralela a BD e CE. E que AD e
FC sejam cruzadas.'
Euclides demonstra então que os retângulos BL e
[L são respectivamente iguais aos quadrados
ABFG e ACKH. A soma dos dois retângulos sendo o
quadrado BDEC, este será então igual à soma dos quadrados ABFG e ACKH

í...d..+.+«-
b

H AO LADO,MANUSCRITO grego dos Elementos de Euclides: a prova
do teorema da hipotenusa [1-47]

ras tenha se dedicado à geometria. Mesmo Proclo não esconde

seu ceticismo e insiste na perfeição da prova de Euclides.

O estilo do geõmetra possui certas características passíveis
de ser encontradas Íá nos fragmentos de Hipócrates: exposição
sintética, forma dedutiva, combinação de um texto e de um dia-

grama letrado tornando um e outro indispensáveis à demons-
tração. As letras são as únicas partes do discurso matemático
que não pertencem à língua natural. Euclides não faz uso de
símbolos, e seu discurso recorre apenas a uma reduzida parcela

da língua grega, pelo uso que faz de frases estereotipadas. Ele
designa as figuras de modo económico. Por exemplo, fala do
quadrado BDEC (uer quadro acima,l, pois todos esses vértices
são mencionados no texto, porém designa os quadrados sobre
AB e sobre AC por somente dois vértices opostos, respectiva-
mente BG e HC, e isso Ihe basta.

Mas de que modo Euclides justifica que o retângulo BL(Ks-
pectivamente o quadrado BG) sela duplo do triângulo ABD
(FBC)? Tal é estabelecido em um teorema anterior mais geral que

combina triângulos e paralelogramos, a proposição 1-41 : sejam
um paralelogramo ABCD e um triângulo BCE(que têm a mes-
ma base BC) "situados nos mesmos paralelos BC e AE"(ou seja,
A, D e E estão alinhados sobre uma teta paralela a BC, (uerfguru

' " na pág. Sg, enquantoABCD é o duplo do triângulo BCE.
Antes de seguir adiante na prova de 1-41, é preciso verificar

que ela se aplica em 1-47, por exemplo, para o quadrado BG e
para o triângulo FBC (uer o enqtzadrado em Sentido contrário,l.
Dois pontos são evidentes: o quadrado BG é um paralelogra-
mo, isto é, uma figura "de linhas paralelas". Idem para o retân-

gulo BL. Além disso, FBC e BG possuem a mesma base, BF.
Resta verificar que eles estão nas mesmas paralelas.

As Tetas FB e GA são paralelas(por construção BFGA é um

quadrado). Basta então mostrar que o vértice C está sobre o pro'
longamento da reta GA. As retas GA e AC, com efeito, teriam
podido constituir uma linha quebrada(em A) -- não é o caso.
Euclides observa: "Uma vez que cada um dos ângulos sob BAC,
BAG é reto então relativamente a certa reta: BA, e em um ponto

A que está sobre e]a, as duas retas]segmentos] AC, AG,. não
posicionadas do mesmo lado, formam ângulos adjacentes iguais
a dois retos. Portanto, CA está alinhado com AG. Então, pela
mesma razão, BA também está alinhado com AH:

Nada mais impede que utilizemos o resultado contido em l-

41 para estabelecer o teorema da hipotenusa. Graças a esse teo-
rema -- a proposição 1-47 de Euclides -- saberemos encontrar a

soma" de dois quadrados dados sob a forma de um quadrado
-- bastará construir o triângulo retângulo no qual os lados do

ângulo reco são os lados de cada um dos dois quadrados a so-
mar: a hipotenusa do triângulo será então o lado do quadrado

soma". Da mesma forma, para calcular sua diferença, poremos

Oleoremapor Euclides
O cerne da demonstração consiste em estabelecer que o re-
tângulo BL e o quadrado ABFG são iguais, já que a área de
cada um é o dobro da área de triângulos iguais, ABD e FBC.
Euclides estabelece a igualdade prévia dos dois graças a uma
proposição sobre a igualdade dos triângulos (1-4): nossos dois
triângulos têm dois lados iguais a dois lados, os quais con-
têm ângulos iguais. Ele já havia provado a igualdade desses
ângulos ao mostrar que se tratava das somas de dois ângulos
iguais dois a dois. De uma perspectiva moderna, a igualdade
dos triângulos decorre do fato de que eles se deduzem um do
outro por uma rotação de 90 graus. A $eqüência da demons-
tração de Euclides é simples: o retângulo CL chega mesmo a
ser igual ao quadrado ACKH (detalhes não são contempla-
dos por Euclides). A reunião dos retângulos BL e CL cons-
tituindo o grande quadrado BDEC, este haverá de ser, pois,
igual aos dois quadrados BG e HC.
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o lado do quadrado maior como hipotenusa de um triângulo
retângulo, e o lado do menor como um dos lados do ângulo reto;
o lado que restar será o do quadrado equivalendo à diferença
dosdoisquadradosdados.

Voltemos à prova de 1-4 1. Euclides junta a diagonal AC (oer

#gura a rza pág. Sg. Assim, ele constrói o triângulo ABC que
também tem BC por base e se situa nos mesmos paralelos. Feito

isso, enuncia duas asserções das quais advém o resultado. a) Os
triângulos ABC e EBC, por terem a mesma base e estarem nas
mesmas paralelas, são iguais. b) O triângulo ABC é a metade do

paralelogramo ABCD, porque AC é a diagonal e porque a dia-
gonal de um paralelogramo o secciona em duas partes iguais.

Essa segunda propriedade é bastante simples e advém da
igualdade dos triângulos ABC e ADC. Ela tem uma conseqü-
ência interessante: seja, sobre a figura "a" (pág. SPD, o ponto F
de modo que EF = BC. O quadrilátero BCEF é um paralelo-
gramo, também ele sobre a mesma base e nas mesmas parale-
las que ABCD, ABC e ADC; BE é a sua diagonal. Segundo
(b), o triângulo EBC, portanto, é a metade do paralelogramo
BCEF. Assim, se a afirmação (a) for verdadeira, a asserção (c):

PüstuladodasPâralelas
Tendo chegado à proposição 1-35, é fácil generaliza-la em
duas direções: 1) Se paralelogramos ou triângulos têm bases
iguais e se estão nas mesmas paralelas, eles são iguais entre
si. 2) Se paralelogramos ou triângulos têm bases desiguais e
se estão nas mesmas paralelas, eles serão desiguais, e o maior
será o de base maior.

A primeira generalização é feita nas proposições 1-36 e 1-38; a
segunda é pressuposta na proposição Vl-l: "Os paralelogra-
mos ou triângulos situados nas mesmas paralelas estão entre si
como sua base", a qual, por sua vez, é o elemento essencial de
toda a teoria das proporções entre figuras semelhantes, exposta

nos livros VI (figuras planas) e XI (sólidos). Isso confirma o ca-
ráter elementar de 1-35, pedra fundamental do último terço do
livro 1. Sua prova compõe uma das principais etapas do livro l.

Essa proposição enuncia-se da seguinte forma: "Sejam
ABCD e EBCF paralelogramos sobre a mesma base BC, e nas

mesmas paralelas AF, BC (uerjgzíra b tza pág. Sg. Digo que o
paralelogramo ABCD é igual ao paralelogramo EBCF.:

Distinguem-se diferentes elementos em sua demonstração,
recorrendo a diversos resultados anteriores:

1-33: para afirmar que, uma vez que ABCD
e EBCF são paralelogramos, tem-se: AD = BC
eBC=EF;

1-29: para estabelecer a igualdade dos ân-
gulos FDC e EAB, porque as regas AB e CD
são paralelas;

1-4: para mostrar que os triângulos EAB e
DFC são iguais.

Poderíamos dar seqüência a nosso percur-
so regressivo buscando os elementos mobili-
zados nessas proposições. Sem entrar em de-
talhes, contentemo-nos com uma observação

sobre a proposição 1-29, que afirma: "Se uma
linha rega cai sobre regas paralelas, ela faz (i)
ângulos alternos iguais e também(ii) o ângu-
lo exterior igual ao ângulo interior e oposto e
(iii) os ângulos interiores e do mesmo lado
iguais a dois retosl180'l". E 29(ii) que é uti-
lizado em 1-35 para estabelecer nossa igual-
dade angular; a proposição 1-29(i) o é em

1-34 para o mesmo gênero de inferência. A proposição 1-29
de fato quase equivale ao célebre postulado dito das parale-
las (1)emat2da ng5 de Et4cZídes, uer #gtzra c da pág. SP9: "Se
uma reta caindo sobre duas Tetas faz ângulos interiores e do
mesmo lado menores que dois retos, as duas Tetas, indefini
demente prolongadas, encontram-se do lado onde estão os
ângulos menores que dois regos

Esse postulado intervém na prova de 1-29(i) e não é mais
que seu contraposta (em uma proposição "se X então Y'
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OS EIEMENllE, em edição de í844 feita pela matanático Oliver Byme. Reúne os seis primeiros livros,
que batam de geometria -plana e da teorb das pnlpotçoes

'Os paralelogramos de mesma base e situados nas mesmas
paralelas são iguais entre si", também o é, e reciprocamente.

Em resumo, "os paralelogramos ou triângulos de mesma base
e situados nas mesmas paralelas são iguais entre si". Euclides
trata os casos "triângulos"(a) e "paralelogramos"(c) separada-
mente, nas proposições 1-37 e 1-35. Quanto à asserção (b), é
demonstrada em 1-34. Os teoremas 1-34 e 1-35 são os funda-

mentos da teoria da equivalência em área, notadamente contida

nas proposições 1-37, 41 , 42, 47 e 11- 14.
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contraposto é "se não L
[ão não X"). Com efeito,P

l omos que os ângulos al-
ternos, AEF e EFD não são
iguais, que AEF é o maior.
Então, a soma dos ângulos
AEF e BEF (dois regos) será
maior que a soma dos ân
nulos BEF e EFD. Em
conseqüência, segundo o
postulado das paralelas, as

} l feras AB e CD se reencon.

trarão. Mas na hipótese de
1-29 elas são paralelas.

É provável que Euclides
tenha escolhido sua formula.

ção -- bem mais complexa --
do postulado das paralelas ten-
do em vista sua utilização na

l demonstraçãodel-29.Éesse,
aliás, oprimeiro uso: as 28 pri
meigas proposições do livro l
não dependem do que por ve-

zes se denomina geometria
"absoluta", mas pertencem a
ela. Se Euclides tivesse esco-

com a adjunção posicionada
na Noção Comum 2, não
mais para linhas, mas desta
feita para áreas.

Assim, aproposição 1-35
requer as três Noções Co-
muns (ou axiomas) que go-
vernam as manipulações da
relação de igualdade.Vimos
que a prova utilizava tam-
bém o postulado das para-
lelas. Ela pressupõe então os

principais princípios (pos-
tulados e axiomas) do livro
l de Euclides.

O desdobramento de to-

das essas sutilezas lógicas
pode parecer uma inutilida-
de. As equivalências em
área que fazem o objeto das
proposições 1-35 e 1-41 são
triviais se recordarmos as

fórmulas de cálculo que
aprendemos na escola: 1) A
superfície de um paralelo-
gramo é o produto de sua

base por sua altura. 2) A superfície de um triângulo é a meta-
de desse produto.

Concordo, mas como justificar essas fórmulas? Para a se-
gunda, é fácil: basta mostrar que um triângulo é a metade de um
paralelogramo de mesmas base e altura. Ora, é o que Euclides

demonstra na segunda parte de 1-34. Quanto à primeira igual-
dade, ela é "evidente" para um retângulo; basta então entendê-
la no caso de quaisquer paralelogramos. De qualquer modo, é o

que está estabelecido em 1-35 e 1-36, uma vez que essas propo-
sições permitem afirmar que todo paralelogramo é igual a um
retângulo de mesmas base e altura. Portanto, pode-se ler essa
passagem dos EZemenfos como uma fundação teórica dos pro-
cedimentos do cálculo das áreas planas mais elementares, para-
lelogramos e triângulos.

A tabuleta cuneiforme Plimpton 322 (segundo milênio an-
tes de nossa era) comporta três colunas de números em nota-
ção sexagesimal e uma numeração das entradas de l a 1 5. Os
números recontados são da forma [(b/a):, b, c] onde (a, b, c)
são inteiros verificando a igualdade a:+b:=c:. Por que razão se
teria realizado tal tabela? Ela implica um conhecimento do teo-
rema da hipotenusa (isto é, uma interpretação geométrica)?
Uma coisa é certa: as técnicas matemáticas dos sábios babilõ-

nios, muito antes das dos gregos, não eram relegadas a simples
aplicações práticas. (BV)' ' M

EUCLIDES, em gravura de 166t

Ihido uma formulação mais simples("por um ponto não situado

em uma reta passa uma paralela, e uma só, a essa Teta"), não é
certo que tantos geâmetras, desde a Antiguidade, tenham tentado

demonstrar essa asserção que, como sua contraposta 1-29(i), para
eles assumia a feição de um teorema.

Mas voltemos à proposição 1-35. Outros ingredientes inter-

vêm em sua prova (oer augura b na póg.SPD: Euclides parte da
igualdade das duas retas AD, EF a uma mesma terceira, BC,
para delas deduzir que são iguais entre si. Essa transitividade é

posta na Noção Comum 1 : 'Z.s coisas iguais a uma mesma coisa
são também iguais entre si'

Acrescentando DE a cada uma delas, deduz:se que AE =
DF. Essa compatibilidade da igualdade com a adjunção é posta
na Noção Comum 2: "E $e, as coisas iguais são acrescentadas
coisas iguais, os todos são iguais'

lendo estabelecido (por 1-4) que os aiângulos ABE e DCF
são iguais, ele cerceia sua porção comum -- o triângulo DGE --
e daí deduz a igualdade dos quadriláteros ADGB, EGCF. Essa
compatibilidade da igualdade com o éerceamento é posiciona-

da na Noção Comum 3: "E se, a partir de coisas iguais, coisas
iguais são cerceados, os restos são iguais'

Enfim, para chegar à igualdade buscada dos paralelogramos
ABCD e EBCE ele acrescenta o triângulo BGC a cada um dos

quadriláteros. Utilizou então, ainda uma vez, a compatibilidade
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Construir e
a r

Para os phtõúcos, a geometüa do espaço
cttlmha com o estudo(bs cinco P(adros

regahtes, aos qmk Euclide:s ü(Êca o
z2Ztímo Zíuro dos sem Elementosão sabemos nada a respeito

dos anos de formação de
Euclides, e há fortes razões

para crer que o mesmo se
pode dizer de seus comentaristas da Anti-

güidade tardia. Mas, Proclo de Constanti-
nopla(morto em 485) não hesita em afh-
mar, ao redigir seu comentário ao livro
primeiro dos EZemmtoi, que Euclides era
platónico. A obra termina com a consnu-
ção de figuras "platónicas", e isso Ihe basta.

Devemos reconhecer que Proclo tem
razão em um ponto: há certamente uma
ligação entre Platão e Euclides, mais pre-
cisamente entre a cosmologia platónica e
o final do limo Xlll dos EZemmtos. Em

seu diálogo 'l:mm, composto entre os anos
360e 355 a.C., Platão descreve o demiur-

go que construiu o corpo do mundo. A
cada um dos quatro elementos fundamen-

tais que compõem o mundo(k)go, ar, água
e terra), o demiurgo associou um sólido
regular: tetraedro para o k)go, octaedro para
o ar, icosaedto para a água e cubo para a

terra. Platão acrescenta que o demiurgo

utilizou uma quinta figura para "represen-
tar oUniverso em seu conjunto". Trata-se

N
dododecaedro, quePlatãonãonomeia. Em Ela, ao contrário da circunferência, não

suas proposições Xl11-13 a Xl11-17, Eu- se deixa dividir de infinitas maneiras em
clidesconstiói(ecircunscrevecom umaes- porções iguais, mas somente decinco ma-

fera) todos esses sólidos. Na última propo- negras. No entanto, a esfera é o análogo
lição do tratado (Xl11- 1 8), compara o tridimensional da circunferência.
comprimentodas arestas das cincofiguras. O segundoé que Proclo Íá havia men-
Eis alegação enfie os dois. Adenominação cionado os poliedros regulares ao descre-

üadiciond de "figuras platónicas", que os ver a genealogia dos EZemmtos. Ele.a6r-
cincopolie&os receberam, deve-seà gran- mau: "Pitágoras transformouo estudo,da
defamaqueobtiveram PlatãoeseuT:mm. geometria em um esquema de educação

Contudo, a dedução feita por Proclo a liberal;(-.) foi ele quem descobriu o.estu-

respeito da Hliação filosófica de Euclides é do dos irracionais e a construção das figu-
incerta pordois motivos. O primeiro é que ras cósmicas]os cinco só]idoi regu]ares]
independentemente dequaisquerconota- Mas se Pitágorashaviadescobertoacons-
ções'filosóficas, os cinco sólidos regulares trução dos cinco sólidos regulares, Eucli-

possuem um interesse evidente paratodos des não seria platónico, mas pitagórico.
os geâmetras. Como opróprio Proclo afia- De fato, a afirmação relativa a Pitágo-
ma, esses poliedros exibem uma proprie- ras, que Procloreproduzde lâmblico, per'
dade notável: ao passo que é possível ins- vence à aadição dos pais fundadores. Seu
prever. dentrode uma circunfeéncia, uma objetivo é duplo: a atHbuição de um "es-

infinidade de polígonos eqüiângulos e quema de educação liberal" ã Pitágoras
eqüiláteros, não existem senão cinco sóli- visa associa-lo à formulação do sistema
dos regulares inscritíveis em uma esfera. quadripartitode descrição das ciências ma-

a] Dodecaedro inscrito em um icosaedro,e vice-versa.bIA relação
entre a superfície dos dois inscrüos em uma mesma esfera é a
mesma que entre seus volumes. Para mostrar isso, decompomos
cada um dos sólidos em pirâmides [20 pam o icosaedro, 12 para o
dodecaedro]. 0 volume de uma pirâmide é Ah/3, h é a attun e A, a
área da base. A mesma circunferência circunscreve asfâées do
icosaedío e do dodecaedro; portanto, as pirâmides dos dois sóli-
dos possuem a mesma altura h. Assim, o volume do icosaedro é
Vzü=Azoh/3 x 20.e o do dodecaedro é Vq= Aah/3 x ]2, em que A\. a
área de uma face do sólido com i faces,'é igual à supeMcie total do

só[ido [S.] dividida pari. Assim. as razões Siz/Sa eViz/VH são iguais
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OUADROJOHnNNESNEUDaRFEReswP/ha [1561},de Nicolas Neufchatel, mostra o matemátimdando uma aulasobreospoliedmsregulares. Emsua mão esquerda,um dodecaedm

temáticas(o "quadrivium"), elaborado no
começo do século IV a.C.; e as supostas
contribuições de Pitágoras ao estudo dos
irracionais e dos poliedros regulares são
introduzidas para sugerir que grande par-

te dos EZemmlos, especialmente os resul-
tados presentes nos livros X e Xlll, já ha-
viam sido esboçadas pelo filósofo.

Platão é um certo Temeu de Locres, apre-

sentado como sábio da Magna Grécia.
Nada sabemos a respeito dele, nem mes-

. mo se se mata de um pitagórico do século
Va.C.(a cena ocorreria em algum momen-
to entre os anos de 430-420) ou de um sim-

ples personagem literário criado por Pla-
tão. Mas um bom número de autores
antigos acreditou que a cosmologia pla-
tónica não passaria de uma retomada de
antigas doutrinas pitagóricas. Um falsário

da época helenística chegou mesmo a re-
digir um tratado, Sobre a natureza do CoS-
moS e ü alma, atribuído a esse Temeu de

Locres, e que era simplesmente um resu-
mo do diálogo de Platão. Muitos, entre os

quais lâmblico, não perceberam a fraude.
Jamais saberemos ao certo o contexto

das primeiras investigações sobre os sóli-

dos geométricos. Alguns testemunhos, no

entanto, ainda que somente um pouco
mais confiáveis, indicam quem teria lan-
çado o programa de estudo dos poliedros.

Trata-se de Teeteto de Atenas(morto em
369), amigo de Platão e discípulo de Teo-

doro. Costuma-se apresenta-lo como a pri-
meira pessoa a escrever um tratado consa-

grado às cinco figuras sólidas regulares.
Essa obra está perdida, mas k)i sem dúvida

uma das fontes matemáticas exploradas no
T:mm, ainda que leeteto não seja explici-
tamente citado nesse diálogo de Platão.

Alguns historiadores acreditam que o
traba[ho de ]eeteto foi retomado também

por Euclides, e que constitui a essência do
livro Xlll dos EZemmtos. Isso de fato é

possível, embora seja difícil confirmar.
Existem diferentes maneiras de tratar os

poliedros. Mesmo se considerarmos so-
mente o problema de sua construção,
pode-se conceber no mínimo duas abor-
dagens: 1 . Constroem-se sucessivamente
cada uma das cinco figuras, para depois
mostrar como elas podem ser circunscri-

tas por uma esfera. Esse é o procedimento
do livro XIII. 2. Toma-se uma esfera e de-

Pitágoras ou leeteto?
Deve-se procurar a motivação para esse
tipo de fabulação não mais na história da
geometria, mas da filosofia. Diversos au-
tores da Antiguidade tardia tentaram mos-
trar que Platão seria, na verdade, um(fiel)

discípulo de Pitágoras. Já na época hele-
nística, alguns autores, menos generosos,
afirmavam que o mestre da Academia era
um plagiário, e que havia baseado seu céle-
bre T;mm na obra intitulada De hz natura,

do pitagórico Filolau. Essas exüavagantes
afimlações apoiavam-se em um fato: o per-
sonagem principal do diálogo escrito por
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ções revelam-se bastante
diferentes -- basta compa-

=,=s=:::==: 1 Êlgããgl$g

nenhum detalhe relativo à

lll\fA&bUUVBWVj nnn 'n-- S q

citamente suposta pelo autor. Ainda que
esse teorema de limitação fosse conhecido
antes de Euclides, acredita-se que essa por'

ção de texto não seja autêntica.
A segunda interpelação, indiscutivel-

mente apócrifa, pretende
estabelecer a proporção
entre os lados a: das figu-
ras mencionadas emXlll-

18, ou seja, determinar
sempre quepossível as ra-
zões a. / a, em que ai de-
signa a aresta do poliedro
regular com ifaces (supõe-
se quetodosospoliedros
estejam inscritos em uma
mesma esfera). Em nota-

ção moderna, eis o que
$ enunciar autor:

; (a.)' : 2(a)'; (a)' : 4/3
Ê (a,)'; (a;)':3/2(a)'

'kJ'

BB.
:;lil;:...p..;...ú.-.-K+--.'i'"""''

r€
P

MANUSCRITO DE MEADOS do séc
Proclo. em seu comentário dos Elementos

X de 77meu, traduzido e comentado por Calcídio
associou Euclides à cultura platónica

Para a.. e a.., ele se
contenta em lembrar que
se trata de segmentos irra-

cionais no sentido euclidiano(fato esse de-
monstrado em Xl11-16 e Xl11-17): as pro-

porções(a)'/(a)',(a.)'/(a):,(a,)'{('b)',
... não podem ser escúias ná forma de..fra
ção. As cinco figuras repanemlse eh duas
famílias: três sólidos "simples"(tetraedro,

cubo e octaedro) e dois mais complexos, o
icosae&o e o dodecaedro. Essa distinção,

de resto, poderia ser percebida desde a
construção das figuras. Por ouço lado, a

própria interpolação necessita ser comple-
mentada, mesmo se limitada apenas aos

três poliedros "simples
Assim, pode-se deduzir, a partir da

igualdade(a)': 4/3(a;)', que'as áreas dos
tüângulos eqüiláteros que formam, respec'
tivamente, as faces do tetraedro e do octae-

dro também se encontra em proporção de

3 para 4. Multiplicando-se pelo respecti-
vo número de faces(4 e 8), obtém-se que

as á.eas do tetraedro e do octaedro(inscri-
tos em uma mesma esfera) estão na pro'

porção de 2 para 3. Então, por que não
comparar os sólidos regulares por áreas e
volumes, e não só pelas arestas?
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Phtãoeospotiedros
de. O mesmo acontece com o cubo e o oc-

taedro.'Já o tetraedro é seu próprio dual.

Sem usar o nome "dual", as antigos
interessaram-se por essas relações de ins-
crição e circunscrição entre os sólidos re-

gulares. Alguns exemplos podem ser en-
contrados na primeira parte de um tratado
composto na Antigüidade tardia, em meio
a considerações a respeito dos poliedros e

seus ângulos sólidos. Esse texto, anónimo,

tomou-se o livro XVdos Ek17mtos. É pos-
sível seguir essa história para além da An-

tigüidade. Autores árabes e depois os da
Renascença acrescentaram resultados

fascinantes a respeito dessas figuras ao fi-
nal de suas próprias versões de Ekmmtos.

Platão utiliza a associação entre elementos e poliedros regulares para explicar - por meio
da decomposição e recomposição das figuras sólidas a partir de suas faces - as
transformações mútuas de três dos quatro elementos afogo, ar e água ] o] nQ

mundo físico. De fato, os correspondentes sólidos. por serem todas compostos detriângulos
eqüiláteros. prestam-se particularmente bem a essas operações. 0 elemento tem
representado por um cubo. escapa às transmutações.

l Ar = 2 Fogo {8 = 4 1- 4]

+

l Agua = ! Fogo + 2 h [20 =4 +2 x8) Oposições e Regularidade
Em diversas ocasiões, os gagos privilegia-
ram o raciocínio por oposições. Aiistóte-
les já indicava uma tábua de opostos, na
qual dez pares aparecem, tais como limi-

tado/ilimitado, ímpar/par, um/múltiplo,
luz/escuridão. Mais tarde, outras listas in-

cluíram oposições como igual/desigual,
exprimível/inexprimível semelhante/dife-
rente, ordenado/desordenado etc.

Em cada par, um dos termos é "bom:

o outro é "ruim", e há exemplos matemá-
ticos para vários deles. Mas que dizer a
respeito da regularidade? De maneira in-
gênua, pode-se pensar que ela se opõe à

O caso do icosaedro e do dodecaedro.

ido à aparição de proporções quadiá-
inacionais, é ainda mais estimulante.

Hipsiclo de Alexandiía(século ll a.C.) in-
forma-nos que o matemático Alisteu che-
gou a compor um texto intitulado Sobre a

mnparação (in cincoligurw, infelizmente
perdido. Seu autor, sem dúvida, era um
jpiedecessor imediato ou um contemporâ-
neo de Euclides, portanto posterior a lee-

teto. A única informação precisa diz que
seu estudo continha o seguinte belo resul-
tado: "Uma mesma circunferência chcun-

creve o pentágono do dodecaedro e o triân-

gulo do icosaedro, que estejam inscritos em
uma mesma esfera". Por decomposição em

tetraedios, deduz-se daí que a relação en-
tre as supeúcies do dodecaedro e do ico-

saedro é igual à relação entre seus volumes
juerfigura na pág. 64).

Hipsiclo observa que Apolõnio de Pur-
ga, autor das CõnÍaaf, havia demonstrado
esse resultado em um tratado dedicado à

comparação dos dois sólidos complexos.
Deve-se a ele a determinação da relação
em termos de segmentos de reta: a pro-
porção entre a área(ou volume) do dode-

caedro e do icosaedro é igual à proporção
entre a aresta do cubo e a do icosaedro.
Temos: S /S :V /V : a.Za12' '20 ' 12' ' 20 '6' '20'

Hipsiclo, por sua vez, retomou a mes-

ma comparação e propôs uma nova des-
crição, em tempos de divisão em razão mé-

dia e edema(z,mqmdro na@g. á8). No
início, seu tratado aparecia de maneira in-
dependente. Depois, em alguns manus-
critos gregos, foi copiado na seqüência dos

EZemmtoi, e tomou-se aquilo que se cos-
tuma chamar de livro XIV

A história do final dos Ebmmtof não

temlina por aí. Com efeito, existem outras

maneiras de tomar evidente o fato de que
os cinco sólidos regulares constituem uma
família. Por exemplo, o número de vértices
do icosaedro é igual ao número de faces
do dodecaedro, e inversamente. Como

cada um desses poliedros possui fa-
ces iguais, o centro dessas faces é
eqüidistante do centro da esfera

que os circunscreve. Portanto,
eles ficam situados sobre a su-
perHcie da esfera inscrita den-

tro decadapoliedro,a qualdi-
videm em porções iguais. Ou
seja: se ligarmos os centros das faces
de um icosaedro, obtemos um dodecaedro

inscrito; se ligarmos os centros das faces de
um dodecaedro, obtemos um icosaedro

inscrito(wryjgaru na @g. ó=4. Tais polie-
dtos apresentam uma relação de dualida-

SISTEMA PLANETÁRIO de Johannes Kepler baseado
nos cincosólidos platónicos
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irregularidade. Será possível, no entanto,
confeú status matemático a essa oposição,

particularmente no que diz reé:
peito às figuras geométricas?
Qud e por quê? Duas ordens de
consideração tiveram papel nes-
sa discussão.

A primeira reside na desco-
berta de outra família, composta

por 13 sólidos delimitados por
faces eqüiláteras e eqüiângulas,
mas não necessariamente todas

D l do mesmotipo(asfaces que são
de um mesmo tipo, porém, de-

vem ser iguais). Isso significa que também
esses sólidos são inscritíveis em uma esfe-

ra. O cuboctaedro, por exemplo, é com-

posto por oito triângulos eqüiláteros e seis
quadrados (oa'figura na p'íg á9)..Amal-
mente, tais poliedros são classificados
como "semi-regulares". Os raros estudio-

sos antigos que falam a seu respeito desig-
nam-nos simplesmente pelo nome de seu

inventor: Arquimedes. Surge assim uma
oposição entre duas famüas. De um lado,
os 5 sólidos de Platão; do outro, os 13 de

Arquimedes. Os primeiros foram explici-
tamente qualificados de "Kgulans"(a pa-

lawa utilizada pelos gregos, tetagmem, sig-
nifica "ordenados") porque os de Arqui-
medes são não-homogêneos(suas faces, e

portanto seus ângulos sólidos, não são idên-
ticos). A descoberta de Arquimedes k)içou
os estudiosos da época a especiÊcar exata-

mente o que caracterizava as cinco figuras

platónicas, e a distinguir, senão os graus,
ao menos o máximo da regularidade.

A outra fonte de interesse pelas figuras

regulares nasceu dos trabalhos do geâme-

tratado intitulado Sobre w#gurm isopeH-

métHms, que continha(entre outras coi-
sas) dois resultados bastante sugestivos:
1 . Entre dois polígonos isoperimétricos
(isto é, de igual perímetro) regulares, aquele

que possui mais lados é maior(em ána)
2. Entre dois polígonos isoperimétricos
com o mesmo número de lados, se um é

regular e o outro não, o regular possui a
maior área. 3.Ele deduziu daí um terceiro

resultado: entre todas as figuras planas com

um mesmo perímetro, aquela que possui
a maior superHcie é o círculo.

O resultado 2 justifica o interesse pelas

figuras regulares com base em critérios
puramente matemáticos. O resultado 3 k)i

Divina proporção
Na século 1l a.C., Hipsiclo GF

enunciou uma proposição
bastante complicada.Sua
nterpetaçaa H
contudo, é simples, uma A

avez que se
terminologia usada: "Uma
reta [segmento de reta]
qualquer. se está dividida
em razão média e extrema,
então a proporção da rega
quepodepraduziroquadra
do da feia inteira, mais

pretaaquele da segmento maior
quadrado da rega inteira.que pode produzira

o segmento menor, emais aquele sobre a mes-

ma proporção da aresta do cubo relativamente
à aresta doicosaedro",

zer que uma relê AB está dividida em ra-
zão média e extrema pelo ponta H significa que

AH e HB éiguatàarazão entre os
razão entre a neta inteira e a segmento maior.

AB/AH. Assim. AB.HB = AH:, de maneira que o

retângulo BDKH é igual ao quadrado AFGH.
Na Renascença, essa proporção recebeu a

quedanome de;"razãoáurea'

possuíavirtudes estéticas
e metafísicas. Mais

entiflcada a um númerotarde.essarazãafoiid
real [irracional}. que recebeu o nome de"áureo"

VÊ]/z.de ser escrito como {! +equepo
uma rega D 'pode produzir' a áreaDizerque

o quadrado construído sobre DAsignifica que
ao teorema da ci-tem área A, Na figura, devido

= AC: + CK:, em que CK =potenusa, temos: AK:
segmento maior e AC = AB. Assim. AK é aAHéo

retaintei.nta que pode produzira quad lado da
ra AB mais aquele do segmento matar AH.

De igual maneira, KB é a neta que pode pro

duziraquadFado da retâ inteira AB mais aquele
=KH?.bHB:e KHdo segmento HB lpoiS BK:
que a razão entre aAB]. Hipsiclo d

aresta do cubo e a aresta do icosaedro inscritos
em uma mesma esfera é igual à razão AK/KB.

Essa proposição completava um dos resut
todos dos Elementos [Xl11-17}, segundo o qual.
ao dividir a aresta de um cubo em razão média

e extrema. o segmento maior é igual à aresta
do dodecaedro inscrito na mesma esfen que o
cubo. Na figura acima. a proporção entre a ares-
ta do cubo e do dodecaedro inscritos na mes-
ma esfera é igual à proporção AH/HB. A divisão
em razão média e extrema aparece na con$-
truçãa do pentágono emular. e na construção

aicosaedosdoissólidosregutares
dro e o dodecaedro. Diversas proposições dos
livrasXlll e XIV são dedicadas a essa proporção.
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FUN[3AMENTAND0-SE EM suas
observações, Ptolomeu afirma,
no início do .A/magusto, que o
Closmos é esférico. Gravura do
livro C/audio 7b/omêo, pdncipe
degli astrolügi e della geografia
de Giordano Ziletti,1564
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Ü
[)STREZE poliedros semi-regu]ares de
Arquimedes tais como apresentados
na Hamlonia do mundo. de Johannes
Keplert1571-1630]

Õ
estendido aos sólidos(figuras tridimensio-
nais) por analogia, tanto por Zenodoro
como por seus sucessores, gerando um
quarto: entre todas as figuras sólidas com
uma mesma superfície, aquela que possui
o maior volume é a esfera.

Fundamentar de maneira rigorosa a
propriedade maximal da eskm estava cer-
tamente fora do alcance dos antigos. De
toda maneira, eles compararam o volume

dos sólidos regulares entre si, e depois com
o volume da esfera(considerando sempre
figuras de mesma supeúcie). Pappus reu-
niu esses trabalhos na última parte do livro
V de sua Cobção. A questão, provavel-
mente, já havia sido abordada nos trata-
dos de Aristeu ou Zenodoro. A menos que

vejamos aí uma(outra) contribuição deAr-
quimedes. Seja como for, o resultado obti-

do para esses sólidos é o mesmo que para
as figuras planas. Entre as figuras ditas pla-
tónicas com uma mesma superHcie, a or-
dem crescente dos volumes é a mesma do

número de faces: tetraedro, cubo, octae-

dro, dodecaedro e icosaedro. A partir daí,

por extrapolação, conclui-se pela proprie-
dade maximal da esfera.

ceram para lustificar essa tese. Trata-se, es-

sencialmente, de argumentos de conve-
niência: o Cosmos seria esférico porque
essa é a forma que Ihe convém. Por exem-
plo: 'Ao Ser mais perfeito, o Cosmos, cor-
responde a figura mais peHeita, a esfera'
No preâmbulo do AZmagesto, obra que
reuniu e codificou o conhecimento astro-

nómico dos antigos, Cláudio Ptolomeu
(século ll d.C.) explicita os princípios cos-
mológicos que admite. Afirma então que
o Cosmos, considerado em seu todo, é es-

férico. Para justificar essa hipótese, ele ofe-
rece diversas explicações astronómicas
fundadas em observações e acrescenta cer-

tos argumentos de conveniência, entre os
quais o "isoperimétrico": como a esfera,
entre todos os sólidos com uma mesma

supeúcie, é aquele que contém o maior
volume, convém que seja essa a forma do
Cosmos, que contém todas as coisas.

Com o objetivo de comentar essa ob-
servação de Ptolomeu, seus exegetas, prin-
cipalmente Pappus e deão de Alexandtia,
copiaram porções importantes de trabalhos

a respeito das figuras que possuem um
mesmo perímetro ou uma mesma área.
Esse tema, por sua vez, contribuiu para a

manutenção do interesse pelos poliedros.
Os geâmetras antigos sentiam-se reconfor-
.fados com a idéia de que era necessário
privilegiar o estudo das figuras regulares
los sólidos platónicos e as principais figu-
ras de evolução: esfera, cone, cilindro etc.).

Eles se interessaram pouco pelos sólidos
em geral exceção feita à teoria das propor-
ções, como no limo V dos EZemmtos. Po-

rém, a generalidade era obtida pela abstra-
ção da noção de dimensão. (BV) M

Cosmos Permito
Uma razão em particular permitiu que co-
nhecêssemos esses trabalhos em tantos

detalhes. A partir do T:mm de Platão, e
mesmo antes, atúbuiu-se ao Cosmos uma

forma esférica. Alguns argumentos apare-

ütima proporção
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RETRATO DC #iPOU/Ufí)CS pi atado
em 1620 por Domenico Fetti



As numerosas anedotas sobre ete uatorizam o

cientista e inventor, mas pouco j-atam do geâmetra

Seus trabalhos nessa área, contudo, representam o

primeiro passo na direção do cálculo integral

E
e terminou com a derrota de Cartago e o domínio romano sobre
grande parte da Sicília. Do lado leste, porém, ao redor de Sira-

cusa, o rei Hierão, que havia se aliado aos romanos, aproveitou
as circunstâncias para fazer seu reino prosperar. Ele govemou
por 54 anos, até sua morte em 21 5, aos 92 anos.

l Mas os cartagineses desejavam uma revanche e, em 218.
Aníbal partiu da. Espinha e cruzou os Alpes com seu exército.
Começava a segunda guerra púnica, que terminaria em nova
derrota de Cartago e marcaria o início da expansão romana
para fora da península itálica. A Sicília, que ficava a meio ca-
minho entre os dois adversários, permaneceu fiel a sua aliança
com Romã até a morte de Hierão. Depois disso, a oposição fez
um pacto com os cartagineses. Em 2 1 4, o cônsul romano Mar-

celo atacou Siracusa, com a expectativa de liqüidar a questão
em poucos dias. Porém, teve de recuar devido às máquinas e
estratégias militares de Arquimedes. O cônsul sitiou a cida-
de, que tombou em 212; o geõmetra, já idoso, morreu du-
rante a pilhagem. Várias obras de arte foram transportadas a
Romã. Costuma-se dizer que aí começou a admiração roma-
na pela arte grega;

Essas circunstâncias dramáticas explicam a abundância de

testemunhos acerca da morte de Arquimedes, transmitidos por
dezenas de autores de todos os gêneros. Em pouco tempo, sua
vida e caráter tomaram-se tema de anedotas fantásticas ou edifi-

cantes. Assim surgiu a lenda de que seria tão distraído que es-
quecia até de comer ou tomar banho. Absorto em uma demons-

tração, não teria percebido nem mesmo a queda de Siracusa.

m 264 a.C« sob um pretexto fútil, os romanos in-

vadiram a Sicília e confrontaram os cartagineses, ins-
talados na parte oeste da ilha. A guerra que se se-
guiu -- a primeira púnica -- durou mais de 20 anos.

Para alguns episódios, dispomos de várias versões divergen-
tes: cada autor retém apenas aquilo que serve a seu propósito.
Por exemplo, para o historiador Políbio nascido uma década
apos os acontecimentos --, a narração do cerco de Siracusa serviu

para ressaltar o papel decisivo desempenhado por indivíduos ex-
cepcionais, ao passo que o escritor e filósofo platónico Plutarco de
Queronéia(46-1 20) interpretou-o como a oposição entre a alm,
(Arquimedes) e o co-po(os outros siracusanos). Já Cícero, ora-
dor e homem público, tentou isentar os romanos pela morte do
sábio, e nada falou sobre a captura de Siracusa.

Ele preferiu evocar dois globos celestes construídos por
Arquimedes (entre os quais um planetário móvel), e que des-
pertaram grande admiração. Mesmo assim, mencionou-os
apenas para observar que esses foram os únicos prêmios que
Marcelo aceitou tomar de Siracusa, com o objetivo de con-
sagra-los ao templo da Virtude. O próprio Cícero, que serviu
como questor (magistrado encarregado da gestão dos bens pú-
blicos) na Sicília, deu uma espécie de lição aos siracusanos:
para servir à glória de Arquimedes, reencontrou seu túmulo,
neglicenciado pelos compatriotas.

Engenheiroou Geõme&a?
Arquimedes exercitou seus incomparáveis talentos em ao me-
nos quatro especialidades matemáticas: geometria, astronomia,
mecânica e óptica. Contudo, se o siracusano avulta inconteste

na Antigüidade como o mais célebre dos sábios, é menos como

geâmetra que como "engenheiro". Poucos autores, uma dezena
no máximo, e quase todos matemáticos, referem-se a seus tra-
balhos teóricos, principalmente em geometria. Se ele merece,
aos olhos de quase todos, eterna admiração, é por causa das
máquinas cuja invenção eÀou fabricação costuma ser-lhe atribuí-
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ca "pura" e desvalorizar a técnica e os técnicos. Contudo, Plu
tarco não podia ignorar a história aadicional, espec:almente a
utilização das máquinas de guena que tanto haviam impressio-
nado seus antecessores. A maneira como ele explica a presen'

ça de numerosas máquinas de guerra em Siracusa merece aten

rão que Ihe pedia para vulgarizar sua ciência em beneHcio do

HllE ! :l =;õ=u.=u=
ou quis confundir, as soluções por meio de curvas geométricas
com instrumentais aproximadas. .

"Ao retomar o fio de sua narrativa, Plutarco informa que Ar-

quimedes, certa vez, escreveu ao rei, seu parente e amigo Na
anta, ele disse: 'U-me um lugar para me firmar e um.po-:to de

,paio para manha alavanca, que eu deslocarem a Tenra . Ele su-

punha que uma dada força poderia mover não imporá qual peso
r'.'maior que fosse. Era uma maneira, um tanto quanto hi.ar-
bólica. de contrariar a Física de Aristóteles, em particular a ar-

mação de que, a partir de certo limite, as forças mecânicas não
têm mais efeito. ..

Maravilhado, o Ki teria pedido a Arquimedes que fizesse uma
demonstração de seu princípio Plutarco aproveita p?ra emendar
ouça história famosa: a do levantamento do navio. Nessa versão,

um imenso nabo k)i colocado em terra com grande esk)rço de
uma numerosa mão.-de-obra. Depois, k)i canelado com homens

e mercadorias Aquimedes, porém, graças a um sistema com di
versas podias que multiplicava sua k)rça, sentado e com um gesto

aanqüilo de mão, teria conseguido sem esk)rço puxa:= nabo.
quedeslizousemsolavan . . . . . ..-.l;..-..À;--'"l"' '' " os até o lugar onde estava. Tacanho

êxito teria deixado Hierão boquiaberto, a ponto de pedir ao ami-

go para construir máquinas de guena.

Dois jamosoi rematados em geomana

va cerca de 60 páginas do tratado A esfera e o cilindro.

é
Z
X

ESPECIALANTIGúIDADE

72 SCIENTIFICAMERICAN BRASIL



l
l

CÁCERO DESCOBRE a tumba de Arqufmedes, pintura de Martin Knoller, de 1775

A narrativa não pode ser aceita sem algumas reservas. Para
todas essas anedotas, há versões divergentes e é impossível
saber qual detalhe corresponde ou não à realidade. Ateneu e
Proclo, por exemplo, contam de outro modo a história do
navio: Hierão teria mania de grandeza e mandou construir o
maior navio da Antiguidade, que ele desejava enviar ao rei
Ptolomeu, com uma carga de 2 mil toneladas. Todos os sira-
cusanos reunidos não conseguiram colocar o navio na água.
Mas com um mecanismo, Arquimedes teria permitido a
Hierão, sozinho, movê-lo até o porto. Na viagem inaugu-
ral, Hierão ofereceu seu navio a Ptolomeu: Alexandria era
o único porto capaz de abriga-lo.

Ateneu descreve o mecanismo como um "parafuso sem
fim", inventado por Arquimedes e movido por "poucas pes-
soas". Plutarco coloca Arquimedes como parente do rei, en-
quanto outros ressaltam süa condição modesta. Ele afirma
ainda que Arquimedes nada escreveu sobre suas máquinas e
invenções, mas aí também contradiz outras fontes, entre as
quais Vitrúvio e Pappus.. De qualquer modo, parece bastan-
te provável que Arquimedes tenha solicitado o patronato do
rei. do mesmo modo como mais tarde fariam os inventores
da Renascença. Esse fato não é nada compatível com o su-
posto desdém pelas técnicas.

O retrato esboçado por Plutarco está de acordo com sua po-
sição no debate que se desenvolveu, na época imperial(séculos
le 11), a respeito do status da mecânica: para ele, era uma degra-

dação da geometria. Ao ressaltar o desdém de Arquimedes pe-

las técnicas e a qualidade incomparável de seus escritos teóri-
cos, Plutarco alinha-o em seu campo-

É surpreendente que os modemos tenham aceito, com ta-
manha confiança, as afirmações do filósofo de Queronéia a res-

peito de um dos sábios mais completos de seu tempo, inventor
e geõmetra. Reconstituir sua biografia a partir dessas anedotas
é uma tarefa ilusória. Apenas uma coisa parece certa: tais his-
tórias devem ser entendidas como exercícios de "vulgarização'
científica dos trabalhos feitos em mecânica pelo siracusano.
Contar que Arquimedes pretendia erguer a Terra, ou que cons-
truía máquinas que permitiam o deslocamento de um navio
por uma só pessoa, serve para ilustrar a universalidade teórica
do princípio da alavanca ou a possibilidade de multiplicação
da força com o auxílio de engrenagens. A anedota da coroa de
ouro, com seu final singular em que Arquimedes interrompe
um banho e sai nu pela cidade, aos gritos de "Eureca" ("eu
achei"), relembra seus trabalhos em hidrostática, e a desco-
berta do famoso princípio que ainda hoje leva seu nome (zler
qtzadro na pág. ;Z5). A lenda tardia a respeito dos espelhos ar-
dentes, que Ihe teriam permitido incendiar a frota de Marcelo,
refere-se a suas pesquisas em óptica. Dositeu de Pelusa, cor-
respondente de Arquimedes, havia tentado construir tal espe-
lho, que, colocado sob o Sol refletisse os raios para um ponto
de convergência (ou seja, um espelho parabólico). Essa carac-
terística permitiria que ele fosse usado para queimar objetos
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distantes. A tradição, certa ou errada, não hesitou em atribuir
realizações do mesmo gênero ao siracusano, por conta de seu
gênio, sem se preocupar com a verossimilhança.

Arquimedes emAlexandria?
Plutarco não detém o monopólio das afirmaçõesconstestá-
veis ou parciais. Diodoro da Sicília, historiador do século l
a.C., menciona por duas vezes certa máquina composta por
umaespécie de hélice inserida em um cano cilíndrico, desti-
nada a bombear água. Segundo ele, elas eram usadas no Egito

para irrigar as partes do delta do Nilo que as inundações do
rio não alcançavam e em minas da Espinha, para esgotar a
água do subterrâneo. De acordo com Diodoro, sua força é
tamanha que seria possível retirar um rio inteiro das profun-
dezas da Terra até a superfície e que tal máquina teria sido
inventada por Arquimedes. Outros autores, como o cientista
Falo de Bizâncio, o arquiteto Vitrúvio, apaixonado pela his-
tória das técnicas, e o geógrafo Estrabão, também mencio-
naram ou descreveram esse aparelho, mas nenhum atribui
sua invenção a Arquimedes. Para Diodoro, tratava-se de as-
sociar dois elementos, o nome da máquina e o do siracusano.
Ele acrescenta, então, que a invenção de Arquimedes teria
ocorrido por ocasião de uma viagem ao Egito.

Esse é o único testemunho que existe a respeito da suposta
viagem. Contudo, os autores modemos, de maneira geral, aceita- SEGUN00 PLUTARCO, Arquimedes teria dito a Hierão, rei de Siracusa: 'Dê-me um pontojóe al

Método por examtão

Para compreender o método por exaustão,
consideremos a primeira proposição da Medida
do círculo, de Arquimedes Íverjyura ao lados.
Seja um círculo Q de centro K e mio AK, um
triângulo retângulo EFG tal que EF = AK e tal
que o lado EG seja igual à circunferência do
círculo. Desejamos mostrar que a área do
círculo éigualà dotriângulo EFG.

Suponhamos que o círculo seja maior que
EFG. e chamemos de D a diferença entre a área
de 0 e EFG. Seja ABCD um quadrado inscrito no
círculo. A diferença entre o círculo e o quadrado
é constituída por quatro segmentos de circula
iguais. Dividimos o arco AB em duas partes
iguais no ponto H, e tracemos os segmentos AH
e HB. Se fizermos o mesmo nos outros

segmentos de círculo, iremos obter um
octógonoinscrito.

Como o triângulo AHB é maior que a metade

do segmento de círculo AHB, a diferença entre o

círculo e o Qctógono, composta por oito pequenos

segmentos de círculo, é menor que a metade da
diferença entre o círculo e o quadrado. De acordo

com o princípio de continuidade [ Euc[ides, X-]].

se nós repetirmos a mesma operação de
dicotomia dos arcos, construiremos um polígono

regular r3 inscrito no círculo, tal que a diferença de
área entre o círculo e P será tão pequena quanto

se desejar. Suponhamos que nós a tomemos
menor do que a diferença D. Teríamos então Q -
EFG > 0 - R ou seja, EFG < P Dessa forma, a área
do polígono P estaria entre a área do triângulo
EFG e a do círculo. Pam simplificar. suponhamos

que o polígono P seja o nosso octógono. Ele se
decompõe em [oito] triângulos isósceles iguais.
de mesma altura e cujas bases, adicionadas,
constituem o perímetro do octógono. A sua área
é portanto igual à área de um triângulo retângula
em que um dos lados do ângulo reto é igual à
altura KL e o outro ao perímetro do octógono [a
área de um triângulo isósceles é o produto de sua
a[tum peça meia bases.

Finalmente: a altura KL é menor do que o
raio AK, e o perímetro do octógono [ou de
qualquer outro polígono inscritos é menor do
que a circunferência do círculo. Dessa maneira,

o triângulo retângulo igual em área ao nosso
octógono é menor do que EF6. pois cada um
dos lados do ângulo reto do primeiro é menor
que o lado correspondente do segundo. Assim,
o octógono é menor do que EFG. Pela sua
construção, porém, ele era maior. Chegamos
assim a uma contradição. De modo semelhante,
com auxHio de polígonos regulares circunscritos
ao círculo, podemos demonstrar que a hipótese
'o círculo é menor do que EFG" conduz a uma
contradição. Conclui-se daí que o círculo é igual
aotriângulo EFG.

Em termos modernos, o raciocínio é
diferente. A fórmula S = 1/2tPh) vale para todos
os polígonos inscritos em um círculo, em que S
designa superfície, P o perímetro e h a altura. Se
aumentarmos indefinidamente o número de

lados, o polígono se aproxima do círculo e, no
limite, seu perímetro coincidirá com a
circunferência do círculo, e sua altura com o
raio do círculo. Segue daí o resultado desejada.
0 método de Eudoxo Arquimedes não recorre a
essa passagem ao limite. Não se "exaure' o
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'Uma questão proposta pelo rei Hierão ocasionou as descobertas
hidrostáticas de Arquimedes. 0 monarca havia enviado a um ourives
certa quantidade de ouro para fazer uma coroa, mas o artesão, deso-
nesto, ficou com parte do ouro, após tê-lo substituído pelo mesmo peso
de prata. A fraude foi descoberta. Como o rei não desejava destruir uma
obra que era extremamente bela, solicitou que Arquímedes descobrisse
q quantidade de ouro subtraída. Ele meditou sobre o assunto e, segundo
se conta, a solução do problema apareceu-lhe em meio a um banho, e
ele saiu totalmente nu, aos gritos de Eureca! -- eu achei -- palavra que se
tornou célebre desde então.

Montucla. Hfstórfa das matemótfcas. 1758

Porimersão, Arquimedes conhecia o volume da coroa l igual ao volu-
me de água deslocados. Ele o comparou ao volume da quantidade de
ouro, e depois de prata, de mesmo peso. Por proporção, então, determi-
nou o tamanho da falcatrua.

ram-no e até o reforçaram: Arquimedes teria passado uma tem-
porada em Alexandüa para estudar. E possível mesmo especular
se teria ou não encontrado Euclides. Procurou-se uma confirma-

ção para a estada do siracusano no Egito em sua importante cor-

respondência científica com três pessoas, cuja passagem pela ca-
pital dos Lágidas é certa: Cono de Somos, Dositeu de Pelusa e
Eratóstenes de Cirene. Mas basta ler essas cartas para ver que

Arquimedes não conhecia nem Dositeu nem Eratóstenes antes
do início de suas relações epistolares. Ele se dirige aos dois por
ter ouvido falar de seu interesse por assuntos matemáticos, e de:o e apoio para minha alavanca e eu deslocarei a Terra'

círculo por meio de polígonos. Utiliza-se o
princípio de continuidade para construir um
polígono intermediário, o qual permite derivar
uma contradição de cada uma das sub-
hipóteses que se deseja descartar. 0 nome
:método por exaustão', portanto, é mal
escolhido, mas indica a proximidade que os
matemáticos do século XVll viram entre o

procedimento dos antigos e suas investigações
infinitesimais.

caso da esfera e do cilindro, ele o enuncia
assim: 'Entre as linhas desiguais, as
superfícies desiguais e as figuras sólidas
desiguais, o excedente pelo qual a maior supera
a menor, acrescido de si mesmo, é capaz de
ultrapassar qualquer grandeza dada, entre
aquelas que com elas sejam comparáveis".

Nós ignoramos como Eudoxo formulou seu
lema; nas provas por exaustão do livro Xll dos
Elementos, Euclídes usa o seguinte resultado:
;Dadas duas grandezas desiguais, se da maior
é subtraída uma grandeza maior que sua
metade, e depois, do resto, uma grandeza maior
que sua metade, e se isso for sempre
continuado, uma certa grandeza restará, que
será menor do que a menor das grandezas
iniciais". Tal resultado havia sido estabelecido

na proposição X-l, a partir da definição V-4:
'Diz-se que duas grandezas estão em relação
quando são capazes, sendo multiplicadas, de
ultrapassar uma a outra'.

Em termos modernos, esses três

enunciados afirmam que grandezas
geométricas de um mesmo tipo [linhas.
superfícies, vo]umes] obedecem ao 'axioma de
Arquimedes': Quaisquer que sejam os
elementos x e y desses conjuntos, existe um
número inteiro n tal que nx é maior do que y.
l Esse axioma é essencial para a obtenção dos
resultados intermediários na

demonstração acima. Para o método por
exaustão, ele se torna essencial por
garantir que a aproximação se torna tão
pequena quanto desqado.]

Axioma de Arquimedes
Pam obter um tipo de desigualdade

Arquimedes utiliza um lema comparável,
segundo ele mesmo afirma, a um de Eudoxo. No
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