
O romance das

f

Nos pri;medos anos do sécub ll a.C., o geâm@a eügM

uma impotente obra ataca dm cónicas. Sm oUetizo
aa apraenú-las (h mera mk gad possíwi

a carta-dedicatória que
acompanha seu comentá-
rio às Cõtzicai de Apolâ-
nio, Eutócio explica a seu

correspondente Antêmio de Tules:
:Meu querido amigo Antêmio, o geâ-

metra Apolõnio, natural de Perga, na
Panfília, viveu no tempo de Ptolomeu
Evergeta, conforme escreve Heracléio,
o biógrafo de Arquimedes'

Quem é Heracléio e por que ele apro-
ximou os nomes de Apo16nió e Arquime-
des? Essa associação não é benévola. An-

têmio foi o arquiteto co-responsável, com

lsidoro deMileto, pela construção da ca-
tedral de Santa Sofra, em Constantino-

pla, em 532. Eutócio dirige-se a ele
como a um amigo e discípulo mais jo-
vem, e nós podemos situar a data da carta

na passagem do século V para o VI. A
identificação de Heracléio é um pouco
mais problemática: Eutócio apresenta-

N o como autor de uma biografia de Ar-
quimedes, mas em uma de suas obras
anteriores -- seu comentário à À4edícü

do círculo, de Arquimedes -- o mesmo
Eutócio mencionou como autor da bio-

grafia um tal de Heráclido.
A situação é inquietante. E imprová-

vel que tenham existido dois biógrafos de
Arquimedes com nomes tão parecidos. O
siracusano ê o Único matemático grego
não-filósofo ao qual havia sido consagra-
da uma biografia; não resta muita dúvi-
da, portanto, de que Eutócio cita um
mesmo autor. Os especialistas tendem a
favor de Heráclido, pois o próprio Ar-
quimedes cita, em carta-prefácio ao tra-
tado Dai espiral enviada a Dositeu, que
havia recebido algumas demonstrações
de Heráclido. Ele seria contemporâneo
do siracusano, talvez conhecido pes-
soal. Pode-se imagina-lo bem informa-
doedigno defé.

Eutócio fez então uma terrível acusa-

ção: "Ele(Heracléio) diz ter sido A.qui-
medes quem, em primeiro lugar, conce-
beu as proposições acerca das Cónicas,
mas que Apolânio, que não desejava sua

publicação por Arquimedes, apropriou-
se delas, o que, segundo minha opinião,
não é verdade". Eis aí onde nosso histo-

riador queria chegar, em uma acusação
de plágio, uma disputa da paternidade
sobre os resultados acerca das cónicas.

Heracléio teria iniciado um incêndio que
Eutócio se esforçada para alastrar.

Em outra referência tirada de Herá-

clido, Eutócio afirmava que o objetivo
de Arquimedes, em A medi(ü do círcu-
!o, era fornecer uma aproximação "útil
para as necessidades da vida cotidiana'
para o número T (a razão 22/7). Mais à
frente, Eutócio conta que Apolõnio ha-
via proposto uma aproximação mais pre-
cisa que a de Arquimedes, mas que seu
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Aristeu, Euclides, Cona, Dositeu, Arqui-
medes. Eratóstenes, Nicomedes, Dioclo

, precisava se destacar e ressaltar o inte-
resse de seu trabalho.

Arquimedes não foi mencionado ne-
nhuma vez nos dois tratados de Apolâ-

nio que se conservaram. No entanto, as
obras abordam diversos temas estuda-

dos pelo siracusano. Além da aproxima-
ção do número v, Apolânio concebeu
um sistema de notação para grandes
números melhor do que o complexo mé-

todo proposto por Arquimedes em seu
ArenáHo. Os matemáticos posteriores
preferiram o sistema de Apolânio. Da
mesma maneira, seu tratado acerca das

inclinações, que pertence à coleção "do
Lugar analisado" (oer pág. 82), estabe-
lece que algumas figuras, antes resolvi-
das por neusis, eram resolúveis "por ré-
gua e compasso". Para outras, mais
complexas, Apolõnio propunha soluções
altemativas, por meio de seções cónicas.
Esses avanços esclarecerem a natureza de

vários problemas e reduziram o interesse
pelas pesquisas de Nicomedes acerca das
concóides. Apolõnio desenvolvia, assim,
uma linha de trabalho que tomava obso-

leta a de seus predecessores.
Que dizer a respeito do plágio? Para

isentar Apolõnio da acusação, Eutócio
dá a palavra a três testemunhas: Arqui-
medes, o próprio Apolõnio e o historia-
dor Gêminus de Rodes. O primeiro não
se refere, em diversas ocasiões, aos Ele-

mentos de cõnicw, para utilizar, sem de-
monstração, diferentes propriedades
dessas curvas? O próprio Apolõnio não
reconhece que os quatro primeiros livros
das Cónicas são uma exposição melho-
rada daquilo que outros lá haviam pro-
posto? E ele não os designa como livros
de Elementos?

Se Eutócio tem razão a respeito das

intenções de Apolõnio, as afirmações
sobre Arquimedes são mais incertas,
pois o siracusano remete o leitor, tal-
vez, a um de seus próprios escritos.
Nada nos obriga a crer que ele se refere
a um autor anterior.

Z

RUÍNAS DA. C DATE de Pérgamo, que tinha uma biblioteca rival da de Alexandria, com
Apolânio viajou até lá para encontrar o geõmetra Eudemo, a quem dedicou sua obra

100 mil rolos.

objetivo não era satisfazer as necessida-
des da vida cotidiana. Essa dupla men-
ção às "necessidades" aparece como uma
cláusula defensiva, para Justificar o va-

lor arquimediano.
Esses dois exemplos mostram que

Heráclido não tinha grande simpatia pelo
autor das Cõt2icas. Ele mesmo sublinhou

o espírito de emulação, e até de rivalida-

de, que existia entre Apolõnio e os mate-
máticos contemporâneos ou anteriores,

entre os quais Arquimedes.
No prefácio aos diferentes livros das

Cónica, Apolânio insiste na novidade e
interesse de seus resultados, bem como
na extensão e clareza de sua exposição.

Ele afirma que sua obra é bem melhor
que a de seus predecessores. De passa'
gem, ainda critica Euclides. No prefá-
cio do livro IV Apolânio atesta uma
disputa acirrada entre Cono de Samos
-- correspondente e amigo de Arquime-

des -- e um certo Nicoteles de Cirene.
Em sua imparcialidade intransigente, ele

acaba depreciando os dois: gratidão em
relação a seus predecessores não é o sen-

timento que Apolânio costuma exprimir
com prontidão.

Além de traços de personalidade, a

pressão" exercida sobre os geõmetras na
virada do século 111 para o século ll a.C.

explicaria esse estado de espírito. As ins-
tituições acadêmicas alexandrinos favo-
reciam a pesquisa e a competição, mas
não facilitavam as relações humanas. O
satirista Timon de Flionte assim descre-

veu os literatos e filólogos do museu: "Na

populosa terra do Egito prosperam uns
rabiscadores de livros que passam o tem-

po todo a dar bicadas uns nos outros na
gaiola das musas

Nesta selva de sábios, Apolõnio, que
realizava suas investigações depois de
duas gerações de notáveis geõmetras --
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Colação do Lugar analisado

0 livro Vll da Coleçào matemótka, de f'appus de Alexandria, é um guia
destinado a facilitar a leitura de outra colação de textos. dita 'do Lugar

analisado", composta por !2 tratados de quatro autores: Euclides,
Apolõnio, Aristeu e Eratóstenes [os escritos de Apo]õnio
quase metade da coleçào, 14 de 33}

Tenta-se de uma coleção reunida em tomo da resolução de problemas

de lugares geométricos, pelavia da análise:prol
que supõe resolvido o problema proposto, explora suas propriedades e

deduziuconseqilências e busca, depois, pela inversão das
solução a partir daquilo que era conhecido. Esse método, obsewa Pappus,
dirige-se àqueles que dominam os Elementos. A primeira metade da coleção

tenta de problemas planos; a segunda, de sólidos.
ReconstituirostratadosMenos de um terço da coleçào se

perdidos era um dos passatempos favoritos dos geõmetras dos séculos

XVI a XIX. Eles se interessaram particularmente pelo livro Vlll das
Cónicas de Apolànio, pelos Purismos de Euclídes e pelo tratado dos
Contados deApolõnio.

F'appus explica como é passível agmpar os problemas nesse último
tratador de construção são interpretados como sendo de
lugar geométricos: "Dados tte três elementos quaisquer.
entre pontos, retas e cínulos cam ceras posições, descrever um círculo
que passe por todos os pontos ou tangencie cada uma das linhas dadas'
0 leltar pode verificar que essa descrição engloba vários problemas: três
pontos, três netas, três círculos, dois pontos e uma neta,

0 caso mais fácil é a construçàa do círculo que passa por três
pontos dados; o mais difícil é a construção de um circula que
=angencia três círculos dados, frequentemente chamado de
"problema de Apolõnio

.Ekmelltos lle (Dnicm
Eutócio se impressionou também pe-
los comentários de Pappus(séc. IV):
Apolânio nos deixou oito livros acer-

ca das cónicas; para isso, ele comple-
tou os quatro livros de Cónicas de
Euclides e lhes acrescentou outros

quatro. Aristeu, autor de cinco livros
sobre Os Ztzgarei sólidos, escritos de-
pois das Cõnimf e ainda hoje dispo-
níveis, chamou contudo, assim como

os predecessores de Apolânio, uma
das seções cónicas de 'seção de cone
acutângula', outra de(-.) 'retângula'
e a outra ainda de(.-) 'obtusângula'

Esse texto é precioso pela referên-
cia que faz de Aiisteu(fim do século
IV a.C.?) e da designação das seções
cónicas por ele utilizada, diferente da

usada por Apolõnio(elipse, parábola e
hipérhle), que ainda hoje aprendemos.

Eutócio, que .nesse ponto seguiu
Pappus, considerava que os EZemmtoi

(b cõníaaf, aos quais Arquimedes se a-
feriu, eram uma obra de Euclides, au-

tor por excelência dos Ekmmtos para to-
dos os sábios da Antiguidade tardia. Se Eu-

clides trabalhou e escreveu a respeito das
seções cónicas -- o próprio Apolõnio o re-

conheceu --, é menos provável que tenha
redigido quatro livros de elementos sobre
essa teoria, como afirma Pappus.

de Apolânio e dos Ltzgarei sólidos de
Aristeu --, a obra não se limitava aos

problemas planos (uer quadro na pág.
a3,1. Os trabalhos que Euclides dedi-
cou às seções cónicas encontravam-
se, provavelmente, nesse escrito.
Como a maior parte das obras da co-
leção, a exposição de Euclides trata-

va, com toda verossimilhança, de pro-

blemas de figuras específicas. Nada
nos permite afirmar que ela se dedi-
cava exclusivamente às seções cóni-

cas(as mesmas observações podem
ser feitas a respeito dos LaÉarei sóli-
dos, de Alisteu). Cabe constatar, fi-

nalmente, que Proclo, entre as nume-
rosas obras que atribui a Euclides, não
inclui os EZemmtoi (Ze cõnímç.

Quanto às referências arquimedia-
nas a tais "elementos", quase todas re-
metem aos resultados que figuram nos
limos la IV das (.Bnims de .Apolânio,
livros que o próprio autor nomeia como

Ekmmtos. Tais referências, portanto,
provavelmente não são autênticas e fo-

ram acrescentadas mais tarde aos escritos

de Arquimedes para faciHtar o trabalho do
leitor. Se essa explicação é válida, os acrés-
cimos realizaram-se depois da redução das

(16nims, porApolânio, mas antes da época
em que Eutócioos leu. Mesmo nesse caso,
há uma lacuna de 700 anos.

DECAI..HE oo FROlfnSPlao da edição daÉ üõnhas de Edmund
Halley [j?lO]. 13e acatdo camUitnavio, o fi]ósofo Aiisüpo. discí-
pulo de Sóaates. após enmltní na ilha de Bodes e peíteber
IÜutas geümétíicas traçadas na aíüa, teconlülou seus com-
panhdio= ''Nada ptedsamu tema, Ifejo laços lwm9nts! Onde
há geonietlia, o hadem não está longe'

A coleção "do Lugar analisado"(reu-
nida pelos geâmetras da Antigüidade
tardia) menciona um escrito de Eucli-
des intitulado Ltzgarei de iapedície, em

dois livros. Pela posição em que apare-
ce na coleção vem depois das Cónicas
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Da análise à síntese

A análise de um problema consistia em
supor o problema resolvido e explorar as
consequências dessa suposição. Vejamos
como Menecmo aplicou esse método para
resolver o problema da inserção de duas
retas proporcionais, B e C, entre duas retas
dadas, A e E. Queremos encontrar B e C tais
quem/B= B/C=C/E.

DeA/B = B/C,deduz-se que B:=ACti)
lo quadrado descrito sobre B é igual aa
retângulo delimitado para e C, sendo A um
segmento dador

De A/B = C/E, deduz-se que BC = AE liil
lo retângulo delimitado par B e C é igual ao
delimitado por A e E, segmentos dados; a
área do último retângulo, portanto, é dadas.

Tomemos um ponto D e, sobre uma rega
DG que sai de D, marquemos o segmento DF

r em F aigual a C. Tracemos a
DG, sobre a qual traçámos FH igual a B. A
relação [il significa que o ponto H pertence a
uma parábola [y: = Ax} de vértice D. definida
pelo parâmetro dado A; e (ii} quem
ponto H pertence a uma hipérbole eqüilátera
jxy = AEI cam assíntotas DF e DK, em que DK
é a paralela a FH que passa porD.

Em resumo, ao supor o problema
resolvido, o ponto H é a intersecção de
duas curvas, uma parábola e uma
hipérbole, e as duas médias procuradas, B
e C, são os segmentos HF e FD [= HK}
Descrevemos, assim, aquilo que os antigos
chamavam de análise

Para resolver o problema, é necessário
saber construir uma parábola e uma
hipérbole, das quais certas características
são dadas. Para a parábola, conhece se o
vértice D e o fator A; para a hipérbole, as
duas assíntotas DF e DK e a área delimitada

por cada um de seus pontos com as resmas
DG e DK, sempre igual à área do retângulo
delimitado por Â e E. 0 ponto de intersecção
H entre as duas curvas irá determinar a

solução do problema, ou seja, HF e FD. Tal é
a síntese proposta por Menecmo.

i

!

.1

i

l

A BIBLIOTECA DE ALEXANDRIA, em gravura do livro Die We/sen und Ge/ehrten des 4/teNhums, de Hermann
Gõl1, 1879. Apolânio foi educado em Alexandria, onde também lecionou antes de ir para Pérgamo

Em resumo, a acusação de Herácli-

do, tal como mencionada por Eutócio,
permanece enigmática, a menos que o co-

mentador não as tenha compreendido
adequadamente e ela diga respeito a um
conjunto determinado de proposições
acerca das cónicas, que Arquimedes te-
ria estabelecido antes de Apolõnio. Con-
tudo, Eutócio devia saber que essas cur-
vas haviam sido estudadas antes dos dois

autores, especialmente por Aristeu e Eu-
clides. Em seu comentário à proposição
11- 1 deÁ eVera e o cilindro, de Arquime-
des. ele fornece dois outros testemunhos

sobre a história das seções cónicas.

que mostra como realizar a inserção com
auxílio de uma parábola e uma hipérbo-
le. Menecmo e seu irmão Dinostrato eram

discípulos de Eudoxo de Cnido, contem-
porâneos de Alexandre, o Grande. As
primeiras pesquisas sobre essas curvas,
portanto, remontam à metade do século
IV a.C. Na passagem de Eutócio, a de-
nominação de "cónicas" já é a mesma uti-

lizada por Apolõnio, de onde se conclui
que nosso comentador, embora tenha
conservado o método original moderni-
zou aexpressao.

A solução é teórica. Ela pressupõe que
se saiba caracterizar as curvas cónicas

como lugares definidos por igualdades de

áreas 6a condições (i,l-(íi) no qzzadro ao
lado). A hipérbole eqüilátera, por exem-

plo, é o lugar dos pontos H tais que o pro-
duto de sua distância a duas retas perpen-
diculares, DF e DK, é dado. A síntese

exige, por outro lado, que se possua um
meio efetivo de construir as curvas. Para

quem dispõe do tratado de Apolõnio, as

Invenção de Menecmo?
Esse comentário de Eutócio contém uma

antologia de soluções para o problema da
inserção de duas médias proporcionais
entre duas Tetas dadas. Uma das duas re-

ferências que Eutócio comece sobre a his-
tória das seções cónicas é a solução atribuí-

da ao geõmetra Menecmo de Proconese,
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construções são bem conhecidas, mas
que sabia Menecmo a esse respeito?
Será que ele sabia que as condições (i)
e (ii) caracterizam duas seções do cone?
Teriam essas construções sido descober-

tas durante as pesquisas sobre o proble-
ma das duas médias proporcionais,
como acreditam alguns historiadores?

Ou será que lá estavam disponíveis para
Menecmo? Se estavam, então as curvas
cónicas teriam sido introduzidas em geo-

metria com outro tipo de problema,
como óptica ou gnomõnica. Sobre isso,
Eutócio nada diz.

Graças ao comentador, há outra in-
formação sobre o trabalho de Menecmo.

Ele reproduz o epigrama de Eratóstenes
na dedicatória de seu A4esoZábio. Para va-

lorizar a eficácia de sua solução para o pro-

blema das médias proporcionais(e criticar
as soluções anteriores), convida o leitor a
'desistir dos laboriosos métodos de Ar-

quitas, com seus cilindros, ou de seccio-
nar o cone segundo as tríades de Menec-
mo. ou de descrever as formas curvas da
maneira como fez o divino Eudoxo". O
famoso bibliotecário confirma que a des-
coberta foi de Menecmo. Eratóstenes

sabe que as curvas procuradas podem ser

geradas pela seção do cone, e atribui esse
conhecimento a Menecmo. Haveria aí

uma licença poética anacrónica?

A expressão "tríades de Menecmo" é
bastante enigmática(ela aparece também
em Proclo). Alguns estudiosos pensam
que se trata de três curvas específicas
(duas parábolas e uma hipérbole) associa-
das ao método de resolução de Menec-

mo, enquanto outros acreditam tratar-se
das três espécies de cânjcas: elipse, pará-

bolaehipérbole.

RETRATO DE HIPACIA de Alexandria, filha de Theon. pintado por Onório Marinari, em 1700. Seus comentários

sobre as seções cónicas contribuíram para a preservação da obra de Apolânio

Construção deAristeu
Não sabemos como Menecmo construía
suas curvas, mas temos as considerações
de Gêminus de Rodes e as observações

de Pappus, ambas citadas por Eutócio.
O objetivo desses autores é opor duas
maneiras de conceber as cónicas como se-

ções de um cone, a antiga(de Aristeu) e a
nova (de Apolõnio). Gêminus .observa
que, segundo os antigos, o cone é a figu-
ra gerada pela revolução da hipotenusa

de um triângulo retângulo em torno de
um dos lados do ângulo reto. Todos os
cones definidos dessa maneira são ditos

'retos" -- seu eixo é perpendicular ao pla-
no da base. Essa construção corresponde

às definições do livro XI dos Elementos
de Euclides, onde aparecem três tipos de

cone: "retângulo", "acutângulo" e "obtu-
sângulo"(oer/igura amai)co,l.

Aristeu definia as cónicas como cur-

vas geradas pela seção de cada um dessem

alConeretânguloÍo ângulo DAC é
reto}. b) Cone obtusângulo Ío ângulo
DAC é obtuso). c] Cone acutângulo [o
ângulo DAC é agudo).Aintersecção
desses três cones com um plano
perpendicular a uma geratriz permite
distinguir os três tipos de cónicas
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Os symptomata da.ç cónicas

Aristeu definiu as seções cónicas a partir da intersecção do cone retângulo, obtusângulo e
acutângulo com um plano. Dessa definição, ele extraiu caracterizações simples e elegantes
jsymptomata] para as curvas.

No coneretângulo
Seja um cone retângulo AQR. Por um ponto E da geratriz AO, façamos passar um plano

perpendicular a AQ. A intersecção desse plano com o cone é uma seção de cone retângulo. Seja
EP a intersecção desse plano com um plano meridiano do cone, AOR. Seja K um ponto de EP

Consideremos dois planos, paralelos à base do cone, que passam por K e E; suas
intersecções com o cone são, respectivamente, os círculos de diâmetros DC e EG. Por K, traça-se
a perpendicular a DC no plano perpendicular a AO. Essa reta corta o círculo de diâmetro DC em L.
0 ponto L portanto, está na superfície do cone e no plano pe ira AO que passa pare.
Assim, L é um ponto da seção de cone retângulo.

Mostremos que KL: = DK.KC. Os triângulos CKL e LKD são retângulos e semelhantes
portanto KL/KC = DK/KL

Como KC = EG, pois EGCK é um paralelograma por então KL: = DK.EG = 2DK.EH. em

que H está na metade de EG. Além disso, como os triângulos AEG, AEH e DEK são todos
semelhantes, temos; DK/KE = AE/EH, ou seja, DK.EH = AE.EK. Assim, KL: = 2AE.EK. Em terminologia
antiga, o quadrado descrito sobre a reta KL ja ordenadas, aplicado sob a forma de retângulo sobre
uma neta igual a 2AE, produz a reta EK como largura. Em notação moderna, coloca-se y = KL x = EK
e p : AE. A equação y = 2px traduz o fato de que L pertence à seção cónica.

Nosconesabtusânguloea
Suponhamos o cone AOR obtusângulo. Os pontos E, F3 K, D, C, G e L são construídos como

antes. L é um ponto da seção de cone obtusângulo obtida pela intersecção do cone com o plano
ar a AQ.

Seja M a intersecção das retas EP e AR, e B a intersecção do eixo do cone com EP As
perpendiculares a EG em G e a DC em C cortam EP em H e F

No círculo de diâmetro DC, temos KL: =DK.KC.

Além disso, os triângulos retângulos EKD e CKF são eqtliângulos, portanto semelhantes.
Daí, EK/KD = CK/KF, ou seja, EK.KF = DK.KC. Assim, KL: = EK.KF

Os triângulos KCF e EGH sãa semelhantes, portanto FK/HE = CK/GE. Além disso, de acordo
com o teorema de rales, CK/GE = MK/ME. Assim. FK/MK = HE/ME.

Multiplicando o membro da esquerda por EK/EK, obtemos: ] EK.FK]/[EK.MK) = HE/ME, com
HE = 2EB [de acordo com o teorema de Ta]es ap]icado ao triângulo AGH}. Como KL: =EK.KF] temos
então KL:/EK.MK = 2EB/M E.

Os comprimentos BE e EM dependem da posição do plano secante. A razão 2EB/ME,
portanto, é dada. Em terminologia antiga, a razão entre o quadrado descrito sobre a ordenada KL
e o retângulo delimitado pelas retas EK e MK, cortadas pela ordenada sobre o eixo da curva, é
uma razão fixa. Em notação moderna, coloca-se y = KL. x: = EK, x: = MK, EM = a e EB = p
[distâncta entre o vértice da curva e o eixo do cones. 0 fato de que o ponto L pertence à seção

cónica é traduzido pela equação y:/x:x: = 2p/a.
fato notável, o symptoma da seção de cone acutângulo é exatamente igual, mas agora c om

o ponto M do mesmo lado que R em relação a A.

cones por um plano posicionado perpen-
dicularmente a uma geratriz, por exem-
plo AD na figura. Seja então EF a inter-
secção desse plano perpendicular com o
plano ADC.

Podemos ver que: 1) no cone retân-
gulo, EF é paralela a AC; 2) no cone ob-
tusângulo, EF afasta-se de AC(mas, se
fosse pro[ongado do outro ]ado de A]),
cortaria a rega CA); 3) no cone acutângu-
lo, EF corta AC(ou seu Prolongamen-
to). Nos dois primeiros casos, as seções
são infinitas; no terceiro, porém, obtém-
se uma espécie de oval.

Alisteu privilegiava um único modo de

seccionar o cone por meio de planos, colo-
cados perpendicularmente a uma geratriz.
Por isso, nomeava as três curvas obtidas de

'seção do cone" acutângulo, do retângulo

e do obtusângulo. Esses nomes ainda apa-
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0 estudo de Apo'lõnio

Apolõnio caracteriza as três seções cónicas por "aplicação de uma
área sobre uma reta dada". Para ele, uma seção cónica é a intersecção
de um cone, cam vértice em A e base no círculo de diâmetro BC, com um

plano que corta a reta AB em F e a base do cone em uma reta DE
perpendicular a BC. Seja G o meio de ED. H é um ponto qualquer da
cónica, e a rega paralela a ED que passa por H corta FG e a cónica

ente, em L e K. Apolânio introduz então um segmento FM

perpendicular ao plano da cónica, que ele chama de parâmetro da
seção, e cujo comprimento verifica certas condições ad hoc.

FP/FM = ÂR:/[BR.RC]. Seja a paralela a FM que passa por L, no mesmo
plano, e 0 a intersecção dessa reta com PM. Completa-se o retângula
FNOL e traça-se MO, paralela a FL.

3} a elipse: seja o ponto R de BC tal que AR fique paralela a FG. FM é
:a] que FG/FM = AR:/( BR.RC]. Completa-se o retângulo definido por Fi L e
M com o ponto N. Seja P a intersecção de FG e AC. Q é a intersecção de
PM e LN, e 0 é tal que F00L forma um retângulo.

que,pautado ponto H,oquadradoPara 2 e 3,Apolânio
sobre a ordenada HL é igual, respectivamente, aos retângulos FNC)L e F00L
ambos com largura FL [que chamamos de abscissa, porção do diâmetro

pela ordenadas. Em terminologia antiga, FNOL é aplicada sobre
a reta FM cam a figura M00N "em excesso", a qual é semelhante ao
retângulo de[imitado por PF e FM cesse retângu]o é dador, enquanto F00L é
aplicada sobre a reta FM com a figura M00N "em falta", a qual é semelhante
ao retângulo delimitado por FP e FM Itambém ele dador

1] a parábola: Q segmento FM é ta] que FM/FA = BC:/[BÂ.AC]. Apalânio
mostra que, para todo ponto H, HL: = FM.FL Esse resultado lembra o
symptoma de Aristeu, mas o valor do parâmetro FM é mais complicado

ZI a hipérbole: seja Po ponto de intersecção de FG com AC, e seja
R o ponto de BC tal que AR fique paralela a FG. FM é tal que

P
A

C

tecem nos escritos de Arquimedes, e o ter-
mo "seção do cone retângulo" é usado por
Dioclo, na mesma época, em seu tratado
dos EkpeZlzos ar(bnM. Nossos autores de-
duzem imprudentemente que Aiisteu não
sabia da possibilidade de obter os três tipos

de seção a partir de um mesmo cone, pela

variação do ângulo AER e afirmam que a
descoberta é de Apolânio.

Essa versão, porém, tcm poucas chan-
ces de ser verdadeira. Euclides, em seus

lihõmmos, observava que "a seção de um

cone ou de um cilindro por um plano não

paralelo à base é uma seção de cone acu-
tângulo, semelhante a um escudo". Encon-
tra-se observação semelhante em Arqui-

medes, que às vezes considera a mesma
seção de cone acutângulo como gerada
tanto por um cone feto como por um oblí-
quo. Portanto vários tipos de seção para
gerar o mesmo tipo de curva foram cria-

dos antes de Apolõnio. A razão por que
Aristeu impôs tal limitação às suas defi-
nições deve-se ao objetivo que perseguia:

esse procedimento permitia-lhe obter
uma caracterização simples e elegante
para cada um dos três tipos de cónica,
aquilo que os antigos chamavam de
Wmptoma de uma curva e que os moder-
nos associam a sua equação

prolongada dos dois lados, e se, en-
quanto o ponto permanece fixo, a rota
é deslocada ao longo da circunferência
até retornar à posição de onde havia
começado a se mover, eu chamo de su-
perfície cónica aquela que, descrita pela
reta, é composta de duas superfícies
opostas pelo vértice.

Em primeiro lugar, a super6cie cóni-
ca possui duas "porções", opostas pelo
vértice; em segundo lugar, ao Corta-la no
vértice para gerar aquilo que Apolânio
chama de cone, este poderá ser feto ou
oblíquo. As definições 4 a 8 deixam ain-
da mais desnorteado o leitor pouco fami-
liarizado com as seções cónicas. Para toda

curva plana, Apolânio chama de "diâme-
tro" uma reta que, posicionada nõ inte-
rior dessa curva, corte em duas partes
iguais todos os segmentos de rega de uma
certa família, paralelos entre si. Esses seg-

Abordagem Diferente
Basta abrir o primeiro livro das Cónicas
de Apolânio para compreender que a
perspectiva adotada por ele não é a mes-
ma e que ele busca atingir um alto grau
de generalidade. Logo na primeira defi-
nição, descreve a superfície cónica, não
o cone, da seguinte maneira: "Se, a par-
tir de um certo ponto, estende-se a uma
circunferência de círculo, não situada no

mesmo plano que esse ponto, uma reta
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mentos são depois chamados de "feras
posicionadas de maneira ordenada'

Ele introduz noções semelhantes para
duas curvas coplanares: de um lado, a rega
que, ao cortar as duas curvas, é diâmetro

das duas no sentido precedente(diâme-
tro "transverso"); do outro, a rega que, si-
tuada entre as duas curvas, corta em duas

partes iguais todos os segmentos intercep-
tados entre as duas curvas e paralelos a
uma outra rega dada (diâmetro "reto").

Existem tais objetos? Por que considerar
duascurvascoplanares?

Observemos, de início, que sua defi-
nição de supeúcie câ-
nicapermiteaApolânio
considerar não somen-

te três, mas quatro se-

ções cónicas: parábola,
elipse, hipérbole e cur-
va, que ele denomina
seções opostas", ou

seja, os dois ramos
opostos de uma hipér-
bole. Até onde sabe-

mos, ele é o primeiro a
fazê-lo. Eis aí a justifi-
cação das duas curvas
coplanares. Elas são
geradas pela seção de
um mesmo cone, reto

ou oblíquo.
Esse método per-

mite também gerar a

circunferência, que
poderia ser considera-
da uma quinta espécie
de cénica. Apolânio prefere trata-la se-
paradamente. Diversas proposições de
seu tratado são dedicadas a estender.
para as outras seções cónicas, alguns re-
sultados estabelecidos nos Elementos a

respeito da circunferência. As cónicas
aparecem como generalizações da cir-
cunferência. Pode-se imaginar que esse
modo de gerar as cónicas iria introduzir
complicações técnicas em seu estudo, se

comparado à abordagem de Aristeu. A
generalidade desejada por Apolânio
tem seu preço.

Quanto à misteriosa noção de "diâ-
metro" de uma curva qualquer, sua per-
tinência se justifica a partir da proposição
7. A situação é a seguinte (uer qtíadr0 7za

pág. 8O: corta-se um cone qualquer, de
vértice A e -com base em um círculo de

diâmetro BC, por dois planos: um que
contém o eixo do cone, como ABC. e
outro que corta a geratriz AB em F e a
base do cone segundo uma Teta DE, per-
pendicular à rega BC. O primeiro plano
determina um triângulo ABC ("axial"),
e o segundo, uma seção cónica. Seja FG

a intersecção do segundo plano com o

de um cone oblíquo(somente se o triân-
. guio 'axial escolhido for perpendicular à
base do cone). Em todos os. três casos,

segundo Apolânio, a reta FG é um diâ-
metro da seção cónica para as ordenadas
dispostas paralelamente a DE. Quando
eja é perpendicular à direção das ordena-
das, Apolânio chama-a de "eixo" da se-
çao comca.

Em outra mostra de virtuosismo, Apo-
lânio caracteriza as três seções por meio de
uma operação denominada "aplicação de
uma área sobre uma teta dada". Usada já
por Euclides, existem três variantes dessa

operação: a aplicação
simples, a por excesso e

apor falta de uma figura
(geralmente um retân-
gulo) semelhante a uma
figura dada. f'oi a partir
desses nomes, usuais em

grego, de aplicação sim-
ples (paraboZé em gre-
go), porexcesso (;zppa'-
Z)ob) e por falta (éZZÉ@-

ú), que Apolânio deri-
vou sua nomenclatura

para as cónicas. Trata-
mos aqui das primeiras
proposições do livro l. O
leitor pode imaginar a
tecnicidade da obrapela
informação, fornecida
por Pappus,de queas
Cónicas contêm 487
teoremas. O livro Vlll

foiperdido mas éprová-
vel que tivesse mais de uma centena.

No entanto, Apolõnio não pretendia
reunir todos os conhecimentos da época
sobre o assunto. Seu objetivo foi forne-
cer uma exposição(sintética) das proprie-
dades das cónicas que pudessem ser uti-
lizadas para a resolução de problemas
geométricos, tais como os problemas de
lugar, e para a determinação das condi-
ções de sua resolubilidade. Seus sucesso-
res reconheceram essa intenção, e incluí-

ram corretamente seu tratado na coleção
'do Lugar analisado". (BV) M
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MANUSCRITO ÁRABE das Cónicas. Devemos a preservação de sete de seus oito livros aos três filhos
do astrónomo Musa ibn Shakir -- alcunhados Banu Musa--, eles mesmos matemáticos. Foram edu-

cados na "Casa da Sabedoria', em Bagdá, quando encontraram um manuscrito com os sete primei-
ros livros. Be início, porém, o escrito pareceu-lhes incompreensível. Mais tarde, um deles, Ahmad,
obteve um posto administrativo na Síria, onde procurou o manuscrho dos quatro primeiros livros na

versão reeditada por Eutócio, o que Ihe permitiu compreender o conjunto

triângulo ABC. Três casos podem ocor-
rer, caso a rcta FG seja paralela a AC,
corte o segmento AC, ou corte o prolon-
gamento de AC.

Apolânio mostra que, nos três casos,
se tomarmos um ponto H qualquer so-
bre a seção cónica e estendermos, a parir

de H, uma rcta paralela a DE, até sua
outra intersecção com a seção cónica(o
ponto K), a reta FG cortará o segmento
HK exatamente no meio. Se o cone for

reto, FG será perpendicular a HK, mas
isso nao ocorre necessariamente no caso
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