_O romance das

cONicas e
contriﬁmgoes

‘.74}90 onio

Nos primeiros anos do século I1 a.C., 0 gebmetra redigiu

uma imponente obra acerca das conicas. Seu objetivo

era apresentd-las da maneira mais geral possivel

a carta-dedicatéria que

acompanha seu comenta-

rio as Conicas de Apold-

nio, Eutdcio explica a seu
correspondente Antémio de Trales:
“Meu querido amigo Antémio, o ged-
metra Apolonio, natural de Perga, na
Panfilia, viveu no tempo de Ptolomeu
Evergeta, conforme escreve Heracléio,
o biégrafo de Arquimedes”.

Quem é Heracléio e por que ele apro-
ximou os nomes de Apolonio e Arquime-
des? Essa associagdo ndo é benévola. An-
témio foi o arquiteto co-responsavel, com
Isidoro de Mileto, pela construgdo da ca-
tedral de Santa Sofia, em Constantino-
pla, em 532. Eutécio dirige-se a ele
como a um amigo e discipulo mais jo-
vem, e nés podemos situar a data da carta
na passagem do século V para o VI. A
identificacdo de Heracléio é um pouco
mais problematica: Eutécio apresenta-
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o como autor de uma biografia de Ar-
quimedes, mas em uma de suas obras

" anteriores — seu comentario a Medida

do circulo, de Arquimedes — o mesmo
Eutécio mencionou como autor da bio-
grafia um tal de Heraclido.

A situagio é inquietante. E improva-
vel que tenham existido dois bidgrafos de
Arquimedes com nomes to parecidos. O
siracusano é o inico matematico grego
nao-filésofo ao qual havia sido consagra-
da uma biografia; nao resta muita davi-
da, portanto, de que Eutdcio cita um
mesmo autor. Os especialistas tendem a
favor de Heraclido, pois o préprio Ar-
quimedes cita, em carta-preficio ao tra-
tado Das espirais enviada a Dositeu, que
havia recebido algumas demonstragoes
de Hericlido. Ele seria contemporineo
do siracusano, talvez conhecido pes-
soal. Pode-se imagini-lo bem informa-

do e digno de fé.

Eutécio fez entdo uma terrivel acusa-
¢o: “Ele (Heracléio) diz ter sido Arqui--
medes quem, em primeiro lugar, conce-
beu as proposicoes acerca das conicas,
mas que Apolonio, que no desejava sua
publicagdo por Arquimedes, apropriou-
se delas, o que, segundo minha opiniao,
ndo é verdade”. Eis ai onde nosso histo-
riador queria chegar, em uma acusagio
de plagio, uma disputa da paternidade
sobre os resultados acerca das conicas.
Heracléio teria iniciado um incéndio que
Eutécio se esforgaria para alastrar.

Em outra referéncia tirada de Heré-
clido, Eutécio afirmava que o objetivo
de Arquimedes, em A medida do circu-
lo, era fornecer uma aproximagdo “util
para as necessidades da vida cotidiana”
para o niimero  (a razdo 22/7). Mais a
frente, Eutécio conta que Apolonio ha-
via proposto uma aproximacao mais pre-
cisa que a de Arquimedes, mas que seu
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RUINAS DA CIDADE de Pérgamo, que tinha uma biblioteca rival da de Alexandria, com 200 mil rolos.

Apolénio viajou até |4 para encontrar o gedmetra Eudemo, a quem dedicou sua obra

objetivo ndo era satisfazer as necessida-
des da vida cotidiana. Essa dupla men-
¢d0 as “necessidades” aparece como uma
clausula defensiva, para justificar o va-
lor arquimediano.

Esses dois exemplos mostram que
Hericlido nio tinha grande simpatia pelo
autor das Cdnicas. Ele mesmo sublinhou
o espirito de emulagao, e até de rivalida-
de, que existia entre Apolonio e os mate-
maéticos contemporineos ou antetiores,
entre os quais Arquimedes. -

No preficio aos diferentes livros das
Cénicas, Apoldnio insiste na novidade e
interesse de seus resultados, bem como
na extensdo e clareza de sua exposico.
Ele afirma que sua obra é bem melhor
que a de seus predecessores. De passa-
gem, ainda critica Euclides. No prefé-
cio do livro IV, Apolonio atesta uma
disputa acirrada entre Cono de Samos
— correspondente e amigo de Arquime-

WWW.SCIAM.COM.BR

des — e um certo Nicoteles de Cirene.
Em sua imparcialidade intransigente, ele
acaba depreciando os dois: gratiddo em
relacido a seus predecessores ndo € o sen-
timento que Apoldnio costuma exprimir
com prontiddo.

Além de tragos de personalidade, a
“pressdo” exercida sobre os gedmetras na
virada do século I11 para o século ITa.C.
explicaria esse estado de espirito. As ins-
tituicoes académicas alexandrinas favo-
reciam a pesquisa e a competi¢ao, mas
ndo facilitavam as relagdes humanas. O
satirista Timon de Flionte assim descre-
veu os literatos e filslogos do museu: “Na
populosa terra do Egito prosperam uns
rabiscadores de livros que passam o tem-
po todo a dar bicadas uns nos outros na
gaiola das musas”.

Nesta selva de sdbios, Apolénio, que
realizava suas investigacoes depois de
duas geragdes de notdveis gedmetras —

DAVID FORMAN/EYE UBIQUITOUS/CORBIS

Aristeu, Euclides, Cono, Dositeu, Arqui-
medes, Eratéstenes, Nicomedes, Dioclo
—, precisava se destacar e ressaltar o inte-
resse de seu trabalho.

Arquimedes ndo foi mencionado ne-

- nhuma vez nos dois tratados de Apol6-

nio que se conservaram. No entanto, as
obras abordam diversos temas estuda-
dos pelo siracusano. Além da aproxima-
¢do do niimero 1, Apolénio concebeu
um sistema de notagdo para grandes
nameros melhor do que o complexo mé-
todo proposto por Arquimedes em seu
Arendrio. Os matematicos posteriores
preferiram o sistema de Apolonio. Da
mesma maneira, seu tratado acerca das
Inclinagdes, que pertence a colegdo “do
Lugar analisado” (ver pdg. 82), estabe-
lece que algumas figuras, antes resolvi-
das por neusis, eram resoltveis “por ré-
gua e compasso’. Para outras, mais
complexas, Apolonio propunha solugdes
alternativas, por meio de segbes conicas.
Esses avangos esclareceram a natureza de
varios problemas e reduziram o interesse
pelas pesquisas de Nicomedes acerca das
concbides. Apoldnio desenvolvia, assim,
uma linha de trabalho que tornava obso-
leta a de seus predecessores.

Que dizer a respeito do plagio? Para
isentar Apolonio da acusacdo, Eutécio

d4 a palavra a trés testemunhas: Arqui-

medes, o proprio Apolonio e o historia-
dor Géminus de Rodes. O primeiro nao
se refere, em diversas ocasioes, aos Ele-
mentos de conicas, para utilizar, sem de-
monstracdo, diferentes propriedades
dessas curvas? O proprio Apolonio nao
reconhece que os quatro primeiros livros
das Cénicas s3o uma exposi¢io melho-
rada daquilo que outros j haviam pro-
posto? E ele nio os designa como livros
de Elementos?

Se Eutécio tem razio a respeito das
intencoes de Apolonio, as afirmacdes
sobre Arquimedes s3o mais incertas,
pois o siracusano remete o leitor, tal-
vez, a um de seus proprios escritos.
Nada nos obriga a crer que ele se refere
a um autor anterior.
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¢do do Lugar analisado

0 livro Vil da

quase metade da colegao, 14 de 33)

Trata-se de uma colegao reunida em torno da resolucao de problemas
de lugares geometricos, particularmente pela via da analise: procedimento
que supoe resolvido 0 problema proposto, explora suas propriedades e
conseqliéncias e busca, depois, pela inversao das consideragaes, deduzira
solugao a partir daquilo que era conhecido. Esse metodo, observa Pappus,
dirige-se aqueles que dominam os flementos. A primeira metade da colegao

trata de problemas planes; a segunda, de solidos.

Menaos de um tergo da coleg¢ao se conservou. Reconstituir os tratados
perdidos era um dos passatempos favoritos dos geometras dos séculos

Elementos de Conicas
Eutdcio se impressionou também pe-
los comentarios de Pappus (séc. IV):
“Apolonio nos deixou oito livros acer-
ca das cOnicas; para isso, ele comple-
tou os quatro livros de Conicas de
Euclides e lhes acrescentou outros
quatro. Aristeu, autor de cinco livros
sobre Os lugares solidos, escritos de-
pois das Conicas e ainda hoje dispo-
niveis, chamou contudo, assim como
os predecessores de Apolénio, uma
das secdes conicas de ‘secdo de cone
acutingula’, outra de (...) retingula’ *
eaoutraaindade(...) ‘obtusangula™.
Esse texto € precioso pela referén-
cia que faz de Aristeu (fim do século
IV a.C.?) e da designacdo das secdes
conicas por ele utilizada, diferente da

) >0, de Pappus de Alexandria, € um guia
destinado a facilitar a leitura de outra colegao de textos, dita “do Lugar
analisado”, composta por 12 tratados de quatro autores: Euclides,
Apolonio, Aristeu e Eratéstenes (os escritos de Apoldnio representam

Contatos de Apoldnio.

XVI aXIX. Eles se interessaram particularmente pelo livro VIl das
Conicas de Apoldnio, pelos Porismos de Euclides e pelo tratado dos

Pappus explica como € possivel agrupar os problemas nesse uitimo

tratado {problemas de construgao s3o interpretades como sendo de

lugar geometrica): “Dados sucessivamente trés elementos quaisquer,
entre pontos, retas e circulos com certas posicdes, descrever um circulo
que passe por todes 0s pontos ou tangencie cada uma das linhas dadas”.
0 leitor pode verificar que essa descricao engloba varios problemas: trés
pontos, trés retas, tres circulos, dois pontos e uma reta.

0 caso mais facil € a construg3o do circulo que passa por trés

pontos dados; o mais dificil e a construcdo de um circulo que

tangencia tres circulos dados, frequientemente chamado de
“problema de Apolonia”.

de Apolénio e dos Lugares sélidos de
Aristeu —, a obra ndo se limitava aos
problemas planos (ver quadro na pag.
83). Os trabalhos que Euclides dedi-
cou as secodes conicas encontravam-
se, provavelmente, nesse escrito.
Como a maior parte das obras da co-
legao, a exposicdo de Euclides trata-
va, com toda verossimilhanga, de pro-
blemas de figuras especificas. Nada .
nos permite afirmar que ela se dedi-
cava exclusivamente as secdes coni-
cas (as mesmas observagdes podem
ser feitas a respeito dos Lugares sli-
dos, de Aristeu). Cabe constatar, fi-
nalmente, que Proclo, entre as nume-
rosas obras que atribui a Euclides, nao
inclui os Elementos de conicas.
Quanto as referéncias arquimedia-

nas a tais “elementos”, quase todas re-
metem aos resultados que figuram nos
livros I a IV das Cénicas de Apolonio,
livros que o proprio autor nomeia como
Elementos. Tais referéncias, portanto,

usada por Apol6nio (elipse, parabola e
hipérbole), que aindahoje aprendemos.

Eutécio, que nesse ponto seguiu
Pappus, considerava que os Elementos
de conicas, a0s quais Arquimedes se re-

DETALHE DD FRONTISPICIO da edic3o das Cénicas de Edmund
Halley [ 1710). De acordo com Vitrivio, o filésofo Aristipe, disci-
pulo de Socrates, apos encalhar na ilha de Rodes e perceber
figuras geométricas tragadas na areia, reconfortou seus com-
panheiros: “Nada precisamos temer, vejo trages humanos! Onde

feriu, eram uma obra de Euclides, au-

tor por exceléncia dos Elementos para to-
dos os sdbios da Antigiiidade tardia. Se Eu-
clides trabalhou e escreveu a respeito das
segdes conicas — o proprio Apol6nio o re-
conheceu —, é menos provavel que tenha
redigido quatro livros de elementos sobre
essa teoria, como afirma Pappus.
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h3 geometria, 0 homem n3o estd longe”™

A colecio “do Lugaranalisado” (reu-
nida pelos gedmetras da Antigiiidade
tardia) menciona um escrito de Eucli-
des intitulado Lugares de superficie, em
dois livros. Pela posi¢do em que apare-
ce na cole¢do — vem depois das Conicas

provavelmente nao s3o auténticas e fo-
ram acrescentadas mais tarde aos escritos
de Arquimedes para facilitar o trabalho do
leitor. Se essa explicacdo é vilida, os acrés-
cimos realizaram-se depois da redagdo das
Conicas, por Apolonio, mas antes da época
em que Eutdcio osleu. Mesmo nesse caso,
ha uma lacuna de 700 anos.
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A BIBLIOTECA DE ALEXANDRIA, em gravura do livro Die Weisen und Gelehrten des Alterthums, de Hermann
Gall, 1879. Apoldnio foi educado em Alexandria, onde também lecionou antes de ir para Pérgamo

Em resumo, a acusacio de Heracli-
do, tal como mencionada por Eutécio,
permanece enigmatica, a menos que 0 co-
mentador ndo as tenha compreendido
adequadamente e ela diga respeito a um
conjunto determinado de proposicdes
acerca das conicas, que Arquimedes te-
ria estabelecido antes de Apolonio. Con-
tudo, Eutécio devia saber que essas cur-
vas haviam sido estudadas antes dos dois
autores, especialmente por Aristeu e Eu-
clides. Em seu comentario & proposicao
I1-1 de A esfera e o cilindro, de Arquime-
des, ele fornece dois outros testemunhos
sobre a histéria das secoes conicas.

Invencio de Menecmo?

Esse comentério de Eutdcio contém uma
antologia de solugdes para o problema da
insercdo de duas médias proporcionais
entre duas retas dadas. Uma das duas re-
feréncias que Eutdcio fornece sobre a his-
toria das secdes conicas é a solugdo atribui-
da ao gedmetra Menecmo de Proconese,
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que mostra como realizar a inser¢ao com
auxilio de uma parabola e uma hipérbo-
le. Menecmo e seu irmao Dinostrato eram
discipulos de Eudoxo de Cnido, contem-
poraneos de Alexandre, o Grande. As
primeiras pesquisas sobre essas curvas,
portanto, remontam 4 metade do século
IV a.C. Na passagem de Eutécio, a de-
nominagao de “conicas” ja é a mesma uti-
lizada por Apolonio, de onde se conclui
que nosso comentador, embora tenha
conservado o método original, moderni-
ZOU a expressao.

A solucao é tedrica. Ela pressupde que
se saiba caracterizar as curvas conicas
como lugares definidos por igualdades de
areas (as condigdes (i)-(ii) no quadro ao
lado). A hipérbole eqiiilatera, por exem-
plo, é olugar dos pontos H tais que o pro-
duto de sua distdncia a duas retas perpen-
diculares, DF e DK, é dado. A sintese
exige, por outro lado, que se possua um
meio efetivo de construir as curvas. Para
quem dispde do tratado de Apoldnio, as
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Da andlise a sintese

Aanélise de um problema consistia em
supor o problema resolvido e explorar as
consequéncias dessa suposicao. Vejamos
como Menecmo aplicou esse método para
resolver o problema da inser¢ao de duas
retas proporcionais, B e C, entre duas retas
dadas, A e E. Queremos encontrar B e C tais
que A/B=B/C=C/E.

- De A/B = B/C, deduz-se que B? =AC (i)
[0 quadrado descrito sobre B é igual ao
retangulo delimitado porAe C, sendo Aum
segmento dado).

- De A/B = C/E, deduz-se que BC = AE (ii}
(o retangulo delimitado por B e C € igual ao
delimitado por A e E, segmentos dados; a
area do Gltimo retangulo, portanto, é dada).

Tomemos um ponto D e, sobre uma reta
DG que sai de D, marquemos o segmento DF
igual a C. Tracemos a perpendicularem F a
DG, sobre a qual tragamos FH igual a B. A
relagao (i) significa que o ponto H pertence a
uma parabola [y? = Ax) de vértice D, definida
pelo parametro dado A; e (ii) estabelece que o
ponto H pertence a uma hipérhole eqtiilatera
(xy =AE) com assintotas DF e DK, em que DK
e a paralela a FH que passa por D.

Em resumo, ao supor o problema
resolvido, o ponto H € a interseccao de
duas curvas, uma parabola e uma
hipérbole, e as duas médias procuradas, B
e C, sdo os segmentos HF e FD (= HK].
Descrevemos, assim, aquilo que os antigos
chamavam de analise.

Para resolver o problema, & necessario
saber construir uma parabola e uma
hipérbole, das quais certas caracteristicas
sao dadas. Para a parabola, conhece-se o
vértice D e o fator A; para a hipérbole, as
duas assintotas DF e DK e a 4rea delimitada
por cada um de seus pontos com as restas
DG e DK, sempre igual a area do retangulo
delimitado por A e E. 0 ponto de intersec¢@o
H entre as duas curvas ira determinar a
soluco do problema, ou seja, HF e FD. Tal é -
a sintese proposta por Menecmo.




construgdes sio bem conhecidas, mas
que sabia Menecmo a esse respeito?
Sera que ele sabia que as condicdes (i)
e (ii) caracterizam duas se¢des do cone?
Teriam essas construgdes sido descober-
tas durante as pesquisas sobre o proble-
ma das duas médias proporcionais,
como acreditam alguns historiadores?
Ou ser4 que jd estavam disponiveis para
Menecmo? Se estavam, entdo as curvas
conicas teriam sido introduzidas em geo-
metria com outro tipo de problema,
como 6ptica ou gnomonica. Sobre isso,
Eutécio nada diz.

Gragas a0 comentador, hd outra in-
formacio sobre o trabalho de Menecmo.
Ele reproduz o epigrama de Eratostenes
na dedicatéria de seu Mesoldbio. Para va-
lorizara eficécia de sua solugao para o pro-
blema das médias proporcionais (e criticar
as solucdes anteriores), convida o leitor a
“desistir dos laboriosos métodos de Ar-
quitas, com seus cilindros, ou de seccio-
nar o cone segundo as triades de Menec-
mo, ou de descrever as formas curvas da
maneira como fez o divino Eudoxo”. O
famoso bibliotecrio confirma que a des-
coberta foi de Menecmo. Eratostenes
sabe que as curvas procuradas podem ser
geradas pela secdo do cone, e atribui esse

conhecimento a Menecmo. Haveria ai

uma licenga poética anacronica?

A expressdo “triades de Menecmo” é
bastante enigmética (ela aparece também
em Proclo). Alguns estudiosos pensam
que se trata de trés curvas especificas
(duas parabolas e uma hipérbole) associa-
das a0 método de resolugio de Menec-
mo, enquanto outros acreditam tratar-se
das trés espécies de conicas: elipse, para-

bola e hipérbole.
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RETRATO DE HIPACIA de Alexandria, filha de Theon, pintado por Onério Marinari, em 1700. Seus comentarios
sobre as segdes conicas contribuiram para a preservagao da obra de Apolonio

Construgao de Aristeu

Nio sabemos como Menecmo construia
suas curvas, mas temos as consideracoes
de Géminus de Rodes e as observagoes
de Pappus, ambas citadas por Eutocio.
O objetivo desses autores é opor duas
maneiras de conceber as conicas como se-
cSes de um cone, a antiga (de Aristeu) e
nova (de Apolénio). Géminus observa
que, segundo os antigos, o cone ¢ a figu-
ra gerada pela revolucdo da hipotenusa

de um tridngulo retingulo em torno de
um dos lados do 4ngulo reto. Todes os
cones definidos dessa maneira sdo ditos
“retos” — seu eixo é perpendicular ao pla-
no da base. Essa construgao corresponde
as definicoes do livro XI dos Elementos
de Euclides, onde aparecem trés tipos de
cone: “retingulo”, “acutdngulo” e “obtu-
sangulo” (ver figura abaixo)..

Avisteu definia as cénicas como cur-
vas geradas pela segdo de cada um desses

a) Cone retangulo (o angulo DAC é
reto). b) Cone obtusangulo (o angulo
DAC é obtuso). c] Cone acuténgulo (o .
angulo DAC é agudo). A intersecgao
desses trés cones com um plano
perpendicular a uma geratriz permite
distinguir os trés tipos de conicas




cones por um plano posicionado perpen-
dicularmente a uma geratriz, por exem-
plo AD na figura. Seja entdo EF a inter-
secgdo desse plano perpendicular com o
plano ADC.

Podemos ver que: 1) no cone retin-
gulo, EF é paralela a AC; 2) no cone ob-
tusdngulo, EF afasta-se de AC (mas, se
fosse prolongado do outro lado de AD,
cortaria a reta CA); 3) no cone acutdngu-
lo, EF corta AC (ou seu prolongamen-
to). Nos dois primeiros casos, as secdes
sdo infinitas; no terceiro, porém, obtém-
se uma espécie de oval.

Aristeu privilegiava um tinicomodode
seccionar o cone por meio de planos, colo-
cados perpendicularmente a uma geratriz.
Por isso, nomeava as trés curvas obtidas de
“se¢ao do cone” acutangulo, do retingulo
edoobtusangulo. Esses nomes ainda apa-
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@) symptomata das conicas

Aristeu definiu as segdes conicas a partir da intersecgao do cone retangulo, obtusangulo e
acutangulo com um plano. Dessa definigao, ele extraiu caracterizagoes simples e elegantes
(symptomata) para as curvas.

No cone retangulo

Seja um cone retangulo AQR. Por um ponto E da geratriz AQ, fagamos passar um plano
perpendicular a AQ. A intersecgao desse plano com o cone € uma se¢ao de cone retangulo. Seja
EP aintersecgao desse plano com um plano meridiano do cone, AQR. Seja K um ponto de EP.

Consideremos dois planos, paralelos a base do cone, que passam por K e E; suas
intersecg0es com o cone sao, respectivamente, os circulos de diametros DC e EG. Por K, traca-se
a perpendicular a DC no plano perpendicular a AQ. Essa reta corta o circulo de diametro DC em L.
0 ponto L, portanto, estd na superficie do cone e no plano perpendicular a AQ que passa por E.
Assim, L & um ponto da segao de cone retangulo.

Mostremos que KL®= DK.KC. Os triangulos CKL e LKD s&o retangulos e semelhantes,
portanto KL/KC = DK/KL.

Como KC = EG, pois EGCK & um paralelograma por construgao, entao KL* = DK.EG = 2DK.EH, em
que H esta na metade de EG. Além disso, como os triangulos AEG, AEH e DEK s&o todos
semelhantes, temos: DK/KE = AE/EH, ou seja, DK.EH = AE.EK. Assim, KL? = 2AE.EK. Em terminologia
antiga, o quadrado descrito sobre a reta KL (a ordenada), aplicado sob a forma de retangulo sobre
uma reta igual a 2AE, produz a reta EK como largura. Em notagao moderna, coloca-se y = KL, x=EK
e p=AE. Aequagao y = 2px traduz o fato de que L pertence a se¢ao conica.

Nos cones obtusangulo e acutangulo

Suponhamos o cone AQR obtusangulo. Os pontos E, B, K, D, C, G e L sao construidos como
antes. L € um ponto da se¢ao de cone obtusangulo obtida pela intersecgao do cone com o plano
perpendicular a AQ.

Seja M ainterseccao das retas EP e AR, e B a intersecgao do eixo do cone com EP. As
perpendiculares a EGem G e a DCem C cortam EPem He F.

No circulo de didmetro DC, temos KL? =DK.KC.

Além disso, os triangulos retangulos EKD e CKF sao eqiiangulos, portanto semelhantes.
Dai, EK/KD = CK/KF, ou seja, EK.KF = DK.KC. Assim, KL® = EK.KF.

Os triangulos KCF e EGH sao semelhantes, portanto FK/HE = CK/GE. Além disso, de acordo
com o teorema de Tales, CK/GE = MK/ME. Assim, FK/MK = HE/ME.

Multiplicando o membro da esquerda por EK/EK, obtemos: (EK.FK]/(EK.MK] = HE/ME, com
HE = 2EB (de acordo com o teorema de Tales aplicado ao tridngulo AGH). Como KL? =EK KF, temos
entdo KL?/EK.MK = 2EB/ME.

0Os comprimentos BE e EM dependem da posicao do plano secante. A razao 2EB/ME,
portanto, € dada. Em terminologia antiga, a razdo entre o quadrado descrito sobre a ordenada KL
e o retangulo delimitado pelas retas EK e MK; cortadas pela ordenada sobre o eixo da curva, &
uma razao fixa. Em notagao moderna, coloca-se y =KL, x, =EK,x, =MK,EM=ae EB=p
(distancia entre o vértice da curva e o eixo do cone). O fato de que o ponto L pertence a secao
conica é traduzido pela equagao y/x,x, = 2p/a.

Fato notavel, o symptoma da se¢ao de cone acutangulo é exatamente igual, mas agora c om
o0 ponto M do mesmo lado que R em relagaoa A.
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slonio

Apolénio caracteriza as trés segoes conicas por “aplicagao de uma
area sobre uma reta dada”. Para ele, uma segao conica € a intersecgao
de um cone, com vértice em A e base no circulo de didmetro BC, com um
plano que corta a reta AB em F e a base do cone em uma reta DE
perpendicular a BC. Seja G 0 meio de ED. H é um ponto qualquer da
conica, e a reta paralela a ED que passa por H corta FG e a conica,
respectivamente, em L e K. Apolonio introduz entao um segmento FM
perpendicular ao plano da conica, que ele chama de parametro da
secao, e cujo comprimento verifica certas condicges ad hoc.

1) a parabola: 0 segmento FM é tal que FM/FA = BC*/{BAAC]. Apol6nio
mostra que, para todo ponto H, HL? = FM.FL. Esse resultado lembra o
symptoma de Aristeu, mas o valor do parametro FM & mais complicado.

2] a hipérbole: seja P o ponto de intersecgao de FG com AC, e seja
R o ponto de BC tal que AR fique paralela a FG. FM é tal que

FP/FM = AR?/(BR.RC). Seja a paralela a FM que passa por L, no mesmo
plano, e 0 aintersecgao dessa reta com PM. Completa-se o retangulo
FNOL e traca-se MO, paralela a FL.

3) a elipse: seja o ponto R de BC tal que AR fique paralela a FG. FM &
tal que FG/FM = AR?/(BR.RC]. Completa-se o retangulo definido por F, L e
M com o ponto N. Seja P a interseccao de FG e AC. € a intersecgao de
PM e LN, e 0 é tal que FOOL forma um retangulo.

Para 2 e 3, Apolonio estabelece que, para todo ponto H, o quadrado
sobre a ordenada HL & igual, respectivamente, aos retangulos FNOL e FOOL,
ambos com largura FL [que chamamos de abscissa, porgao do didmetro
determinada pela ordenada). Em terminologia antiga, FNOL € aplicada sobre
areta FM com a figura MOON “em excesso”, a qual € semelhante ao
retangulo delimitado por PF e FM (esse retangulo é dado), enquanto FOQL &
aplicada sobre a reta FM com a figura MOON “em falta”, a qual é semelhante
ao retangulo delimitado por FP e FM (também ele dadbo).

recem nos escritos de Arquimedes, e o ter-
mo “se¢do do cone retdngulo” é usado por
Dioclo, na mesma época, em seu tratado
dos Espelhos ardentes. Nossos autores de-
duzem imprudentemente que Aristeu nao
sabia da possibilidade de obter os trés tipos
de secio a partir de um mesmo cone, pela
variagio do dngulo AEF e afirmam que a
descoberta é de Apolonio.

Essa versdo, porém, tem poucas chan-
ces de ser verdadeira. Euclides, em seus
Fendmenos, observava que “asecao de um
cone ou de um cilindro por um plano ndo
paralelo 4 base é uma se¢io de cone acu-
tangulo, semelhanteaumescudo”. Encon-
tra-se observacdo semelhante em Arqui-
medes, que s vezes considera a mesma
secao de cone acutingulo como gerada
tanto por um cone reto como por um obli-
quo. Portanto varios tipos de segao para
gerar 0 mesmo tipo de curva foram cria-
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dos antes de Apol6nio. A razio por que
Aristeu impds tal limitagdo as suas defi-
ni¢des deve-se ao objetivo que perseguia:
esse procedimento permitia-lhe obter
uma caracterizagdo simples e elegante
para cada um dos trés tipos de conica,
aquilo que os antigos chamavam de
symptoma de uma curva e que os moder-
nos associam a sua equagao.

Abordagem Diferente

Basta abrir o primeiro livro das Cénicas
de Apolénio para compreender que a
perspectiva adotada por ele nao é a mes-
ma e que ele busca atingir um alto grau
de generalidade. Logo na primeira defi-
nigdo, descreve a superficie conica, nao
o cone, da seguinte maneira: “Se, a par-
tir de um certo ponto, estende-se a uma
circunferéncia de circulo, nao situada no
mesmo plano que esse ponto, uma reta

prolongada dos dois lados, e se, en-
quanto o ponto permanece fixo, a reta
é deslocada ao longo da circunferéncia
até retornar 3 posicdo de onde havia
comegado a se mover, eu chamo de su-
perficie conica aquela que, descrita pela
reta, é composta de duas superficies
opostas pelo vértice...”.

Em primeiro lugar, a superficie coni-
ca possui duas “porgdes”, opostas pelo
vértice; em segundo lugar, ao corti-la no
vértice para gerar aquilo que Apolénio
chama de cone, este poderi ser reto ou
obliquo. As defini¢oes 4 a 8 deixam ain-
da mais desnorteado o leitor pouco fami-
liarizado com as segdes conicas. Para toda
curva plana, Apolénio chama de “didme-
tro” uma reta que, posicionada no inte- |
rior dessa curva, corte em duas partes
iguais todos os segmentos de reta de uma
certa familia, paralelos entre si. Esses seg-

.
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mentos s3o depois chamados de “retas
posicionadas de maneira ordenada”.

Ele introduz nogdes semelhantes para
duas curvas coplanares: de umlado, a reta
que, ao cortar as duas curvas, é didmetro
das duas no sentido precedente (didme-
tro “transverso”); do outro, a reta que, si-
tuada entre as duas curvas, corta em duas
partes iguais todos os segmentos intercep-
tados entre as duas curvas e paralelos a
uma outra reta dada (didmetro “reto”).
Existem tais objetos? Por que considerar
duas curvas coplanares?

Observemos, de inicio, que sua defi-
nigdo de superficie co-
nica permite a Apol6nio
considerar nio somen-
te trés, mas quatro se-

¢des conicas: paribola, 1)

elipse, hipérbole e cur-
va, que ele denomina
“secdes opostas”, ou

seja, os dois ramos e et e G TN o 8
L P _'“‘;W':;‘:f‘-m irfirsmegs |
opostos de uma hipér- M| AL e o T S

bole. Até onde sabe-
mos, ele é o primeiro a i
fazé-lo. Eis ai a justifi- P
cagdo das duas curvas '
coplanares. Elas sdo
geradas pela segao de
um mesmo cone, reto
ou obliquo.

Esse método per-
mite também gerar a
circunferéncia, que
poderia ser considera-
da uma quinta espécie
de cdnica. Apolonio prefere trati-la se-
paradamente. Diversas proposicdes de
seu tratado sdo dedicadas a estender,
para as outras segoes conicas, alguns re-
sultados estabelecidos nos Elementos a
respeito da circunferéncia. As conicas
aparecem como generalizacdes da cir-
cunferéncia. Pode-se imaginar que esse
modo de gerar as conicas iria introduzir
complicagoes técnicas em seu estudo, se
comparado 4 abordagem de Aristeu. A
generalidade desejada por Apolénio
tem seu preco.
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Quanto a misteriosa nogio de “dia-
metro” de uma curva qualquer, sua pet-
tinéncia se justifica a partir da proposico
7. A situagdo é a seguinte (ver quadro na
pdg. 86): corta-se um cone qualquer, de
vértice A e com base em um cfrculo de
didmetro BC, por dois planos, um que
contém o eixo do cone, como ABC, e
outro que corta a geratriz ABem F e a
base do cone segundo uma reta DE, per-
pendicular a reta BC. O primeiro plano
determina um tridngulo ABC (“axial”),
e o segundo, uma se¢do conica. Seja FG
a intersec¢do do segundo plano com o
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MANUSCRITO ARABE das Cénicas. Devemos a preservagao de sete de seus oito livros aos trés filhos
do astrénomo Musa ibn Shakir — alcunhados Banu Musa —, eles mesmos matematicos. Foram edu-
cados na “Casa da Sabedoria”, em Bagdd, quando encontraram um manuscrito com os sete primei-
ros livros. De inicio, porém, o escrito pareceu-lhes incompreensivel. Mais tarde, um deles, Ahmad,
obteve um posto administrativo na Siria, onde procurou 0 manuscrito dos quatro primeiros livros na
versao reeditada por Eutécio, o que Ihe permitiu compreender o conjunto

tridngulo ABC. Trés casos podem ocor-
rer, caso a reta FG seja paralela a AC,
corte o segmento AC, ou corte o prolon-
gamento de AC.

Apolénio mostra que, nos trés casos,
se tomarmos um ponto H qualquer so-
bre a se¢do conica e estendermos, a partir
de H, uma reta paralela a DE, até sua
outra interseccdo com a se¢do conica (o
ponto K), a reta FG cortard o segmento
HK exatamente no meio. Se o cone for
reto, FG serd perpendicular a HK, mas
isso ndo ocorre necessariamente no caso

de um cone obliquo (somente se o tridn-

.gulo ‘axial escolhido for perpendicular 2

base do cone). Em todos os. trés casos,
segundo Apolonio, a reta FG é um dia-
metro da segdo conica para as ordenadas
dispostas paralelamente a DE. Quando
ela é perpendicular 4 direcao das ordena-
das, Apoldnio chama-a de “eixo” da se-
¢do conica.

Em outra mostra de virtuosismo, Apo-
I6nio caracteriza as trés se¢des por meio de
uma operagdo denominada “aplicagdo de
uma drea sobre uma reta dada”. Usada ja
por Euclides, existem trés variantes dessa
operagdo: a aplicagio
simples, a por excesso e
a por falta de uma figura
(geralmente um retdn-
gulo) semelhante a uma
figura dada. Foi a partir
desses nomes, usuaisem
grego, de aplicacio sim-
ples (parabolé em gre-
g0), por excesso (hyper-
bolé) e por falta (élleip-
sis), que Apoldnio deri-
vou sua nomenclatura
para as conicas. Trata-
mos aqui das primeiras
proposicdes dolivroI. O
(. leitor pode imaginar a
tecnicidade da obra pela
informacdo, fornecida
por Pappus, de que as
Cénicas contém 487
teoremas. O livro VIII
foi perdido mas é prové-
vel que tivesse mais de uma centena.

No entanto, Apoldnio ndo pretendia

reunir todos os conhecimentos da época -

sobre o assunto. Seu objetivo foi forne-
cer uma exposi¢ao (sintética) das proprie-
dades das conicas que pudessem ser uti-
lizadas para a resolucdo de problemas
geométricos, tais como os problemas de
lugar, e para a determinagdo das condi-
¢oes de sua resolubilidade. Seus sucesso-
res reconheceram essa intencao, e inclui-
ram corretamente seu tratado na cole¢do
“do Lugar analisado”. (BV)
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