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RESUMO

O presente trabalho analisa a obra ”A Quadratura da Parábola”, de Arquimedes de Si-

racusa, estabelecendo diálogos entre a geometria da Antiguidade e o cálculo da Modernidade.

O objetivo central é explorar o método da exaustão e a quadratura mecânica empregados por

Arquimedes para determinar a área de um segmento parabólico, confrontando essas técnicas

com os métodos de integração desenvolvidos a partir do século XVII. Através de uma revisão

analı́tica, demonstra-se como a soma da progressão geométrica infinita de razão 1/4, utilizada

pelo geômetra grego, antecipa conceitos fundamentais de limite e convergência, embora funda-

mentada em um rigor puramente geométrico e na prova por contradição (reductio ad absurdum).

O estudo conclui que a obra arquimediana não é apenas um marco da matemática clássica, mas

um elo indispensável para a compreensão da gênese do Cálculo Integral, evidenciando a conti-

nuidade e as rupturas no pensamento matemático ao longo dos séculos.

Arquimedes. Quadratura da Parábola. Método da Exaustão. História da Matemática.

Cálculo Integral.:



ABSTRACT

his paper analyzes Archimedes of Syracuse’s work “The Quadrature of the Parabola,”

establishing dialogues between Ancient geometry and Modern calculus. The central objective

is to explore the method of exhaustion and the mechanical quadrature employed by Archimedes

to determine the area of a parabolic segment, confronting these techniques with the integration

methods developed since the 17th century. Through an analytical review, it is demonstrated

how the sum of the infinite geometric progression with a ratio of 1/4, used by the Greek geo-

meter, anticipates fundamental concepts of limits and convergence, although grounded in purely

geometric rigor and proof by contradiction (reductio ad absurdum). The study concludes that

Archimedean work is not only a landmark of classical mathematics but an indispensable link

for understanding the genesis of Integral Calculus, highlighting the continuities and ruptures in

mathematical thought throughout the centuries.

Keywords: Archimedes. Quadrature of the Parabola. Method of Exhaustion. History of Mathe-

matics. Integral Calculus.
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1.2.3 Parábola e Teorema de Tales . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 14

1.2.4 Método da alavanca de Arquimedes . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 15

2.0.1 Soma de Riemman . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 21



Sumário
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1 Quadratura da Parábola por Arquimedes

Heath [1897]Baron [1969]Roque [2012]

Para calcular a área de figuras curvas, como o cı́rculo, o método usado era o de exaustão. A

lógica é simples: você desenha polı́gonos regulares dentro e fora da curva. Conforme você

aumenta o número de lados desses polı́gonos, a área deles vai se aproximando cada vez mais

do valor real da figura. Como os cálculos são feitos com polı́gonos finitos, o resultado final

acaba sendo uma aproximação bem precisa. Para achar a área de curvas como o cı́rculo, usava-

se o método de exaustão. Você ’cerca’ a curva com polı́gonos por dentro e por fora; quanto

mais lados esses polı́gonos têm, mais perto você chega do valor real. A quadratura da parábola

nada mais é do que encontrar a relação entre a área de um segmento parabólico e a área de um

triângulo inscrito nele. Esse segmento é aquela região formada entre a curva da parábola e uma

reta que corta os pontos A e B.

Figura 1.0.1: Área da parábola por exaustão.

Elaborado pelo autor.

Segundo Arquimedes, a área do segmento da parábola é exatamente 4/3 da área do triângulo

inscrito ∆ABC. Esse triângulo usa o segmento AB como base, e o ponto C é definido como o

ponto da parábola mais distante dessa base.

Definition 1.0.1 (Parábola). A parábola é o lugar geométrico dos pontos P(x,y) em um plano

tais que a sua distância a um ponto fixo F (foco) é igual à sua distância a uma reta fixa d
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(diretriz). Matematicamente:

P = {P | d(P,F) = d(P,d)} (1.0.1)

Figura 1.0.2: Parábola

Elaborado pelo autor.

Arquimedes conseguiu provar, de duas formas distintas, que a área de um segmento

parabólico equivale a 4/3 da área do triângulo ∆ABC. Nesse caso, a base do triângulo é o

segmento AB e a sua altura é a maior distância possı́vel entre a parábola e essa base.

Figura 1.0.3: Triângulo inscrito no segmento da parábola

Elaborado pelo autor.

Definition 1.0.2 (Elemento Inscrito). Diz-se que um polı́gono está inscrito em um segmento

de curva quando todos os seus vértices pertencem à fronteira dessa curva e sua área está
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contida na região delimitada pela mesma. No contexto arquimediano, o triângulo inscrito em

um segmento de parábola possui como base a corda que define o segmento e como terceiro

vértice o ponto da parábola cuja tangente é paralela a essa corda.

As definições mudaram com o tempo. Para entender como Arquimedes pensava,

temos que olhar para a parábola como os gregos a viam: como uma seção cônica. Imagine

um cone duplo; se você passar um plano paralelo à lateral dele (a geratriz), a curva que se

forma na interseção é a parábola. Dependendo da inclinação desse plano, você teria uma elipse

ou uma hipérbole.

Figura 1.0.4: Secçã cônica: Parábola

Elaborado pelo autor.

Aqui estão quatro propriedades que o pessoal já usava no tempo de Arquimedes.

Para visualizá-las, pense no ponto C como o topo (vértice) e no traço AB como a base desse

”pedaço”de parábola formado entre a curva p e a reta r.
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Figura 1.0.5: Segmento parabólico

Elaborado pelo autor.

Proposition 1.0.1. A linha tangente à parábola no vértice C é paralela à base AB.

Proposition 1.0.2. A reta que passa por C e é paralela ao eixo e da parábola intercepta a base

AB em seu ponto médio D.

Proposition 1.0.3. Qualquer corda QQ′ paralela à base AB é bissectada pelo segmento CD.

Ou seja, QX = Q′X, onde X é o ponto de interseção entre QQ′ e CD.

Proposition 1.0.4. É válida a relação de proporcionalidade:

CX
CD

=
QX2

BD2

Proposition 1.0.5. Seja um segmento parabólico de base AB e vértice C. Defina BF como a

tangente à parábola em B. Para qualquer ponto M na base AB, considere a reta paralela ao

eixo e passando por M, que intercepta a tangente em N e a parábola em L. Então, vale a

relação:
MN
LM

=
AB
AM

1.1 Quem foi arquimedes.

Boyer [1996] Dijksterhuis [1987] Heath [1897]

Arquimedes nasceu por volta de 287 a.C. em Siracusa, uma florescente colônia grega

na Sicı́lia. Filho do astrônomo Fı́dias, ele viveu em um perı́odo de intensa produção inte-

lectual na Magna Grécia. Sua formação acadêmica provavelmente ocorreu em Alexandria,

onde o contato com a tradição euclidiana lapidou seu estilo de demonstração rigorosa. Sua
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contribuição para a humanidade transcende a geometria pura, abrangendo a hidrostática, a enge-

nharia mecânica e a astronomia. No entanto, é em seu tratado Sobre a Quadratura da Parábola

que observamos o ápice de sua intuição matemática, ao lidar com somas infinitas e áreas cur-

vilı́neas através de um método que hoje reconhecemos como a base do limite. A morte de

Arquimedes, ocorrida em 212 a.C. durante a Segunda Guerra Púnica, simboliza o choque entre

a contemplação intelectual grega e o pragmatismo militar romano. Conta-se que, ao ser abor-

dado por um soldado, sua única preocupação era a integridade de seus diagramas geométricos,

mantendo sua dedicação à ciência até o último instante.

Figura 1.1.1: Arquimedes

National Geographic Portugal

1.2 Método da Alavanca

O método consistia em fatiar uma área ou volume em diversas tiras finas e, mental-

mente, pendurá-las na extremidade de uma alavanca para equilibrá-las com outra figura de peso

e centro de massa já conhecidos. Embora essa ideia de tratar grandezas como um conjunto de

”partes atômicas”fosse extremamente fértil para descobrir novos resultados, Arquimedes não a

considerava rigorosa o suficiente. Por isso, ele sempre voltava ao método de exaustão para dar

uma prova matemática definitiva e precisa.

Para esta demonstração, usamos a estrutura original de Arquimedes com termos mo-

dernos. Seja S o segmento entre a parábola p e a reta AB. Com D sendo o ponto médio da
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base, construı́mos o triângulo ∆ABF usando uma tangente por B e uma paralela ao eixo por

A. Ao traçarmos uma linha vertical por D, encontramos o ponto C na parábola e o ponto E

no segmento BF . Graças às propriedades discutidas anteriormente (Proposições 1.0.1 e 1.0.2),

sabemos que C é o vértice do segmento, ou seja, o ponto mais afastado de AB.

Figura 1.2.1: Triângulo ∆ABF

Elaborado Pelo Autor

Como DE e AF são paralelos e D é o ponto médio de AB, a semelhança entre os triângulos

∆ABF e ∆DBE garante que E também seja o ponto médio de BF . Definindo K como o ponto

médio de AF e traçando as medianas BK, AE e DF , o encontro dessas retas será o ponto G.

Esse é o baricentro (ou centro de gravidade) do triângulo ∆ABF .
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Figura 1.2.2: Baricentro de ∆ABF

Elaborado Pelo Autor

Estendemos BK até o ponto H, de forma que BK = KH. Pela propriedade do baricentro, sa-

bemos que KG =
1
3

BK (ou
1
3

HK). Por fim, escolhemos um ponto qualquer M na base AB e

traçamos o segmento MN paralelo ao eixo da parábola. Esse segmento intercepta a base em M,

a curva em L, a tangente BF em N e a mediana BH no ponto O.

Aplicando a Proposição 1.0.5, obtemos a seguinte proporção geométrica:

MN
LM

=
AB
AM

Essa relação mostra como a distância entre a tangente e a parábola (LM) se comporta em relação

à posição do ponto M na base. e acordo com o Teorema de Tales, o feixe de paralelas MN e AF

determina segmentos proporcionais sobre as transversais AB e BK. Disso, tiramos que a razão

entre a base total AB e o segmento AM é a mesma que entre a mediana BK e o segmento OK.

Combinando esse resultado com a Proposição 1.0.5, chegamos à igualdade:

MN
LM

=
BK
OK
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Figura 1.2.3: Parábola e Teorema de Tales

Elaborado Pelo Autor

Neste estágio, Arquimedes introduz um artifı́cio genial: ele projeta o segmento da parábola

(ML) sobre um novo segmento (IJ), paralelo ao eixo, mas localizado no ponto H, que atua

como a extremidade de sua alavanca imaginária . Como IJ = LM e BK = KH, as relações

anteriores (1.0.1 e 1.0.2) permitem montar a proporção:

MN
IJ

=
KH
OK

=⇒ IJ ·KH = MN ·OK (1.2.1)

Esta é a famosa Lei da Alavanca. Ela demonstra que o segmento IJ (representando a parábola),

quando posicionado em H, equilibra perfeitamente o segmento MN (representando o triângulo)

em sua posição original O, tendo K como ponto de apoio. Para Arquimedes, o segmento BH

atuava como a barra de uma balança de dois pratos, com o ponto de apoio (fulcro) em K. Ele

imaginou que, ao suspender em H um segmento IJ (de peso igual a ML) pelo seu ponto médio,

este equilibraria perfeitamente o segmento MN suspenso em sua posição original em O. Em

termos fı́sicos, isso significa que o peso IJ, posicionado à distância KH do fulcro, gera um

torque que compensa exatamente o peso MN à distância OK.
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Figura 1.2.4: Método da alavanca de Arquimedes

Elaborado Pelo Autor

Ao variarmos o ponto M ao longo de AB, o triângulo ∆ABF e o segmento de parábola S

revelam-se como a união de todos os segmentos MN e LM, respectivamente. Entra aqui a

”sacada”heurı́stica: se cada fatia da parábola for movida para o ponto H, o segmento parabólico

inteiro passará a ter seu centro de gravidade em H. Nesse cenário, ele deve equilibrar o triângulo

∆ABF mantido em sua posição original, com o centro de gravidade no baricentro G. Embora

Arquimedes não use formalmente o conceito de infinitesimais, essa ideia permite transformar a

relação das fatias 1.2.1 na relação das áreas 1.2.2:

AS ×KH = A∆ABF ×KG (1.2.2)

Como o baricentro G dista exatamente um terço da mediana a partir da base (KG =
1
3

KH), a

equação se torna:

AS ×KH = A∆ABF × 1
3

KH (1.2.3)

A partir da relação de equilı́brio, obtemos

AS =
1
3

A∆ABF . (1.2.4)

O próximo passo é relacionar esse triângulo auxiliar ao triângulo inscrito ∆ABC.

Como CD é paralelo a AK e D é o ponto médio da base, a semelhança de triângulos nos mostra
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que AK = 2CD. Sendo K o ponto médio de AF , concluı́mos que AF = 4CD.Ao compararmos

as alturas FY (do triângulo maior) e CX (do triângulo inscrito), a semelhança entre ∆AFY e

∆DCX revela que a altura FY é exatamente o quádruplo de CX . Como ambos compartilham a

mesma base AB, a área do triângulo auxiliar é quatro vezes a área do triângulo inscrito

A∆ABF = 4A∆ABC. (1.2.5)

Portanto, ao substituirmos a relação das áreas 1.2.4 no resultado obtido pela lei da

alavanca 1.2.5, chegamos à conclusão fundamental:

AS =
4
3

A∆ABC

1.3 Método dos Triângulos Inscritos

Após obter o resultado por meio do método da alavanca, Arquimedes não se deu por

satisfeito. Ele utilizou esse caminho apenas como uma ferramenta de descoberta (heurı́stica),

pois, para os padrões de rigor da época, um argumento baseado em centros de gravidade e

mecânica não era considerado uma prova matemática definitiva. Por isso, ele procedeu à

demonstração formal utilizando argumentos geométricos clássicos, especificamente o método

da exaustão. Nesta etapa da demonstração, Arquimedes utiliza o método de exaustão de Eu-

doxo, inscrevendo sucessivos triângulos no segmento parabólico. Para validar o resultado de

forma rigorosa, ele recorre ao argumento da dupla redução ao absurdo (reductio ad absurdum).

A lógica consiste em provar que, para duas grandezas X e Y , se for impossı́vel que X < Y ou

que Y < X , a única conclusão logicamente aceitável é que X = Y .

A seguir enunciarei proposições importantes, que se fazem necessárias para a de-

monstração da Quadratura da parábola, a última proposição cujo é 1.3.6 será ela.

Proposition 1.3.1. (conhecida como a Proposição 1 de Arquimedes) estabelece uma proprie-

dade simétrica essencial: se tomarmos um ponto C na parábola e traçarmos por ele uma reta

CV (seja ela o eixo ou uma paralela a ele), e se houver uma corda AB paralela à tangente

da parábola no ponto C, então essa corda será dividida ao meio pelo segmento CV , ou seja,

AV = V B. O inverso também é verdadeiro: se o segmento CV bissecta a corda AB, então esta
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corda é necessariamente paralela à tangente em C.

Proposition 1.3.2. (Proposição 3 de Arquimedes) descreve a relação de proporcionalidade na

parábola: se por um ponto C traçarmos uma reta CD paralela ao eixo, e se as cordas que

passam por B e Q forem paralelas à tangente em C, então a razão entre os segmentos do eixo

(CD e CX) será igual à razão entre os quadrados das semicordas (BD e QX):

CD
CX

=
BD2

QX2

No caso particular em que C é o vértice, CD coincide com o eixo de simetria e torna-se per-

pendicular às cordas. Ao atribuirmos as coordenadas modernas CD = y, CX = y′, BD = x e

QX = x′, a relação (1.9) resulta na conhecida equação y = kx2, onde k é uma constante de

proporcionalidade.

Proposition 1.3.3. A Proposição 19 de Arquimedes relaciona as profundidades de diferentes

segmentos da parábola. Sejam A, B e C pontos da curva, onde a corda AB é paralela à tangente

em C. Se tomarmos um novo ponto R no segmento parabólico, cuja tangente seja paralela à

corda BC, e traçarmos paralelas ao eixo da parábola por R (cortando AB em M) e por C

(cortando AB em V ), teremos uma proporção fixa. Arquimedes demonstra que o segmento CV

é exatamente quatro terços do segmento RM, ou seja:

CV =
4
3

RM

Lemma 1.3.1. (Proposição 37 do Livro I de Euclides) estabelece que triângulos construı́dos

sobre a mesma base e situados entre as mesmas retas paralelas são iguais entre si, ou seja,

possuem a mesma área. Essa propriedade decorre do fato de que, embora a inclinação dos

lados possa variar, a base e a altura (a distância perpendicular entre as paralelas) permanecem

constantes.

Proposition 1.3.4. (Proposição 21 de Arquimedes) define a relação de escala entre os triângulos

inscritos. Seja ABC um segmento parabólico com base AB e vértice C. Se escolhermos um ponto

R no arco da parábola tal que a tangente em R seja paralela à corda BC, formaremos um novo

triângulo menor, o ∆BCR. Arquimedes demonstra que a área do triângulo original ∆ABC é

exatamente oito vezes maior que a área desse novo triângulo, estabelecendo a relação:

∆ABC = 8∆BCR



1.3 Método dos Triângulos Inscritos 18

Proposition 1.3.5. (Proposição 23 de Arquimedes) apresenta um resultado notável sobre a

soma de progressões geométricas de razão 1/4. Dada uma sucessão finita de áreas A,B,C, . . . ,Z,

em que cada termo é quatro vezes maior que o termo seguinte, a soma de todos os termos, acres-

cida de um terço do último termo (Z/3), é exatamente igual a quatro terços do termo inicial

(4A/3):

A+B+C+ · · ·+Z +
Z
3
=

4A
3

Proposition 1.3.6. A Proposição 24 de Arquimedes coroa o seu estudo sobre a curva:

qualquer segmento delimitado por uma parábola e uma corda possui uma área exata-

mente igual a quatro terços da área do triângulo que compartilha a mesma base e a

mesma altura do segmento. Este enunciado formaliza a descoberta feita anteriormente

pelo método mecânico, estabelecendo a razão de 4/3 como uma verdade geométrica

absoluta e rigorosamente provada.

Demonstração. Para demonstrar que a área do segmento parabólico AS é igual a
4
3

T , Arquime-

des utiliza o método de Eudoxo e a redução ao absurdo:

Hipótese 1: AS >
4
3

T : Se tal desigualdade fosse verdadeira, a soma das áreas dos triângulos inscritos

A = T +
T
4
+ · · ·+ T

4n−1 deveria ser capaz de assumir valores entre
4
3

T e AS. Entretanto,

a Proposição 1.3.5 estabelece que:

A =
4
3

T − 1
3

T
4n−1 (1.3.1)

Isso prova que A <
4
3

T para qualquer n finito, contradizendo a hipótese.

Hipótese 2: Hipótese AS <
4
3

T : Se a área fosse menor, a diferença
4
3

T −AS seria um valor positivo.

Pela Proposição de Exaustão, após sucessivas iterações, o erro da soma triangular tornaria-

se menor que essa diferença. Ao final, a manipulação algébrica das inequações (1.3.1)

mostra que:

AS < T +
T
4
+ · · ·+ T

4m−1

O que é impossı́vel, visto que a soma de partes contidas em um todo não pode exceder a
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área desse próprio todo.Conclusão:Refutadas ambas as desigualdades, resta provado que

AS =
4
3

T .

■
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2 Somas de Riemman e Intregal definida

Stewart [2021]Guidorizzi [2013]Lima [2017] Após a análise da Quadratura da Parábola

sob a perspectiva clássica de Arquimedes, este capı́tulo propõe uma abordagem fundamentada

no Cálculo Integral. Buscaremos aproximar a área do segmento parabólico por meio da soma

das áreas de retângulos, que podem ser inscritos ou circunscritos à curva. Esse procedimento

de partição e soma é formalmente definido como a Soma de Riemann, permitindo-nos observar

como o rigor grego se traduz na linguagem analı́tica moderna.

Para formalizar a transição do método geométrico para o analı́tico, definimos a área de

S como o limite de uma soma de áreas de retângulos sob o gráfico de uma função f (x) positiva

e contı́nua no intervalo [a,b].

Definition 2.0.1. da Partição e Amplitude: Uma partição P do intervalo [a,b] consiste em um

conjunto finito de pontos que dividem o domı́nio em subintervalos:

P = {x0,x1,x2, . . . ,xn}, com a = x0 < x1 < x2 < · · ·< xn = b

Para cada subintervalo [xi−1,xi]

Definition 2.0.2. Amplitude do subintervalo: ∆xi = xi − xi−1. Amplitude da partição: ∥P∥ =

max∆xi (o maior comprimento entre todos os subintervalos).

Definition 2.0.3. A Soma de Riemann Seja f uma função definida no intervalo [a,b] e P uma

partição desse intervalo. Para cada subintervalo [xi−1,xi], selecionamos um ponto de amostra-

gem ci escolhido de forma arbitrária. A soma de Riemann de f , relativa à partição P e aos

pontos ci, é expressa por:

n

∑
i=1

f (ci)∆xi = f (c1)∆x1 + f (c2)∆x2 + · · ·+ f (cn)∆xn
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Figura 2.0.1: Soma de Riemman

Gemini

Após verificar a aproximação da área do segmento parabólico por meio das somas de

Riemann, procedemos à obtenção do valor preciso da área de tais regiões através do conceito

de limite.

Definition 2.0.4. Seja f uma função definida em [a,b] e L um número real. Dizemos que
n

∑
i=1

f (ci)∆xi tende a L, quando max∆xi → 0, e escrevemos

lim
max∆xi→0

n

∑
i=1

f (ci)∆xi = L

se, para todo ε > 0, existir um δ > 0 que só dependa de ε , mas não da particular escolha dos

ci, tal que ∣∣∣∣∣ n

∑
i=1

f (ci)∆xi −L

∣∣∣∣∣< ε

para toda partição P = {x0,x1, . . . ,xn} de [a,b], com max∆xi < δ e ci ∈ [xi−1,xi], i = 1,2, . . . ,n.

Tal número L, que quando existe é único, denomina-se integral de Riemann de f em

[a,b] e indica-se por
∫ b

a
f (x)dx.

Então, por definição,
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∫ b

a
f (x)dx = lim

max∆xi→0

n

∑
i=1

f (ci)∆xi.

O percurso trilhado neste trabalho permitiu observar a evolução do pensamento ma-

temático no que tange ao cálculo de áreas de figuras curvilı́neas, tomando como objeto central

a quadratura da parábola. A análise partiu do rigor geométrico de Arquimedes e culminou

na formalização analı́tica da integral de Riemann, revelando uma continuidade conceitual sur-

preendente apesar do abismo temporal que separa ambas as abordagens.A investigação das

Proposições de Arquimedes demonstrou que o matemático grego não apenas dominava as pro-

priedades cônicas, mas possuı́a uma intuição aguçada sobre o infinito. Através do Método

da Exaustão, ele foi capaz de cercar o valor da área do segmento parabólico utilizando uma

série geométrica de triângulos inscritos, provando que AS =
4
3

T . O uso da dupla redução ao

absurdo, como vimos, funcionou como o substituto grego para o conceito moderno de limite,

garantindo a validade lógica do resultado sem a necessidade de ferramentas algébricas com-

plexas.Ao transicionarmos para o referencial cartesiano e as Somas de Riemann, percebemos

que o princı́pio fundamental permanece o mesmo: a partição de uma região em elementos

mais simples (retângulos, no caso moderno) cuja soma converge para o valor real da área. A

formalização da integral de Riemann apresentada no Capı́tulo 2 permitiu transformar o esforço

exaustivo de Arquimedes em um procedimento algorı́tmico e funcional. A definição de ε e

δ nada mais é do que a linguagem moderna para expressar a ”grandeza menor que qualquer

outra predeterminada”mencionada por Arquimedes.Conclui-se, portanto, que Arquimedes de

Siracusa deve ser considerado o precursor do cálculo integral. Sua capacidade de relacionar a

mecânica (através do equilı́brio de alavancas) com a geometria pura abriu caminho para que,

séculos mais tarde, Newton, Leibniz e Riemann pudessem sistematizar o cálculo diferencial e

integral. A quadratura da parábola não é apenas um problema resolvido; é o elo que demonstra

que a matemática, embora mude de linguagem e notação ao longo da história, mantém a busca

incessante pela precisão e pelo entendimento das leis fundamentais que regem as formas e o

infinito.
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J. Stewart. Cálculo - Volume 1. Cengage Learning, São Paulo, 9 edition, 2021.


	Quadratura da Parábola por Arquimedes
	Quem foi arquimedes.
	Método da Alavanca
	Método dos Triângulos Inscritos

	Somas de Riemman e Intregal definida
	Referências

